Casopis pro péstovani matematiky

Vitézslav Novak
O dimensi lexikografického souctu ¢aste¢né usporddanych mnozin
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 86 (1961), No. 4, 385--391

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117384

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1961

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117384
http://project.dml.cz

CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY‘

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 86 * PRAHA 30.X.1961 % C&TsSLO 4

O DIMENSI LEXIKOGRAFICKEHO SOUCTU
CASTECNE USPORADANYCH MNOZIN

VitézsLAv NovAk, Brno
(Doslo dne 5. kvétna 1960)

V préci se pojedndva o dimensi lexikografického souétu ¢aste¢né uspora-
danych mnoZin ve vztahu k dimensi mnoZiny index® a dimensi slozek, o vzta-
hu A, B, C-homomorfismu k dimensi a k A, B zobrazeni.

Bud N neprazdné &asteCné uspofadand mnoZina a {M (x e N)} systém neprizd-
nych disjunktnich &stedné uspotrddanych mno¥in. Lexikografickym souétem mnoZin
M, pfes mnoZinu N rozumime podle M. M. DAYE (viz [1]) mnoZinu vSech usporada-
nych dvojic [x, y], kde x € N, y € M, &astedn& uspofadanou podle pravidla: [x;, y, | <
< [x3, 2] pravé tehdy, kdyzZ x, < x, nebo x; = x, a y; < y,. Tuto Zastedn& uspo-

fadanou mnoZinu znatime Y M,.
aeN

Bud g &aste¢né uspofadani na mnoZin€ N. Necht 7 je linearni uspofadani na N
takové, Ze ¢ = 7. Pak pravime, Ze 7 je linedrnim prodlouzenzm GasteCného uspofa-
dani g. :

Necht {1;}, i < « je posloupnost linedrnich uspofadani na mnoZ%in& N. Céstedné
uspofadani ¢ na N definované takto: ¢ = (\t; se nazyva realisované posloupnosti
. i
linearnich uspofadani {z,}.

Dimensi Eastetn& uspotadané mnoZiny N (Castetn& usporadané relaci g) se rozumi
kardinalni ¢&islo moh «, kde o je nejmensi ordinalni Cislo takové, Ze posloupnost
linearnich prodlouZeni {z;}, i < « realisuje .

Lemma 1. Necht M je édstecné uspoFddand mnofina a necht N = M. Pakdim N <
< dim M.

Diikaz. Nechf g je Easteéné uspotadani na M a o piisluné &aste&né usporadani na
N. Necht dim M = m. Bud {L;}, i < « posloupnost lineirnich uspofaddani na M,
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ktera realisuje ¢ a takové, Ze moh o = m. Ke ka?dému L, pfifadme line4rni uspoxa-
dani K; na N definované takto: :
x<yvKex<yvl.
Je zfejmé, Ze posloupnost K;, i < « realisuje o a jest moh a = m, takZe dim N . < m.
Véta 1. Bud N &dste¢né usporddand mnoZina a {M,(x € N)} systém disjunktnich
neprdzdnych Cdsteéné usporddanych mnoZin. Pak plati:

dim Z M, = sup {dim N, dim M, (x e N)}

Diikaz. Bud m = sup {dlmN dim M (aeN)} Necht ¢ je CasteCné usporadam
na N, o, aste¢né usporadani na M,. Necht {L;}, i < B je posloupnost linedrnich
uspotadéni na N, ktera realisuje ¢ a takova, e moh B = m; necht {K3}, j < B je po-
sloupnost linearnich uspofadani na M,, ktera realisuje o,. Takové posloupnosti vidy
existuji. Definujime linedrni uspotadani T;; na ). M, takto: [x, y;] < [*2, ¥2] v Ty,

aeN L .
kdyZ a jen kdyZ x; < x, vL;nebo x; = x,a y; < y, v Kj.

a) T,;je zfejmé pro kazdé i, j vskutku linedrnim usporadanim na Y, M,. Snadno se

aeN
totiZ presvéd¢ime, Ze T;; je relace asymetrick4, transitivni a viplna.

b) Pro kaZdé i,j je T;; linedrnim prodlouZenim Y M,: necht [xy, ;] < [*2, y2]

aeN
v Y, M,. Pak bud x, < x, v ¢ nebo x; = x, a y; < y, V 0,,. V prvém piipadg
aeN
x; < X, v kazdém L; a tedy [x,, y,] < [X,, y,] v kaZdém T,;. V druhém p¥ipadé
y1 < ¥z vkaidém K3' a tedy rovn&Z [x,, y,] < [x,, y,] v kazdém T;.

c) Posloupnost {T;}, i < B realisuje Z M,. Necht totiZ [x,, y,] Il [X2, ¥»]- Pak
bud x; || x, v ¢nebo x; = x,a2y, | y, va,‘1 V prvém ptipadé existuji L, L;, takova,
Ze v Ly, plati x;, <x, a VL x,<x;. Pak v Ty, plati [x,, y,] < [%a, y2] av T,
plati [x,, y,] < [x1, »1]- V druhem piipad¥ existuji K}, K}! takova, Ze v KJ: plati
y1 < yzav K} plati y, < y,. Pak v T, ;, plati [x,, yl] < [xz, y2] a v T, plati

[x2, y2] < [xl,yl] Tedy vskutku {T;;},i < B realisuje ZM a je#to moh f =

= m, mime dim ), M, < m.
aeN

d) Oznagme S podmnoZinu vy, M, utvofenou takto: v ka?dé mnoZing M, vyberme
jeden prvek x,. PoloZme S = {E[E;, x,]; x€ N}. Pak S je isomorfni s N, S = )" M,;
odtud podle lemmatu 1 plyne =

dmN =dimS £dim) M,.
aeN

Oznagme P, podmnoZinu v ) M, utvofenou takto: P, = {[«, x]; x &€ M,, o pevné}.
aeN
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Pak P, je isomorfni s M, a jest P, = Y M,. Odtud podle lemmatu 1 plyne
aeN

dim M, = dim P, < dim ) M,.

aeN
Celkem dim ), M, = m. Z c) a d) plyne: dim ) M, = m.
aeN aeN
Z v&ty 1 plynou nékteré zajimavé disledky:
1. PoloZme N = n;') pak Y M, =M, ®M, @ ... ®M, a dim N = 1. Tedy:

aeN
dim } M, = dim (M; ®M, @ ... ® M,) = max (dim My, dim M,, ..., dim M,).
2.a;voloimeN = n; pak ZI;M,, =M, + M, + ...+ M,adim N = 2. Tedy:
dim 3 M, = dim (My + M, + ... + M,) = max (2, dim M, dim M, ..., dim M,).
ae
3. PoloZme M, = M pro kazdé a e N, pak Y, M, = N O M. Tedy

aeN
dim (N © M) = max (dim N, dim M) .
Budte M, N &asteCn& uspofadané mnoZiny. Necht ¢ je zobrazeni M na N. ¢ se na-
zyva A-homomorfismus, ma-li vlastnosti:

M x<y=0x)=Z0(), @ xly=0oxIaeb).
¢ se nazyva B-homomorfismus, ma-li vlastnosti:

B) x<y=0(x) <o(y), (4 x| y=0(x)] ¢(y) nebo ¢(x) = ¢(»).
¢ se nazyva C-homomorfismus, ma-li vlastnosti (1) a (4).

Plati: ¢ je A-homomorfismem:-tehdy a jen tehdy, kdyZ rozklad na M piislusny k ¢ je
rozkladem ve vloZené fetézce. ¢ je B-homomorfismem tehdy a jen tehdy, kdyZ rozklad
na M pfislu§ny k ¢ je rozkladem ve vloZené asteén& uspofadané mnoZiny, jejichZ
libovolné dva rizné prvky jsou nesrovnatelné. ¢ je C-homomorfismem tehdy a jen
tehdy, kdyZ rozklad na M pfislusny k ¢ je rozkladem ve vloZené &4steén& uspotadané
mnoZiny (viz [3]).

Necht ¢ je zobrazeni mnoZiny M na mnoZinu N. Pro libovolné « € N oznalime M,
mnoZinu vSech vzord prvku « pfi zobrazeni ¢. :

Lemma 2. Zobrazeni ¢ &dsteéné uspofddané mnoZiny M na édsteéné usporddanou
mnoZinu N je C-homomorfismem tehdy a jen tehdy, kdyz M = Y M,.
. aeN .
Dakaz. 1. Necht M =) M,. Pfifadme prvku [«, x] mnoZiny ) M, prvek
' aeN aeN
a € N. Pak toto zobrazeni ¢ je C-homomorfismus. Necht totiZ [, x| < [B, y] v, M,.
axeN
1y n znaé&i podle G. BIRKHOFFA (viz [5]) mnoZinu viech ordindlnich &isel mensich ne » neboli
linedrné uspofddanou mnoZinu z » prvki, » znali mnoZinu vSech kardinalnich &isel mensich nez »
neboli neuspofddanou mnoZinu z n prvki. Operace ordinédlniho a kardinédlniho souétu a ordinal-
niho soudinu, jeZ jsov specidlnimi pfipady lexikografického soultu, rovnéZ zavadi Birkhoff v [5].
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Pak bud & < B nebo a = f a x < y. V kaZdém piipadé viak ¢([«, x]) < o([B, ¥]).
Necht [o, x] || [8, y] v Y. M,. Pak bud o || f nebo & = B a x || y. V prvém ptipadg

aeN

o([o, x]) | ([B, y]), ve druhém o([«, x]) = ([, ¥])-

2. Necht ¢ je C-homomorfismus M na N. Bud x € M; pfitadme k nému dvojici
[o(x), x] € Y, M,. Je-li obrécen& [y, x] € ). M,, je y e Na x € M, takZe ¢(x) = y, tj.

aeN aeN

[y, x] = [o(x), x] a dvojice [y, x] je pfifazena prvku x € M. Tedy nae zobrazeni je
zobrazenim M na ) M, a to zfejmé prostym. UkaZeme, Ze je to isomorfismus. Necht
. aeN
Xy < X3 'V M. Pak ¢(x;) < ¢(x;) v N, z &hoZ plyne [o(x,), x;] < [o(x5), x2]
vY. M,. Necht x, || x, v M, pak ¢(x;) || 9(x;) nebo ¢(x;) = ¢(x,) v N, z &ehoZ plyne

aeN
[¢(x1)> x,] f [qo(xz), xz] v ZNMa .
Jetedy M = > M,.

aeN
Disledek 1. Nechf M, N jsou &dsteéné uspoFddané mnoZiny takové, Ze N je
A-homomorfnim obrazem M. Pak dim M = dim N.

Dikaz. Necht ¢ je A-homomorfismus M na N; pro kazdé o € N je M, fetézcem,
takZe dim M, = 1. Tedy

dim M = dim )} M, = sup {dim N, 1} = dim N .
aeN

Diisledek 2. Necht M, N jsou &dstecné usporddané mnoZiny takové, Ze N je
B-homomorfnim obrazem M. Pak plati:

a) je-li dim N 2 2, je dim M = dim N;

b) je-li dim N =1, je dim M = 1 nebo dim M = 2.

Dikaz. Necht ¢ je B-homomorfismus M na N; pro kazdé « € N je M, jednoprvko-
vou mnoZinou nebo mnoZinou, jejiZ libovolné dva rizné prvky jsou nesrovnatelné, tedy
dim M, < 2. Je tedy:

dim M = dim )’ M, = sup {dim N, dim M,} .
aeN

Je-li dim N = 2, dostavame odtud dim M = dim N.

Je-li dim N = 1, plyne odtud dim M = 1 nebo dim M = 2.

Disledek 3. Nechr M, N jsou d{dsteéné usporfddané mnoZiny takové, Ze N je
C-homomorfnim obrazem M. Pak dim M = sup {dim N, dim M (x € N)}; pFi tom
M, je mnoZina vsech vzori prvku o€ N v daném C-homomorfismu.

Dikaz plyne z lemmatu 2.

V dosavadnich tvahich jsme nerozliSovali mezi fetézcem a jednoprvkovou mnoZi-
Zinou, tj. za dimensi jednoprvkové mnoZiny jsme povaZovali ¢islo 1. Pro dalsi Gvahy
bude Glelné definovat dimensi jednoprvkové mnoZiny jako &islo 0.
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Necht M, N jsou &ste&n& uspo¥adané mnoZiny. Isotonni zobrazeni ¢ mnoZiny M -
na mnozinu N, které ma vlastnost:

(5) Pc M, dimP 2 2= dim¢(P) = dim P
nazveme A-zobrazenim.

Isotonni zobrazeni ¢ mnoZiny M na mnoZinu N, které mé vlastnost:

(6) PcM, dimP +2= dimp(P) = dimP;
dim P = 2= dim ¢(P) =2 nebo dim ¢(P) =0

nazveme B-zobrazenim.

Véta 2. Zobrazeni ¢ é&dsteéné usporddané mnoZiny M na édsteéné uspoFddanou
mnoZinu N jeA-zobrazenim tehdy a jen tehdy, kdy? je to A-homomorfismus.

Dikaz. 1. Je-li ¢ A-homomorfismem, pak je A-zobrazenim, coZ plyne z diisledku 1.

2. Necht ¢ je A-zobrazeni a necht $c, yeM, x < y.Jeito ¢ je isotonni, mame
o(x) £ ¢(y). Necht x, ye M, x || y. Pak dim {x, y} =2, takze dim {o(x), ¢(¥)} = 2
a tedy ¢(x) | ¢(¥). ¢ je tedy A-homomorfismem.

Véta 3. Zobrazeni ¢ &dsteéné usporddané mnoZiny M na Cdstecéné usporddanou
mnoZinu N je B-zobrazenim tehdy a jen tehdy, kdy? je to.B-homomorfismus.

Diikaz. 1. Z disledku 2 plyne, Ze B-homomorfismus je B-zobrazenim.

2. Necht ¢ je B-zobrazeni a necht x, y e M, x < y. Jeito ¢ je isotonni, mame
o(x) £ ¢(y); mimo to dim {x, y} = 1, tak¥e dim {p(x), p(y)} =1, tedy o(x) *
+ ¢(y) a tedy ¢(x) < ¢(y). Necht x, ye M, x || y. Pak dim {x, y} = 2, takZe
dim {¢(x), ¢(y)} = 2 nebo dim {¢(x), ¢(»)} = 0, tj. ¢(x) | ¢(v) nebo (p(x) o(»).
¢ je tedy B-homomorfismem.

Nakonec uvedeme jednu vétu o C-homomorfismu:
@

Véta 4. Jsou-li m,n libovolnd kardindlni &isla takovd, Ze m = n, pak existuji
takové dsteéné uspofddané mnoziny M, N, Ze N je C-homomorfnim obrazem M
adimM = m,dm N = n.

Dukaz. Bud N libovolna &asteéné uspofddand mnoZina takova, Ze dim N = n.
Takové &astedn& usporddand mnoZina vZdy existuje (viz [4]). Pro kaZzdé a e N necht
M, znadi libovolnou GasteCné uspofadanou mnoZinu takovou, Ze dim M, = m, < m.
Necht pro alespofi jedno « = o, plati m,, = m. PoloZme M = ) M,. Podle véty 1

aeN
mame pak:

dim M = sup {dim N, dim M (xe N)} = m

Zobrazeni ¢ definované takto: x € M, => ¢([«, x]) = a; podle lemmatu je C-homo-
morfnim zobrazenim M na N, pfi demZ platidim M = m, dim N = n.
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PesromMme

O PA3MEPE JIEKCUKOI'PA®UYECKON CYMMI)I
YACTHUYHO YIIOPAOOYEHHBIX MHOXECTB

BUTE3CJIAB HOBAK, (Vitézslav Novik), Bpro

B paboTe moxasblBaeTCs CAENYIOINas TEOpEMA:

Teopema 1. ITycts N — 9acTHYHO YHOPATOYEHHOE MHOXECTBO H { M, (a € N)} —
' CHCTeMa HEeHepeCceKaroIIUXCs YaCTAYHO YIOPAMOICHHBIX MHOXeCTB. Toraa

dim }' M, = sup {dim N, dim M,(x e N)}.
aeN

CremcTBHEEM 3TOH TeOPEMBI SIBISIOTCS CIEAYIOINHE YTBEPKACHU A :

1. ITycre M , N — 9acTHYHO yHmOpsOYeHHble MHOXECTBA TaKHe, YTO CYLUEeCTBYeT
A-romomopdroe m306paxerre M Ha N. Torna dim M = dim N.

2. Ilycte M, N —“gacrHaHoO YHOPSIOYEHHBIE MHOXECTBAa TaKHe, YTO CYLIECTBYET
B-romomopdrOe m306paxerne M ma N. Torma

a) dim M = dim N, ecmx dim N > 2,
b)dmM =1, . wm dim M = 2, ecmm dim N = 1.

3. Iycte M, N — 4acTHYHO yHODPSZOYECHHBIE MHOXECTBA TaKHe, YTO CYIIECTBYET
C-rOMOMoptbnoe H300paxeHme M Ha N. Torma

dim M = sup{dlmN dim M (xeN)},

ecmn M, sBIAETCS MHOXECTBOM BeeX Ipoo6pa3oB 3JIeMeHTa a.
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Summary

THE DIMENSION OF LEXICOGRAPHIC SUMS OF PARTIALLY
ORDERED SETS

VitEzsLav NovAk, Brno

In this paper the following theorem' is proved: a

Theorem 1. Let N be a partially ordered point set and {M,(x € N)} a system of .
disjoint partially ordered sets. Then

dim ) M, = sup {dim N, dim M (x e N)} .
aeN

From this theorem there follow the following statements: |

1. Let M and N be partially ordered sets and ¢ anA-homomorphlsm on M onto N.
Then dim M = dim N.

2. Let M and N be partially ordered sets and ¢ a B-homomorphlsm on M onto N.
Then

a) dim N 2 2 implies dim M = dim N,

b) dim N = 1 impliesdim M = lordim M = 2. _

3. Let M and N be partially ordered sets and ¢ a C-homomorphism on M onto N.

Then dim M = sup {dim N, dim M,(x € N)} whenever M, is the set of all xe M
such that ¢(x) = «.
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