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éasopis pro p&stovani matematiky, ro€. 86 (1961), Praha

PLANARNI A HYPERPLANARNI BODY

KareL SiNpELAR, Zilina
(Doklo dne 20. ¥jna 1959)

Vysetiuji se vlastnosti plandrnich bodé nadploch a ploch i inflexnich
bodt éar v souvislosti s jejich protindnim linedrnimi prostory, déle
v souvislosti s jejich Hessidnem a s vlastnostmi jejich polér, zejména
rozlozitelnosti. Odvozené vysledky se aplikuji na urdeni uplné sou-
‘stavy - plandrmich 'bodi i jejich jakosti na dané.ploSe.nebo nadploSe. .-
- Vedle toho se studuje konstelace plandrnich,bodi dané plochy nebo
nadplochy v p¥ipads, Ze takové body lezi v piimce. Konedns je pojem
plandrniho bodu rozsifen zavedenim pojmu bodd hyperplandrnich.

1

Véechny dosava,dm préce, které se planarnnm body zabyvaly, na piiklad
[1], [5], [6], vyéetrovaly — pokud je mi zndmo — jen planérni body ploch
v obyée]ném trOJrozmérnem prostoru a to zvlééte plananu body kublckych
ploch, které objevil E. F. "ECKARDT.

My se viak budeme plandrnimi body zabyvat obecnéji, a proto bude t¥eba,
abychom plandrni body ze svého obecnéjiiho hlediska nejen definovali, nybrz
i rozlisili zavedenim pojmu ¥a4du plandrnfho bodu.

Poznamky k-oznadovani. Pii algebraickém. vySettovani plandrnich bodi
budeme velmi d&asto potiebovat . homogenni mnohodleny riznych stupihi
a o rizném podétu proménnych. Proto si vyhradime pro jejich oznadeni pismeno
f, a to tak, Ze f, bude vidy znadit formu k-tého stupné, za ni% v zdvorce budou
vypsdny nezivisle prom&nné, pokud to nebude patrno ze souvislosti v textu.
Dalifmi indexy a znadkami, na p¥klad *f, f™, ', f a podobn&, budeme riizné
takové formy od sebe rozliSovat. Pismena ze zaditku abecedy a,b,c, ...
opattens p¥ipadng jakymikoli indexy nebo znakami budou v¥dy znamenat
koeficienty; » bude v#dy znadit dimensi prostoru.

Definice 1. Je-li nadplocha V protata tebnou nadrovinow ve svém reguldrnim
bodé P ve varieté U, kterd obsahuje bod P jako bod (k-4 2)- nasobny, nazyvd se
bod P plandrnim bodem nadplochy V k-tého Fddu.
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Poznémka. Podle definice 1 je tedy kazdy reguldrni bod dané nadplochy
jejim bodem plandrnim ¥ddu k = 0. Pro. pohodIngjsi vyjadfovani odli§ime body
fadu k = 0 od ostatnich planarnich bodd tim, Ze je budeme nazyvat plandrni
body trividlni a budeme je v daliim ze svych Gvah vyludovat, pokud neuvedeme:
opak. Nadale se tedy bude plandrnim bodem rozumét plandrni bod netrividlni,
jehoz tad je k = 1.

Budeme se zabyvat jen planarmml body algebreuckych ploch a nadploch

Uvazme vsak, Ze definice 1 md smysl i tehdy, kdyZ se jedna o algebraickou
nadplochu v roving, tedy o algebraickou &¢aru a jeji teénu v daném jejim.regu--
larnim bodé P. Varieta U se v tomto piipadé sklada z isolovanych bodu. Pokla-
dame-li kazdy z nich za tolikanisobny bod variety U, kolikandsobnym je pri-
sedikem &ary s jeji tednou,?) je bod P (k 4 2)-nasobnym bodem variety U pravé:
tehdy, kdyZ je inflexnim bodem k-tého ¥4du dané ¢ary. To viak uvadi plandrni
body do tizké souvislosti s body inflexnimi, takze Ize dokonce vyslov1t

Dusledek definice 1. Plandrni body Car v. roviné jsou inflexnt body téchio-
ar. Rad plandrniho bodu je Fddem prislusné inflexe.

Na,_ algebraické nadplose n-tého stupné (» > 1) mohou byt planarm body
fadu nejvyse (n — 2)-ho, nebot Zadns algebraicks varieta n-tého stupné ne-
mize mit bod o nésobnosti vy$si nez n. Pro plandrni body tohoto nejvyssiho
Yadu zavedeme zvla$tni oznadeni. . :

Definice 2. Plandrni bod algebraické nadplochy n-tého stupné’ ktery md nejoydst
mozny ¥dd, to je n — 2, se nazyvd jejim bodem Eckardtovym.

Kazdy plandrni bod (prvniho ¥ddu) kubické nadplochy je tedy jejim bodem
Eckardtovym, kdezto kvadratické nadplochy planidrni body nenulového fadu
vitbec nemaji.

Véta 1. Nadplocha n-tého stupné v r-rozmérném projekiivnim prostoru md ve.
svém reguldrnim bodé Oy plandrnt bod k-tého Fddu s teénou nadrovinow
(1) z =0 -
pravé tehdy, kdy? ji lze vyjddiit rovnici
k+1

(2) x: lxl + Zxo xl fh 1(3‘31, x2> MR ] 'r) +h Z .’L‘g hfh(xl) 932, AARE] xr) =0 ’

=k+2

kde ve formé fris(®1 To, .., ¥,) se vyskytuje aspoti jeden séitanec meobsahujici
Gimitele x,.

Dikaz. K tomu, aby nadrovina (1) protala algebraickou nadpochu n-tého
stupné v r-rozmérném prostoru prochézejici bodem O, a vyjidfenou anulo-
vanou rovnici, jejiZ levé strana je sefazena sestupné podle mocnin z, tak
jako (2), ve varieté, na niz O, je bod (k + 2)-ndsobny, je nutné, aby viechny
¢leny obsahujici z, v mocnindch (n — 1)-nf, (n — 2)-hé, ..., (n — & — 1)-ni,

1) Ve smyslu [7], str. 312.
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obsahovaly i éixﬁtele ;. Potom je nadplocha (2) protata nadrovinou (1) ve va-
riet&, kterou lze v nadroviné (1) vyjadiit rovnici

> 20, 24, ..., 2,) =0,
: h=k+2
takze O, je (k 4 2)-ndsobnym bodem této variety pravé tehdy, kdyz prvnl
séitanec na levé strand jeji rovnice af "2 f, (0, @y, ..., 7,) je nenulovy. Ale to
nastane pravé tehdy, kdyZ fi+s(0, @,, ..., z,) identicky nevymizf, coZ viak
znamend, 7e se ve formé fi.,(%;, , ..., %,) vyskytuje aspon jeden &len, ktery
neobsahuje &initele z,. Kdyby se v této formé Z4dny takovy &len nevyskytoval,
byl by bud ¥ad plandrnfho bodu O, nadplochy (2) vyS$8i ne% k¥ nebo by nad-
plocha (2) obsahovala nadrovinu (1) jako soudést.

Poznédmka. Tato druhd mozZnost miZe skutednd nastat. Je-li nadplocha ¥
vyjédiena rovnici (2), kde k = n — 1, lze z, z celé jeji levé strany vytknout,
takze nadrovina (1) je souldsti nadplochy (2). Bod O, budeme v tomto pipads
nazyvat absolutnim plandrnim bodem variety V a budeme mu p¥isuzovat Fad
k = o0, tedy vy¥§i nez ¥ad libovolného plandrniho bodu neabsolutniho, tj.
takového, o jakych aZ dosud byla feé. V dal§im v8ak budeme i absolutni pla-
narni body zé svych Gvah vylubovat, pokud neuvedeme opak, takZe planarnim
bodem bez bliz&iho uréeni budeme nadéle rozumét plandrni bod, jehoz fdd je
piirozené &islo. .

9"

Obratme nyni pozornost k dtvaru, ktery vznikne, protneme-li algebraickou
nadplochu libovolnou nadrovinou, kterd prochézi jejim plandrnim bodem.
Vysledek je nam jiz zndmy, jde-li o nadrovinu teénou k dané nadplose v tomto
plandrnim bod&. Zbyva tedy vySettit ostatni piipady.

V8echny tdvahy i vysledky této druhé &asti pojednavajici o protinani plati
i pro trividlni planarni (resp. trividlni inflexnf) body. Teprve ve tiet{ &dsti
(od véty 7) budeme plandrnim (resp. inflexnim) bodem rozumét opét plandrni
(resp. inflexni) bod netrividlni.

Véta 2. Libovolnow nadrovinow L prochdzejict plandrnim bodem P k-tého Fadu
dané nadplochy V — s vyjimkou teéné nadroviny této nadplochy v bodé P — je nad-
plocha V protata ve varieté U, kterd md v bodé P opét bod plandrni, a to fddu nej-
‘méné k-tého, nebo absolutni plandrni bod.

Poznémka. Je jist& z¥ejmé, co se rozumi plandrnim bodem variety U, o niz
mluvi véta 2. Tuto varietu lze totiZ pokladat v nadroviné L, kters je sama pro-
storem (r — 1)-rozmérnym, za nadplochu, na niZ plandrnf body jsou jiZ zave-
deny ve smyslu definice 1.
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Diukaz véty 2. Zvolme soustavu soufadnic jako ve v&té 1 tak, aby nad-
rovina L méla rovnici

(3) 2y = 0.

Rovnice priseénice v nadroviné (3) pak bude

n

kil
(4) x:)' lxl + Zx: "xl /h—-l(xb 0’ gy ooy xr) + z xg-hfh(xh O: Lgy -+ xr) =0 ’
heo2 h=k+2

coZ je rovnice algebraické nadplochy n-tého stupné v (r — 1)-rozmérném pro-
storu, kterd md v bodé O, plandrni bod aspon k-tého ¥édu s teénou nadrovi-
nou (1).

Poznémka 1. MiiZe se dokonce stét, Ze v8echny &leny na levé strand rov-
nice (4) obsahujf ¢initele x,, takZe jej pak lze z celé levé strany vytknout, a pri-
seénice (4) obsahuje jako souddst linedrni prostor x, = x, = 0, coZ znamend, Ze
0, je jejim absolutnim plandrnim bodem (nebo absolutnim inflexnfm bodem
obdobné definovanym). Proto bylo tfeba ve formulaci véty 2 pamatovat i na
tuto moznost. V daldim v8ak budeme tento doplnék dislednd vynechdvat a
misto toho se umluvime, Ze réeni plandrnt (nebo inflexnt) bod Fddu aspor k-tého
bude znadit bud plandrni (resp. inflexnf) bod ¥4du h-tého, kde » = k nebo
absolutn{ plandrnf (resp. inflexnf) bod.

Pozndmka 2. Aby méla véta 2 smysl, je tfeba pfedpoklédat, Ze nadplocha V
je ddna v prostoru r-rozmérném, kde r = 3. Pro nejmensf mozné r = 3 md
véta 2 tento zvlastni tvar.

Dusledek 1. Libovolnou rovinow L prochdzejict plandrnim bodem P k-tého
Fddu dané plochy V¥ — & vijimkou jejt teéné roviny v bodé P — je plocha V protata
v rovinné &dfe, kterd md v bod& P bod inflexnt #ddu nejméné k-tého.

Naopak opakovénfm véty 2 dochézime k tomuto jejimu zobecndni.

Disledek 2. Libovolnym linedrnim prostorem L (aspoti dvojrozmérnym) pro-
chazejicim plandrnim bodem P k-tého Fddu dané nadplochy V — s vyjjimkou téch
prostort, jex let celé v jeji tefné nadroviné — je nadplocha V protata ve varieté U,
kterd md v bodé P plandrnt (resp. inflexnt) bod, a to #ddu nejméné k-tého.

Miize se viak stdt, Ze dand nadplocha Y obsahujfef plandrnf bod k-tého fédu
P je profata nadrovinou L ve variet®, kterd mé v bodé P planérni bod vysstho
fadu nez k-tého. To plati i pro k = 0. Zavedme proto tento pojem.

Definice 8. Nadrovina L, kterd prochdzt plandrnim bodem P k-tého ¥ddw dané
nadplochy V a proting ji ve varieté majict v bodé P plandrnt bod vyd¥itho fddu nef
k-tého, se nazyvd asymptotickd nadrovina nadplochy V v jejim bodé P.

Asymptotické nadroviny nadplochy v jejim plandrnim bodé se vlak ne-
vyskytujf jednotlivé. Tvoii celé soustavy, jak plyne z této véty.

Vita 3. Md-li nadplocha V ve svém plandrnim bodé P k-tého #ddu (nevyluduje se
k = 0) asymptotickou nadrovinu L, md v ném — af na jednu nadrovinu — celyf

59



svazek .asymptotickyjch nadrovin urdeny jednak mnadrovinou L jednak tenow
nadrovinou nadplochy V v jejim bodé P s vyjjimkou této teéné nadroviny. .
Dtkaz. Zvolme soustavu soutadnic jako ve v&té 1. Je-li (3) asymptoticks.

nadrovina nadplochy Y v bodg 00, lze vyraz ]‘k+2(x1, T, Ty, -5 %,) z Tovnice (2)
vyjadtit ve tvaru ‘
(5) . flc+2(x1’ ‘1’2; xa: e xr) =

=¥y . fk+1(x1: Ly, Tas oy Tp) + Ta - 2frera(@s, sy oo @)

Libovolna nadrovina svazku ‘— aZ na nadrovinu tednou — mé rovnici ¢z, -+
-+ z, = 0. Provedeme-li ‘transformaci soutadnic

xo = .'178 s
707 ,
. . Ty = . 1,
PR s _ ,

(6) . . ) Ty = '— C.’D;_ + xz s

T3 = 3,

R P REEE )

. x". = Ly,
na.bnde vyraz (5) tvaru ‘ '
U
Ty Yraa (@1, = 2y +.2g; vy r) + (— ez, + xz) fk+1(“‘ e} + O A T
co¥ lze vy]é,dht opet vyrazem ' 4
v ' xl fk+1 xl: 22: ‘ r) + 372 fk-l—l(xz: xa: .- x;) ’

to véa.k znamens, Ze nadrovina x2 = 0, tedy cx, + xa =0 je asymptotlckou
nadrovinou nadplochy (2) v ]e]ml planarmm bodé O,.

Dehmce 4. Svazky nadrovin, kieré obsahuji — aZ na jednu vyyzmku — samé
asymptotické nadroviny dané nadplochy ¥ v jejim plandrnim bodé P (tFeba ¢ tri-
vidlnim), se nazyvaji asymptotické svazky nadrovin madplochy V v tomio jejim
plandrnim bodé.

Zbyvs jesté nalézt odpovéd na otdzku, kolik existuje asymptotickych nad-
rovin uréujicich s teénou na.d.rovmou da.ne nadplochy Y v jejim daném bode P
razné asymptotmke svazky '

Yéta 4. Plandrnim bodem P k- teho mdu dané nadplochy V prochdzi nejvyde
k + 2 nadrovin wréujicich rézné asymptotické svazky. V prostoru r-rozmérném.
(r > 3) nemust véak existovat Fddnd asymptotickd nadrovina. V trojrozmérném
prostoru existuje vidy k + 2 asymptotickych svazki, jez viak spolu mohouw — bud
viechny mebo po skupindch — splyvat. '
Diikaz. Zvolme soustavu soufadnic tak jako ve vété 1. Forma fk+2 Xy, Ty « - -5
z,) je (k + 2)-ho stupns. Naplsme ji ve tvaru

(7) fea(@y Ty -0y 2y) = @ ?k+1(x1’ Loy voes Br) + Frra(@as Ty, 2o s @) -
Forma f,,o(2s, 3, - -+, ,), ktersd vzhledem k vete 1 neni identicky rovna nule,
obsahuje r — 1 promennych
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Je-lir = 3, je fr+2 bindrni forma (k 4+ 2)-ho stupné, kterou lze vZdy rozloZit
na k + 2 linedrnich bindrnich forem tvaru

(8) ax, + bag,
z nichz v8ak nékteré (nebo dokonce viechny) mohou spolu splynout. Ale ke
kazdému linedrnimu ‘&initeli (8) tohoto rozkladu existuje vidy a‘symptotlcka
rovina dané plochy v jejim plandrnim bodé O, s rovme1
{9) ax, + by = 0, ,
jak plyne z transformace soutadnic, kterou se tato rovina stane — pokud jiz
snad neni — nékterou rovinou soutadnicovou z, = 0 nebo z; = 0. Tim je nale-
zeno hledanych k + 2 asymptotickych rovin, z nich% kazdé spolu s.tednou
rovinou (1) plochy (2) v jejim plandrnim bodé O, uréuje asymptoticky svazek.
Avgak nalezenych k + 2 asymptotickych svazkd nemusi byt vZdy od sebe rtiz-
nych. :
Je-li 7 > 3, je fria(®s %3, ---, %,) forma o vice nez dvou proménnych, tedy
aspon terndrni, jez nemusi byt vidy rozlozitelna nebo jeji rozklad nemusi obsa-
hovat linedrni ¢initele. V takovém ptipadé neexistuje Zddné asymptoticks nad-
rovina nadplochy V¥ v jejim plandrnim bodé O,. Ex1stu]e-h vSak rozklad formy
Frsa(®g X5, ..., x,) na &initele, z nichZ aspori jeden je linedrni, odpovid4 kazdému
takovému h'neérni'mu diniteli asymptotickd nadrovina a spolu s ni i asympto-
ticky svazek, pridem?Z opét asymptotické svazky odpovidajici dvéma nebo
tieba i n&kolika &initelim tohoto rozkladu nemusi byt vidy navzdjem razné.

Pozndmka. Zajimavy ptipad véty 4 nastane pro obyéejny reguldrni bod P
plochy V v trojrozmérném prostoru, takZe je pak r = 3, k'= 0. Asymptotickd
rovina plochy V v bodé O, ji pak protina v k¥ivce, kterd ma v tomto bodé bod
inflexni, ktery muZe byt i absolutni. Podle véty 4 existuji dva svazky asympto-
tickych rovin, jez nemusi byt v#dy od sebe rizné. Jejich osy leici v tedné
roving plochy V v bodé O, uréuji tak zvané asymptotické sméry.

V jistém smyslu obracend k vété 2 je tato véta.

Véta 5. Je-lv nadplocha V protata viemi madrovinami L prochdzejicimi jejim
reguldrnim bodem P — kromé své nadroviny teéné v tomto bodé — v tako'vych
varetdch U, na niché bod P je bodem plandrnim aspots k-tého Fddu, pridemz aspot
na jedné z nich je prdvé k-tého Fddu, je P plandrnim bodem nadplochy V k-tého fddu.

Dukaz. Necht bod P spliiuje pfedpoklady véty 5 a tedy je plandrni. Pfedpo-
kladejme, Ze ¥4d jeho planarnosti na nadplose V je A (pfidemz nevyluéujeme
moznost h = 0).

Kdyby bylo & < k, bylo by mozno podle véty 4 najit aspoil jednu nadrovinu
protinajici V ve varieté U takové, na niZ by byl bod P planirni ne vysitho nez
h-tého ¥adu, coz odporuje predpokladu.

Kdyby bylo naopak % > k, neexistovala by podle véty 2 Zddné nadrovina
protinajici ¥ ve varietd, na niz by byl bod P k-tého, tedy nizsiho neZ h-tého Fadu.

Zbyva tedy jen moznost h = k.
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Opé&tovnou aplikaci v&ty 5 na jednotlivé nadroviny prochdzejici plandrnfm
bodem P dané nadplochy V dostdvdme:

Disledek. Je-li s jakékoli prirozené &islo (1 < s < r) a je-li nadplocha ¥
v r-rozmérném prostoru protata véems linedrnimi podprostory s-rozmérnymi pro-
chdzejicims jejim plandrnim bodem P (kromé téch, které lezi v teéné nadroviné
variety V v bodé P) vesmés ve vartetdch, na nichZ P je plandrni aspot k-tého Fddu,
priéemZ aspori na jedné z nich je fddu prdvé k-tého, je P plandrnim bodem nad-
plochy V k-tého Fddu.

Dokonce staéi pozadovat jesté o néco ménsé.

YVéta 6. Necht p je libovolnd primka prochdzejict requldrnim bodem P nadplochy
V v r-rozmérném prostoru, ale nelefici v jeho teéné nadroviné. Necht ddle s je jaké-
koli prirozené Cislo, pro né% plati 1 < s < r. Potom protinaji-li vSechny linedrnt
podprostory s-rozmérné prochdzejict primkou p nadplochu V v takovych varietdch
U, na nichE P je plandrni aspor k-tého Fddu, pridemZ aspori na jedné takové
varieté U je prdvé k-tého ¥ddu, je P plandrnim bodem nadplochy V k-tého Fddw.

Diukaz. Necht ¥4d planarniho bodu P na nadplose V je 2 (0 < h).

Kdyby bylo % > k, odporovaly by piedpoklady véty 6 vété 2, coz neni moZné.

Kdyby bylo naopak » < %, bylo by mo#no podle véty 4 nalézti aspon jednu
nadrovinu prochézejici pfimkou p a protinajici nadplochu Vv takové varieté W,
na niZ P by byl planarni ne vyssiho ¥ddu nez A-tého, nebot p¥imka p lezf mimo
osy viech asymptotickych svazki. Op&tovnou aplikaci této Gvahy na varietu W
a na dali{ variety Yetézce variet, ktery takto postupné vznika, dochdzime k roz-
poru s tim piedpokladem véty 4, podle néhoz aspoil na jedné varieté U je bod P
planarni pravé h-tého ¥adu (nikoli vyssiho).

Nezbyvé tedy jind moZnost nez h = k.

3

VSechny vysledky, které jsme az dosud odvodili, nasvédéuji tomu, Ze inflexnf
body jsou plandrnim bodim svymi vlastnostmi obdobné. Pozname je§té dalsi
jejich spoleéné vlastnosti. Ale tato obdoba nejde do v8ech disledkia. UkadZzeme si
vétu, kterou lze u inflexnich bod# obrétit, u plandrnich nikoli.

Véta 7. Necht reguldrni bod P algebraické nadplochy V n-tého stupné je jejim
bodem plandrnim (netrividinim). Potom je alespoti (r — 1)-ndsobnygm bodem jejtho
Hessidnu.

Dikaz. Zvolme soustavu soufadnic jako ve vét& 1. Hessidn nadplochy V
jako determinant stupné (r 4 1)-ho obsahuje ve vSech svych prveich Sinitele z,,
s mocnitelem nejvyse n — 3 az na prvky druhého ¥adku a druhého sloupce, jez
obsahuji , s mocnitelem nejvyse n — 2. Protoze kazdy élen determinantu je
soutinem nejvyse dvou prvka obsahujicich z, v mocniné (n — 2)-hé, kdeZto
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viechny ostatn{ &initelé obsahujf z, v mocniné nejvyse (n — 3)-ti, je nejvyssi
mozny mocnitel u z, v kterémkoli ¢lenu Hessidnu

2n —2)+(r—1).(n—3)=m—2).(r+1)—(r—1).

Stupen Hessidnu jakoZto nadplochy je (n — 2) . (r + 1). To vSak znamend, Ze
0, je jeho bodem alespon (r — 1)-nasobnym.

Pro zvldstni piipady r, na piiklad pro » = 3 nebo r = 2, dostavame tyto
disledky.

Duasledek 1. Je-li reguldrni bod algebraické plochy jejim bodem plandrnim, je
alespoti dvojndsobnyym bodem jejtho Hesstdnu.

Dusledek 2. Je-li requldrnt bod algebraické kfivky jejim bodem inflexnim, je
také bodem jejtho Hessidnu.

Z véty T i viech jejich zvldstnich pFipadd pro rzna r lze obratit jen dusledek
2 pro r = 2. Dostdvame tak zndmou vétu:

Véta 8. Je-li reguldrni bod dané algebraické kitwky bodem jejtho Hessidnu, je to-
wnflexnt bod dané krivky.

Dukaz.?) Necht algebraickéd ¢dra n-tého stupné (n > 1) prochézi jednoduse
bodem O, & mé v ném teénu (1). Potom ji lze vyjddiit rovnici ve tvaru-
(10) o '@y + w5y} + 25,517 + ag3) + ... =0,
kde v8echny dalsi éleny obsahuji , jiz jen v niz$ich mocninach nez (n — 2)-hé.
Jeji Hessidn je pak stupné 3(n — 2)-ho a jako determinant obsahuje jen jediny
¢len, v némi x, mé tohoto nejvyssitho mocnitele 3(n — 2); je to élen — 2a,(n —
— 1)2 23"~ Protoze Hessidn prochézi podle pfedpokladu bodem O, a dané &4ra-
nen{ pfimka, nenf n — 1 = 0, takZe zbyvé jen moZnost @, = 0. To vak zna-
mend, %e rovnice dané &ary je
(11) zg 'z + 25y (ayx, + 205,%,) + ... =0,
takze O, je skutednd jejim bodem inflexnim s tednou (1).

dckardt se domnival, %e je moZno obrétit i dusledek 1 véty 7 alesponl pro-

plochy tfetfho stupné. K tomuto zdvéru doSel mylnym predpokladem, Ze
kvadratickd poléra dvojndsobného bodu Hessidnu kazdé kubické plochy vzhle-
dem k této plose se rozpadé na dvé roviny. My vSak ukdzeme piikladem, Ze.
tomu tak vZdy neni.

Vezméme v tivahu kubickou plochu, kterd mé rovnici

(12) xox, - 2o(225 -+ 62,2, <+ 107,25 -+ 923) -+
+ 2} - 3ulz, + 6xdwy + 93,75 + 62,275 + 6,25 + 157,73 4 225 = 0.
Akoli tato plocha prochéz{ bodem O, a jeji Hessidn prochézi bodem O, do-

konce dvojnésobnd, nenf reguldrni bod O, plochy (12) jejim bodem plandrnim,
ani jeho kvadratickéd polara k plose (12) se nerozpadé na dvé roviny.

%) Jiny diikaz na. zéklad® teorie algebraickych funkei uvéddi [7], str. 383 véta a).
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Abychom prozkoumali hloubé&ji souvislost plandrnich bodi s rozloZitelnost
jejich polar, zobecnéme vétu, kterou vyslovil jiz Eckardt. Tim bude — mezi
jinym — nalezena nutné a zaroven postadujici podminka toho, aby dany regu-
lairni bod libovolné nadplochy byl jejim bodem plandrnim. Dosavadni pod-
minka planidrnosti bodu vyslovend vétou 7'je totiZ jen nutnd, nikoli viak — aZ
na pifpad inflexnich bodt ¢ar v roviné — dostadujici.

Viéta 9. Reguldrnt bod P nadplochy V n-tého stupné je jejim bodem plandrnim.
-aspoti k-tého Fddu prdvé tehdy, kdyZ jeho (n — 1 — k)-td poldra k této nadplose —
to je poldra (k + 1)-ho stupné — obsahuje jako souldst teénow nadrovinu nadplo-
chy VY v jejim bodé P. |

Pozndmka. Tato véta plati ziejm& i pro nulovy ¥ad planarntho bodu,
tj. 1 pro trividlni planarni body, nebot (» — 1)-ni poldra reguldrnfho bodu
k dané nadploSe je tednd nadrovina dané nadploehy v tomto jejim bodé.

Nez piikroéime k dikazu véty 9, dokdZeme tuto pomocnou vétu.

Obsahugje-li p-td poldra libovolného reguldrniho bodw P dané nadplochy V n-tého
Sstupné k téte nadplode jeji tenou nadrovinu v tomto bodé P jako souldst, obsahuji
tuto madrovinu jako souldst viechny q-té poldry bodu P k nadplode V, kdykoli
g = p, pokud existuji.

Dikaz pomocné véty. Necht O, je reguldrni bod P nadplochy V a teéna
nadrovina v ném necht mé rovnieci (1). Obsahuje-li tuto nadrovinu p-t4 poldra
bodu O, k nadplose Y jako soudast, je rovnice této polary
(13) ’ f(xoi Ly, Ty 2ens Bp) = 0.

Avsak rovnice viech g-tych polar bodu O, k nadploée V, kdykoli ¢ = p, pak
jsou — pokud tyto polary existuji —

-
(14) xl‘:—m;_—ﬂ [(@os @1, X, -, Ty) = ‘O ’

0
tak¥e viechny tyto poliry obsahujf tenou nadrovinu (1) jako soudast, jak jsme
<chtéli dokazati.

Dikaz véty 9. Vzhledem k pomocné v&té, kterou jsme pravé dokézali, lze
vétu 9 vyslovit v ekvivalentnim znéni takto: '

Reguldrnt bod P nadplochy V n-tého stupné je jejim bode'm planarmm aspon
k-tého Fddu prdvé tehdy, kdyZ viechny jeho p-té poldry od p =n — k — 1 aZ do
p =n — 1, tedy jeho poldry k dané nadplode vdech stupsi® 1,2, ...,k + 1, obsahuji
jako souédst teénow nadrovinu nadplochy V v jejim bodé P.
V tomto pozménéném znéni vétu 9 nyni dokazeme.
Necht O, je reguldrnim bodem nadplochy V n-tého stupné a necht tednd nad-
rovina nadplochy Vv bodg O, je (1). Potom méa nadplocha rovnici
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(15) x:_lxl + szg-h.fh<x1: Loy e xr) =0.
h=

Bod 0, je plandrnim bodem k-tého ¥idu nadplochy (15) podle véty 1 pravé
tehdy, kdyZ plati

(16) fh(xl’ 3’2,.- . xr) =% ?h—-l(xl: Loy eeey x'r)
pro h = 2,3, ...,k + 1, nikoli v8ak pro h vy3ii.
Rovnice p-té polary bodu O, k nadplose (15) potom je

(n—1 < (n—h!
(17) mxo 1$1+;m%””fh(xnxz,---:xr):()-

Necht nyni nejprve bod O, je planarnim bodem k-tého ¥adu nadplochy (15).
Pron—k—1=p=n—1jen—p =Fk+ 1, takie ve druhém &lenu levé
strany rovnice (17) se vyskytuji jen takovi séitanci, pro néz je » < k + 1. Pro
piisludna f,(z,, z,, ..., z,) vSak podle predpokladu plati vztah (16), takZe rov-
nici (17) lze v tomto piipadé napsat ve tvaru

(18) Ty f::—l—l’(xm L1y Loy - oy 90,) =0 H

coZ znamena, %e vyjadiuje sloZzenou plochu (n — p)-tého stupné, jez obsahuje
jako soudédst rovinu (1).

Dikaz obraceného tvrzeni provedeme pomoci matematické indukce.

Necht vSechny p-té polary od p =n — 1 — k az do p = n — 1 bodu O,
k nadplose (15) obsahuji jako soudast nadrovinu (1). Rovnice (n — 1)-ni
polary bodu O, k nadplofe (15) napsani ve tvaru (17) je
(19) n—1.2z, =0,

takze vyjadiuje pravé nadrovinu (1). Rovnice (n — 2)-hé poléry v obdobném
tvaru je

(20) (n— 1) .2y, + (n — 2) . fo(y, Zgy .y @) = 0.

Tato polara obsahuje jako soudast nadrovinu (1) pravé tehdy, kdyZ plati
fol@ss @y ooy @) = @y [1(®y, gy s B)

to je pravé tehdy, kdyz O, je plandrnim bodem nadplochy (15) asponl prvniho
Fadu.

Predpokladejme, Ze dokazované tvrzeni plati jiz pro ¥dd plandrnfho bodu
k = s, to znamend, %e obsahuji-li v8echny p-té poliry bodu O, k nadplofe
(15)odp=mn — 1 — sazdo p = n — 1 jako souddst nadrovinu (1), je bod O,
plandrni aspon s-tého fadu, takZe potom vztah (16) plati pro 2 = 2,3, ...,
8+ L

A nyni nechf v8echny p-té poladry bodu O, k nadplofe (15) od p=n — 1 —
—(s+1)=n—2—sazdo p=n — 1 obsahuji jako souddst nadrovinu (1).
Potom jednak vztah (16) plati pro A = 2,3, ..., s 4 1, jednak (n-— 2 —s)-t4
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poléra bodu O, k nadplose (15) obsahuje jako souédst nadrovinu (1). Rovnice
této polary viak zni
s+1

— 1! —h
(21) ((n xs Y, —}-z @ _ﬁ 5 ) x’“"‘ fa(®y, 2oy <oy 2,) +

+ (n—s—2)! fs+2(x1’ Ty ooes &y) = 0.

Protoze podle piedpokladu jednak &initele x, obsahuji vSichni sé¢itanci na levé
strané, aZ nejvyse na posledniho, jednak &initele z, lze vytknout z celé levé
strany této rovnice, obsahuje i posledni séitanec levé strany tohoto &initele,
takze plati

(22) fora(@is Tas s @) = Ty foia (g, oy 0y @)
coZ znamend, ze bod O, je opravdu plandrni bod aspon (s + 1)-ho ¥adu nad-
plochy (15).

Omezime-li se na trojrozmérny prostor a na dané nadplose n-tého stupné jen
na plandrni body nejvyssiho mozného fddu, to je fadu (n — 2)-ho, tedy na body
Eckardtovy, dostaneme jako dusledek véty (9) zndmou vétu Eckardtovu:

Dusledek. Reguldrni bod plochy n-tého stupné je jejim bodem Eckardiovym
prdvé tehdy, kdyZ jeho pront poldra k plode se rozpadd tak, Ze jednow jeji souddsti
je veénd rovina plochy v tomto bodé.

Eckardt pouzil tohoto vysledku k uréeni plandrnich bodi jednotlivych ploch
tietiho stupné. DileZitost obecnéjsi véty 9 thvi v tom, Ze ndm dovoluje tasto
pomérné snadnym vypoétem rozhodnout o tom, zda dany regularni bod dané
nadplochy je jejim bodem plandrnim, a v kladném pifpadé urdit i jeho fad.

5

Nejprve pouzijeme véty 9 k odvozeni véty, jejiz nékteré specidlni pfipady
jsou jiZz znamy.

Véta 10. Spojnice dvou plandrnich bodd libovolné kubické nadplochy V ji protne
po tett opét v plandrnim bodé, pokud neleZt celd na kubické nadplode V.

Dikaz. Nelezi-li spojnice dvou plandrnich bodd kubické nadplochy V celd
na této nadploSe, nelez{ ani v jeji teéné nadroving v Zddném z téchto bodi,
takZe tyto plandrni body lze zvolit za vrcholy soufadnicového simplexu O, a O,
a za tedéné nadroviny v nich jednak nadrovinu (1), jednak nadrovinu

(23) xo = 0 .
Rovwnice nadplochy V tietiho stupné pak mé tvar
(24) : ylx(z)xl - yowoxi _'_ Loy fl(xm RS xr) + fa(xza RS x'r) )

kde ¥y, %; jsou prvni dvé soufadnice zbyvajictho prisediku spojnice 0,0, s nad-
PIOChOll V: bodu Y(?/w Y1 0,..., 0)
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Rovnice prvni polary bodu Y k nadplose V pak je

(25) (@Yo + Ze¥) - {21 — T1Yo + [1(Ze, -, )} =0
a rovnice druhé polary
(26) ToY1 — Yo + f1(®@,, ..., %) = 0.

Obsahuje tedy prvnf poléra bodu Y jeho druhou poldru (tedy teénou nadrovinu
v tomto bodé) jako souddst, to znamend, Ze Y je plandrnim bodem dané nad-
plochy (24).

Véta 11. LeZi-lt na pFimce p libovolné t¥ plandrni body nadplochy V &tvrtého
stupné takové, Ze primka p nelet v teéné nadroviné nadplochy V v Zddném z nich,
je zbyjvajict Ctorty priseéik této primky s nadplochou V opét jejim bodem plandrnim.

Dukaz véty 11 lze provést obdobnymi prostiedky jako dikaz véty 10.

A takto lze pokradovati ddle. Av8ak jiZz na plochdch étvrtého stupné existuji
plandrni body vyssich f4da. Uzitim jejich prvnich polér, tedy kubickych polar,
k dané nadplo8e 1ze dokdzat na pifklad vétu:

Véta 12. Protind-li spojnice p dvou plandrnich bodt druhého Fddu nadplochy V
Etortého stupmé tuto nadplochu v dalsim plandrnim bodé o neleZi-li v teéné nad-
roviné nadplochy V v Zddném z nich, jsou vSechny Ctyii prasetiky piimky p s nad-
plochow V jeji plandrnt body druhého ¥ddu, tedy body Eckardtovy.

Pti zkouméni plandrnich bodl vyssich f4da nebo na plochdch vys§ich stupn
se vypodty komplikuji, takZe uréit obecnéj§i vztahy mezi jejich plandrnimi
body lezicimi na téZe pfimce touto metodou by bylo znaéné obtizné. Proto
uZijeme jiného postupu.’) DokdZeme nejdiive obdobné vztahy pro inflexni
body &ar v roviné a pak je zobecnime na planarni body nadploch v r-rozmérném
prostoru.

Pomocnd véta. Necht p inflexnich bods Fddi alespoti ky, ks, ..., k, k¥ivky v
stupné n-tého lett na primce q a necht k = max (ky, ks, ..., k). Potom plati-li
podminka

(27) S k= k(n — 1) — gk — 1),
faul

jsow vdechny priseltky primky q s kftvkow v jejimi inflexnims body fddu alespor
k-tého nebo celd pFimka q le£l na &dre v.

Dtkaz. Oznadme prisedfky kiivky v s pi{mkou q postupné 4,, 4,, ..., 4,,
takZe A, bude inflexnfim bodem k¥ivky v ¥éddu alespon k; pro+ = 1,2, ..., p.
Tetny &iry v v bodech 4; oznalme t;proi =1, 2, ..., n.

S tarou v sloZenou ze viech teden t, t, ..., t, mé kifivka v celkem n2 spoled-

P
nych bodd (poditanych i s ndsobnostmi), z nichZ alespori >'k; 4 2n lezi na
p i=1
ptimce q, tedy nejvyse n? — >'k; — 2n leZf mimo piimku q.
el

.“5)' 'fé;g;-—bostup mi ukézal prof. dr. J. METELKA.
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Vyberme z téchto poslednich n? — 2n — >k, bodd jakychkoli §(n — k + 1) .
i=1

. (n — k — 2) bodi a vedme jimi &aru (n — k — 2)-ho stuBné, kterou oznaéme
u. Je-li nyni v platnosti vztah (27), mé kiivka v s darou v n-tého stupné, slo-
Yenou z $4ry u a piimky q poditané (k - 2)-krat, alespoit

n—k+1).n—k—2) n*43n—2

2 o 2
takovych bodu spoleénych, jez lezi zaroveit na 8ife v. To vSak znamens, Ze
8ra v prochézi v8emi n2 spole nymi body dar v a v, coZ je moZné jen tak, Ze
viechny body 4,, 4,, ..., 4, jsou inflexnimi body f4du k-tého k¥ivky v, neni-li
celd piimka q soudasti 8ary v.

Yéta 13. Necht p plandrnich bods #dda alespot ky, k., ..., k, nadplochy V
stupné n-tého lezi na primce q a necht k = max (ky, ks, ..., k). Plati-li potom
podminka (27), jsou viechny prisebiky primky q s nadplochou V jejimi plandrnims
body Fddu alespoti k-tého nebo primka q leZt v teéné nadroviné nadplochy V sestro-
jené alesponi v jednom jejim spolebném bodé s pFimkou q.

28) k.(n—1)— 3. (k—1) + &

Dukaz. Ka%d4d rovina g prochdzejici pfimkou q protind nadplochu V
v ktivee v, kterd ma ve viech p plandrnich bodech nadplochy inflexni body
tychZ nebo vysSich ¥adu, tedy nejméné k,, k,, ..., k,. O kiivece v jsme viak
v pomocné vété dokdzali, Ze dalii jeji prisediky s p¥imkou q jsou jeji inflexni
body ¥4du nejméné k-tého. To plati pro vSechny roviny o prochazejici
primkou q. Podle véty 6 jsou tedy viechny prisediky piimky q s nadplochou ¥
jeji plandrni body ¥ddu nejméné k-tého, pokud piimka q nelezi v teéné nad-
roviné nadplochy V v Zddném z téchto bodi.

Pozndmka. Jiny dikaz véty 13 by mohl byt proveden na zakladé téZe po-
mocné véty, ale uzitim véty 9 misto véty 6.

Dosadime-li do (27) k=1, p = n — 1, dostaneme:

Disledek 1. Necht n — 1 plandrnich bod@ nadplochy V n-tého stupné lett na
pfimee q, jeZ neni incidenini s teénow nadrovinou nadplochy V v Zddném z téchto
bodi,.. Potom i zbyvajict n-ty priselik nadplochy V s pfimkow q je plandrné
bod nadplochy V.

A dosadime-li dale do (27) £ = n» — 2, dostaneme:

Diusledek 2. Necht p plandrnich bodi #ddi alespoti ks, k,, . .., k, nadplochy V
n-tého stupné le£t na primee q a necht

. .
(29) SkzZdn+1).(n—2).

i=1
Potom vsechny body nadplochy V leZici na piimce q jsou jeji plandrni body
(n — 2)-ho Fddu, tedy jejs body Eckardtovy, nebo primka q le£i v teéné nadroviné
nadplochy V aspori v jednom z jejich spoleénych bode s touto primkou q.
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Dalii aplikace vét, které jsme dokézali, se tyka nalezeni a urdeni ¥4du viech
planarnich bodf na dané plose nebo nadplose.

Podle véty 7 1ze nejprve urdit viechny body dané plochy nebo nadplochy,
které mohou byt jejimi body plandrnimi asponi prvniho fddu. Jsou to viechny
ty jeji reguldrni body, které jsou zaroven body jejiho Hessidnu v potiebné na-
sobnosti, tedy (r — 1)-ndsobné, jde-li o nadplochu v r-rozmérném prostoru.

Nalezenim viech takovych bodt neni oviem né§ tkol je§té ukonden. Zbyva
rozhodnout, které z nalezenych bodl jsou skuteéné plandrni (aspori prvniho
F4du), a v kladném pifpadé uréit jejich ¥4d. Pokud tato jejich vlastnost nenf
patrné na prvni pohled z jejich soufadnic a z tvaru rovnice plochy nebo nad-
plochy, 1ze ji snadno uréit na zdkladé véty 9 o rozloZitelnosti polar plandrniho
bodu. o

Cel4 tato druhd ddst zkouméni oviem odpad4, jedn4-li se o inflexni body &ar
v roving, jak je patrné z véty 8, pokud ndm oviem nezalezi na jejich ¥adu.

Priklad 1. Uréime viechny planarni body dané kubické plochy, tak zvané
ekvianharmonické, jejiz rovnici lze uZitim vhodné soustavy soutadnic dét tvar

(30) , @y + @]+ ah+ 23 =0.

Jeji Hessidn mé rovnici
(31) ' Lo, 20y = 0,
coZ znamend, Ze ve viech dvojndsobnych bodech jejiho Hessidnu jsou dvé ze
soutadnic z,, %, ¥,, &3 rovny nule, takZe tyto body lezi na oséch soutadnicového
simplexu.

Vyberme si jednu z téchto os, na p¥{klad spojnici bodd O,, O,. Libovolny
bod Y, ktery na ni lezi, ma soutadnice Y (¥, %1, 0, 0), a leZi-li zdroven na plose
(30), plati o nich
(32) Yo+yi=0.

Rovnice (32), jak je zfejmé, mé celkem t¥i FeSeni, kterd majf rizny geometricky
vyznam, totiz

B3) lLy,=19y,=—1; 2.90=1, 9y, =263 3. y,=1,9 =¢,

kde &; znadéi libovolnou Sestou primitivni odmocninu z jednotky; podobné
inadéle ¢; bude znadit libovolnou k-tou primitivni odmoeninu z jednotky.

Zbyvé rozhodnout, které z nalezenych bodd Y,(1, —1,0, 0), Y (1, &, 0, 0),
Y4(1, &, 0, 0) jsou skuteéné plandrnimi body dané ekvianharmonické kubické
plochy (30) (prvntho ¥4du). Prvni poldra bodu ¥ (Yo, %1, 0, 0) k plose (30) mé
rovnici ,

(34) Yoo + Y121 = 0,
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jeho druhd poldra k téZe ploSe rovnici

(35) Yo, + ¥z, = 0.

Pro bod Y, plati ‘

(36) xh — 23 = (T + 2y) . (X — 7y) ,

a pro body Y, a Y,

(37) o + &1 = (% + &%) - (T — &),
(38) Ty + eo@] = (¥, + 5%, . (@ — 32,) .

Rovwnice (36), (37) a (38) vSak znamenaji, Ze kvadratické poléry bodd ¥,, ¥,
i Y, obsahuji jejich linesrni polary jako soussst, tedy %e body Y, ¥,, ¥, jsou
plandrnimi body ekvianharmonické kubické plochy (30).

Ostatni plandrni body dané plochy (30) lezi na ostatnich osich 0,0, sou-
fadnicové soustavy, a to tak, %e na ka#dé lezi t¥i: jeden redlny a dva imagindrni.
Celkem mé tedy plocha (30) 3 . (:) = 18 planarnich bodd, z nichz vSak jen 6 je

realnych. Jsou to vesmés jeji body Eckardtovy, a to:

Y,(1, —1,0,0), Y,(1,0,0, —1), Y,5(0, 1,0, —1),
Y,(1, &, 0, 0), Y4(1,0,0, &) , Y,4(0, 1,0, &) ,
(39) Y41, €, 0,0), Y,(1,0,0, &), Y,5(0,1,0,¢),
Y4(1,0,—1,0), Y.(0,1, —1,0), Y,4(0,0,1, —1),
Y4(1,0, &, 0) Y,.(0, 1, &, 0), Y,4(0,0,1, &),
Y4(1,0, ¢, 0), Y1500, 1, ¢, 0), Y,5(0,0,1,¢}) .

Viechny tyto body nalezl ji% Eckards.
Piiklad 2. Uréime viechny planarni body dané plochy étvrtého stupné

(40)

4 4 4 4
Zo+ & + ¥+ 23 =0,

jejiZ viechny body, jak je patrno z jeji rovnice, jsou imagindrni.

Jeji Hessian je
(41)

2
roxixea: = 0,

takZe jeho dvojnasobné body vypliuji viechny &ty#i roviny soufadnicové

(42) =0,

x1=03

z, =0,

23 =0.

Uvidime viak, Ze mimo jejich prisednice, osy soustavy soufadnicové, nelezi

#4dny plandrni bod dané plochy (40). Kdyby totiZz existoval takovy bod na
piiklad na prvni roviné ze soustavy (42), na piiklad Y (0, ¥y, ¥,, ¥3s) mimo osy
soufadnic, takZe by bylo

(43) Y1Ysys 0,
byla by jeho druhd (kvadraticka) polara k ploSe (40)
(44) 121 + ¥a7s + Y5z = 0
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a jeho tieti (linedrni) poléra k ploSe (40)
(45) Y3, + yar, + Yoz, = 0
a muselo by platit
(46)  yixl + yiwl + vaws = (¥imy + ¥ixs + ¥i%s) . (az, + ba, + cx)
tedy &isla a, b, ¢ by musela byt FeSenim rovnic
ai=yi, bi=vi, o =yi;
ay; +bi=0, ays +ai=0, bys+ef=0.
Podle prvnich t¥#f z nich by v8ak muselo platit
1 1

(48) a:i, b=——’ c:——’
Y Y Ys
coz dosazeno na piiklad do étvrté rovnice ze soustavy (47) by dalo
Y Y. Y19
Ale to neni mozné, nebot pro bod Y (0, y;, ¥s, ¥s) plochy (40) znamend pod-
minka (49) y; = 0, coZ odporuje piedpokladu (43).

Lze tedy plandrni body plochy (40) hledat opét jen na osich soustavy sou-
Fadnic.

Provedenim dvah a vypoéti analogickych tém, jeZ byly provedeny v pii-
kladu 1, zjistime, Ze plocha (40) mé na kaZdé ose soustavy soufadnic Styii

(47)

(49)

plandrni body (oviem vesmés imaginarni), celkem tedy 4. (;) = 24 planar-

nich bodu, z nichZ na p¥iklad na ose 0,0, jsou:
Pl(la 883 O) 0) ) P2(1, 82) O: O) ’ Pa(la Eg’ 0> 0) b P4(1’ 8;» 0: 0) .

Pomoci rozkladu prvnich (kubickych) polar dokonce zjistime, Ze vSechny
nalezené 24 plandrni body plochy (40) jsou jejimi plandrnimi body druhého
(tedy nejvyssiho mozného) ¥ddu. Jsou to tedy Eckardtovy body dané plochy
(40).

Ptiklad 3. Urdime konedné planarni body ekvianharmonické kubické nad-
plochy ve &étyfrozmérném prostoru o rovnici

(50) ¥ + @t + 23 + a5+ 2 = 0.
Jeji Hessidn je
(51) Lo, X%sTy = 0 .

Trojnasobné body Hessidnu leZi jen na osich soutadnicového simplexu. Z nich
body dané nadplochy (50) leZici na p¥iklad na ose 0,0, jsou P,(1, —1, 0, 0, 0),
Py(1, &, 0, 0, 0), Py(1, &3, 0,0, 0). Viechny jsou, jak se snadno zjisti, planirni

body dané nadplochy (50). Celkem mé tedy tato nadplocha 3. (g) = 30 pla-

ndrnich bodt, vesmés Eckardtovych, z nichZ viak jen 10 je redlnych.
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Pojem plandrniho bodu Ize rizné zobecnit. Omezme se pfitom na s-nisobné
body uniplandrni a zavedme tento pojem:

Definice 5. Je-li nadplocha V protata teénou nadrovinow ve svém s-ndsobném
uniplandrnim bodé P ve varieté U tak, Ze P je (s + k -+ 1)-ndsobnym bodem
variety U, nazgvd se bod P s-ndsobnym hyperplandrnim bodem nadplochy V
k-tého Fddu.

M4-li te¢nd nadrovina variety YV v jejim s-ndsobném hyperplandrnim bodé
k-tého ¥adu O, rovnici (1), 1ze rovnici variety Y uvést na tvar

s+k n
(52) 271 + 2 x xl fh-—l(xb Loy« x'r) + Z xo_h fh(xla Ly - ooy xr) =0.
h=s+1 h=s+k+1l

Né&které vlastnosti hyperplandrnich bodu takto definovanych (pfidemz se
opét omezujeme aZ na vyjimedné piipady na takové hyperplandrni body,
jejichz ¥ad je aspon 1) jsou zcela obdobné vlastnostem bodi plandrnich. Jsou
to na piiklad vlastnosti vyjédiené vétami 2, 3, 4, 5 a 6, jejichZ zobecn&ni na
body hyperplandrni je snadné a nebudeme se jim tedy zabyvat.

Pongkud méné ziejmé je zobecnéni vét 7.a 9 na body hyperplanarni.

Zobecnénim véty 7 dostaneme vysledek sice negativni, ale znadné prekva-
pujiei:

Véta 14. Je-li s-ndsobnyj uniplandrni bod dané nadplochy V (s = 2) jejim bodem
hyperplandrnim, nemust v ném mit jeji Hessidn bod vy$st ndsobnosti neZ v obylej-
ném s-ndsobném bodé nadplochy V.

Naproti tomu k vété 9 existuje pro hyperplanirni body véta, znadéng ana-
logické.

Véta 15. s-ndsobny umplam,arni bod P dané nadplochy V je jejim bodem hyper-
plandrnim k-tého Fddu prdvé tehdy, kdys jeho (n — s — k)-td poldra obsahuje
teénow nadrovinu v bodé P jako souldst.

Dikazy vét 14 a 15 vynechdme, protoZe jsou zcela obdobné diukazim
vét 7 a 9.
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Pe3some
IIJJAHAPHBIE U TUIIEPIITAHAPHLBIE TOUYKHU
KAPEJI IIUHIEJAPKE (Karel Sindelat), fKummua

B mawame crarsm mOHATHe NJIAHAPHOM TOYKM PACIIEPeHO TAK, 4TO BCAKAS
TOYKA 00JacTH PEryIsApPHOCTE JII000H r'IIepHoBepXHOCTH B 7-MEPHOM I POEKTHB-
HOM IPOCTPAHCTBE HA3KIBAETCA HJIAHAPHOW TOUKON k-TOo mOpANKA, eciIu B Hel
COBMECTHO® MHOrooGpasmé TIWNEepPIOBEPXHOCTH M e KacaTelbHOH ruiiep-
nnockoctu umeer TouRy (k + 2)-wparmyo. Ilopagor k = 0 m3 sroro oGHIKHO-
BEHHO MCKII0Yaercs. JT0 3HAYAT, YTO HOHATHE NIAHAPHOM TOYKM KPUBOH HA
MIIOCKOCTH COBHANAeT ¢ HNOHATHEM TOYKE mepermba [HajKe OTHOCHTENBHO ee
nopanka. Crmepsa JOKa3EBaeTcsd, UTO BCAKAA THIEPIIIOCKOCTB, TPOXORANad
depe3 IJTaHADHYI TOYRY A-ro HOpPAAKA 3aJaBHOH TIMIEPIIOCKOCTH — 3a
ECKIIIOUEHEEM KACATeNbHOH IMIEePIIOCKOCTH — IepecexaeT T'HIePIOBepX-
HOCTH B Mﬁorooﬁpasmzr, B KOTODOM 3Ta TOYKAa SBIACTCA TaK;Ke NIaHAPHOR
TOUKO N0 KpaiiHed Mepe k-ro mopapka. [lockompKy cymecTBYIOT rImmep-
OII0CKOCTY, HepeceKalomue I'EIEePIOBEPXHOCTE B MHOr000pasmaAX, Y KOTOPHX
NOPAJOK HJIAHAPHOCTE 3TOH TOUKEW BHICIOIWH, TO TaKWe T'EIePIIIOCKOCTH ofpa-
3YIOT OIYYKU TUIEPIIOCKOCTeH, a MMeHHO He onbme £ -+ 2 mMyYKOB, Y KOTOPHIX
OCE — TO ecTh (r — 2)-MepHbBIe NWHeHHEEe NPOCTPaHCTBA — HAXOIATCA B Kaca-
TeJIBHOH IEOepINIOCKOCTH HAaHROH I'MIEePIOBEPXHOCTHE B ee MIAHAPHOM TOYKE.

Hamee, oxassBaercs, 9ro AJIA TOTO, YTOGH 3afaHHAS TOUKA 06IacTé pery-
JIAPHOCTH THOePIOBEPXHOCTH ’

f(x(h L1y Loy ooy xr) =0
B 7-MeDHOM HpOCTpaHCTBe OBUIA ee NJIaHAPHOM TOYKOM IO KpaiHed Mepe

IepBOro HOpAfKa, Heobxommmo, 4TOGH OHa OHIa IO KpadHe# mepe (r —1)-
KpAaTHO#! TOYKOM ee reccusHa:

2f (g, Xy, Ty - ey L) 2f(xy, Xy, Zgy - -y Zy) 2f(xg, Z1, Zgy - - -y Zy)
o2 0xy 02, 0%, 0,
azf(xm xlv xz: ct x'r) azf(x(h xh xz» ] x'r) 32f(220, xla 22, ey xr)
0%y 0%, Ox? oz, 0z, —0.
[
32(%1 xl? xz» ctty xr) azf(xﬂﬁ xl: xz, ey Z‘,.) 82f(.'20, xl: x21 ] x'r)
0%y 0, oy 0x, T Ox?

Opmaxo 310 ycnoBue HEOCTATOYHO 3a MCKIIOUEHHEM TOYCK Mepermta INOCKEX
KpPUBHIX.

C. mpyroi cropoHH, ANA TOro 4YrofH 3ajaHHAs TOYKA TANEPIIIOCKOCTH
ABNANACH ee IVIAHAPHOA TOYKOM k-ro mopsjKa, HeOGXOQEUMO W JNOCTATOYHO,
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uT068! e (n — 1 — k)-rag moisapa K 3aJaHHOM TAIePINOCKOCTH paclajajach
Ha 9acTd, B TOM YHCJIe Ha KaCaTeJIbHYIO THIEPNJIOCKOCTh 3aJaHHOH Immep-
‘TOBEPXHOCTH B 9TOH MIAHAPHOM TOUKe.

IIpsg moMomu 5THX HEOGXOMMMBIX ¥ MOCTATOYHHIX YCIOBUE WHCCIELYIOTCS
cHAYalla OJAaHADHEE TOYKM JaHHOH TUIEepPINIOCKOCTH, JIeKallme Ha NPAMORA
JIZHWY, B 0COGEHHOCTH OTHOCHTEIBHO UX MOPAAKA, 6ONLINEH YacThi0 Ha OCHO-
BAaHME aHAJIOTWYHEIX Pe3yJIBTATOB O TOYKAX Iepernta KPABHX HA MIOCKOCTH.

ManbEefimaM DpEMeHeHMeM NOKA3aHHBIX TEOpPeM ABJIAETCA IIOJIHOe OIpe-
JleleHne BceX IJIaHADHEIX TOYeK 3aJaHHOH HOBEPXHOCTH MM THIEPIOBEPX-
HoCTH; cm0c00 HaXO:KIeHMA MOKA3aH Ha IpPHEMepe SKBHAHIADMOHMYECKOH Ky-
6uvecKkodl MOBEPXHOCTH, Najlee Ha aHAJIOTMYHOK IOBEPXHOCTH YeTBEPTOH cre-
HOeHW ¥, HaKOHell, Ha SKBHAHTapMOHHYECKOM KYOHMYeCKOH rHMImeproBepXHOCTH
B YeTHPeXMepPHOM IPOCTPAHCTBE.

B zakmioueHne NOHATHe IJIAHAPHOH TOYKM PAacHPOCTPAaHEHO HA TAK HA3H-
BaeMble THIePIVIaHapHBIE TOUKH. OTH TOYKHM ONpeNielleHs KaK MHOTOKpATHEIE
YEHOJIaBADHBE TOYKM THWIEPIOBEPXHOCTH B 7-MEDHOM IPOEKTHBHOM IpPO-
CTPAHCTBE, 8 MMEHHO TaKWe, YTO KacaTesbHAaA I'HIEPIIOCKOCTh B 3THX TOUKAX
nepeceKaeT JaHHYIO I'MOEPIOBEPXHOCTH B MHOT0O6Da3uM, B KOTOPOM KPaTHOCTh
JAHHOR TOYKE BHIIe, 9eM B ofmeM caydae. OKasEBaeTCsA, YTO HEKOTOPHIE CBOM-
CTBA OmpeJeleHHBIX TAKEM 06PasOoM IWOepIIaHAPHBEIX TOYEK COBIANAIOT, &
HEKOTODEIe OTIMIAIOTCA OT AHAJOTWIHBIX CBOMCTB MJIAHAPHHEIX TOYEK.

Résumé
LES POINTS PLANAIRES ET HYPERPLANAIRES
Karer Sinperdk, Zilina

La notion de point planaire est généralisée de fagon que chaque point régulier
d’une hypersurface dans ’espace projectif & r dimensions est son point planaire
d’ordre k, quand la variété commune de I’hypersurface et de son hyperplan
tangent en ce point comprend le point tangent & multiplicité k£ + 2. D’ordi-
naire, I'ordre & = 0 est exclu. Mais cette définition entraine que dans le plan
la notion de point planaire coincide avec celle de point d’inflexion méme en ce
qui concerne son ordre.

On démontre d’abord que chaque hyperplan passant par un point planaire
d’ordre k d’une hypersurface — & I’exception de ’hyperplan tangent en ce point
planaire — coupe I’hypersurface dans une variété pour laquelle ce point est pla-
naire d’ordre k¥ au moins. Quand il y a encore des hyperplans coupant ’hyper-
surface dans les variétés sur lesquelles I’ordre de ce point s’éléve, ces hyperplans
remplissent des faisceaux d’hyperplans, au plus k 4- 2 faisceaux, dont les axes
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— ce sont des espaces linéaires & » — 2 dimensions — sont situés dans I’hyper-
plan tangent & I’hypersurface originale en son point planaire.

Ci-aprés, on démontre que la condition nécessaire pour qu'un point régulier
d’une hypersurface dans ’espace & r dimensions soit son point planaire d’ordre
un au moins est qu’il soit le point de son hessienne de multiplicité r — 1 au
moins. Mais cette condition n’est pas suffisante, & 1’exception des points
d’inflexion de courbes dans le plan.

Au contraire, la condition nécessaire et suffisante & la fois pour qu’un point
d’une hypersurface soit son point planaire d’ordre k est que sa (n — 1 — k)¢
polaire se décompose en hyperplan tangent de ’hypersurface en ce point pla-
naire.

Tenant compte de ces conditions nécessaires et suffisantes, on examine tous
les points planaires d’une hypersurface situés dans une ligne droite, spéciale-
ment en ce qui concerne leur ordre, en utilisant pour la plupart les rapports
analogues des points d’inflexion des courbes.

L’application suivante de ces théorémes, ¢’est la détermination compléte des
points planaires d’une surface ou d’une hypersurface. Ce procédé est démontré
pour le cas de la surface cubique équianharmonique, d’une surface analogue
d’ordre 4 et de I’hypersurface équianharmonique cubique dans l'espace &
4 dimensions.

Pour conclure, la notion de point planaire est généralisée de nouveau aux
points hyperplanaires. Selon la définition ce sont les points uniplanaires de
multiplicité supérieure & un d’une hypersurface dans I’espace projectif & r di-
mensions tels que I’hyperplan tangent en ces points coupe I'hypersurface dans
une variété dans laquelle la multiplicité d’un tel point est plus élevée que dans
le cas général.

On démontre que les points hyperplanaires ainsi déterminés ont les propriétés
tantdét analogues tantot différentes des propriétés des points planaires.
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