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Casopis pro p&stovani matematiky, roé. 86 (1961), Praha

O JEDNEJ CHINCINOVEJ VETE

TiBor SALAT, Bratislava
(Doslo dne 12. srpna 1959)

A. CHINCIN dokdzal r. 1924 zaujimavu vetu (pozri [1]), tykajicu sa tzv. spo-
&etnych (transfinitnych) pravdepodobnosti. Tato veta mala hlboké aplikacie
v aritmetike kontinua. V tomto &ldnku ukdZeme jej pouZitie na §tidium roz-
delenia znamienok v istom type absolutne konvergentnych radov a zostrime
tym vysledok préce [2].

Nech i a, (1) zna&i v celom tomto &lanku rad s kladnymi &lenmi, nech (1) konver-
guje a ézlsﬁéet A (teda A > 0). Nech
a, > R, =k§ a4, (m=1,2,3..).
Oznaéme znakom W mnoZinu v§;t1k)'fch tych x, ktoré mozno vyjadrit vo tvare

xX=Y¢a, =1 abo —1 (n=12..).

n=1
Potom W je perfektna mnoZina a pre jej Lebesgueovu mieru || plati
|W]| = lim 2"*'R, .

V praci [2] je dokazan4 nasledujiica veta o rozdeleni znamienok v radoch )’ &,a,,
g, =1lalebo —1(n=1,2,..). et

Nech |W| > 0. Nech f(n, x) znai pocet &isel 1 v konecnej postupnosti €1 €25 €35 -+ €

(pritom x =Y ¢,a,), potom pre skoro vsetky x€ W (v zmysle Lebesgueovej miery) plati
1

n

Sfln, x) — =

) -

lim suyp -4——1 < 1.
n=oo \/nloglogn

V tomto ¢lanku ukazZeme, Ze pre skoro vSetky x € W je dokonca

n
f(n9x) - —'
. 2 1
limsup ——— = — .,

n—+© \/n log log n \/2
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Napred popiSeme Struktiru mnoZiny W. Vynechanim intervalu A4} = (—a; + Ry,
a, — Rl) z intervalu {(— 4, 4> dostaneme mnoZinu J; pozostavajicu z dvoch inter-
valov.

l}= <—A9_'a1+R1>: i%=<a1—R1:A>y
ka?dy z nich m4 dlZku 2R,. Vynechanim intervalu
A;=(—a1—a2+R2,_‘a1+a2—R2)

z intervalu i} dostaneme dva intervaly i}, i2 patriace k J, a to:
i§=(—A,—a1-—a2+R2>, i§=<—a1+a2—-R2,—a1+R1>.
Podobne vynechanim intervalu 42 = (a; — a, + Ry, a5 + a, — Ry) 2 intervalu i?

dostaneme dva intervaly i3, i3 mnoZiny J,, _
i3 =<a; — Ry, a; —a, + Ry, i5=14a;+a,— Ry, A .

Teda J, pozostdva zo 3tyroch intervalov i5 (k = 1,2, 3,4). Ka?dy z intervalov i}
(k = 1,2,3,4) ma dlzku 2R,. Interval 4] nazyvame styénym intervalom (mnoZiny
W) prvého poradia, 45 (k = 1, 2) nazyvame styénymi intervalmi druhého poradia.

V konstrukcii mozno pokracovat dalej. Nech-sme uZ zostrojili mnozinu J,, pozosta-
vajiicu z 2" intervalov iy (m = 1, 2, ..., 2"), kaZdy z nich m4 dIzku 2R,. Teda

1

Iy =X—4,—a; —a;,— ... —a, + R,
i:=<—al_—a2_"'— n—1+an_-Rm_al-"‘-_an—1+an+Rn>,
iy =<ga, +...+¢a,— R,¢0a, +...+¢ea,+ R,

(¢, = 1alebo —lprek =1,2,...,n).
Pre kaZdy interval i’ je charakteristické, Ze vSetky &isla x € W, ktoré patria do i,
maju vo svojich rozvojoch x = iekak na prvych »n miestach tie isté faktory ¢, ako Tavy
1
(a tiez pravy) koncovy bod intervalu . Struéne hovorime, Ze interval
iy =<ega; + ... + ga,— R, gya; + ... + ga, + R)
patri k postupnosti g4, &,, ..., €, a naopak.

AkpiSeme Ay = (e, + ... + 6,8, — Gpiy + Ryyy, 8,41 + oo + 8,0, + Qpyy—
— R,+1), 1 £ m £ 2" a vynechdme pri danom n z kaZdého intervalu i;’ interval
47, dostaneme 2"* ! intervalov iy, , tvoriacich mnoZinu J,+ -

[=e]
. . « ’ . s . .2 ."
Pritom je W = () J, a pre struénost oznadujeme znakom J, mnoZinu {i,, i,, ..., i2 }
n=1
n

ako aj mnoZinu U i, (nemdZe déjst k nedorozumeniu).

m=1 .
Pri pevnom 7 je teda { — 4, A) zjednotenim 2" intervalov mnoZiny J, a sty¢nych
intervalov 4;, 1 Sk <n, 1 S 1< 2¥°1
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PoloZzme X, = {—1, 1} (n = 1, 2, 3, ...) 2 na mno¥ine vietkych podmnoZin mnoZ-
ny X, definujme mieru p, tak, aby

=D =m{1) =3 =123.).
Utvorme nekoneény kartézsky sti¢in X mnoZin X,
X=X, XX, X ... X X, X ...
a nech p znadi (nekonedny) sudin mier p,,
Bo=Hg X Py X oo X fly X ey

u je, ako je zname (pozri [3], str. 332—339) miera definované na istom ¢-aditivnom
telese S podmnoZin mnoZiny X. Nech y’ znai zliplnenie miery y, ¢’ je teda viplni
miera definovand na istom g-aditivnom telese S’ > S podmnoZin mnoZiny X.

Z definicie p a p’ ihned vyplyva (pozri [3], str. 332—339 a [4]), Ze ' spliiuje vietky
axiomy spocetnej pravdepodobnosti.

OznaCme pfit > 0

v(n,n) — z

N, = E| n;ne X, lim sup edl—1,14+1t1,

n—oo

n
—loglogn
2gg

kde v(n, 1) zna&i podet &isel 1 v postupnosti (konednej) 74, 2, .- %, (1 = {M}ie1)-
Podla Chinginovej vety je u'(N;) > 1 — 7. Napred uvedieme niekolko pomocnych
viet.

Lemma 1. Nech ne X. Potom p({n}) = 0.

Dokaz. 1 = (11,12 ---s Ny ---)> Kde m,€ X, (n = 1,2, 3,...). PoloZme pre kazdé
n=12...

F,={n} x {na} x ... x {n,} x X,

kde X" = X,,; X X,,, % ... Potom {F,},%, je klesajuca postupnost u-meratelnych
o0

mnoZin v X (pozri [3], str. 334) a {n} = () F,, preto
n=1
. .1
u({n}) = lim y(F,) = lim 5= 0.
Poznamka. Podla predoslej vety je tieZ u'({n}) = 0 pre kazdén e X.
V dalSom definujeme zobrazenie T mnoZiny X na mnoZinu W takto: Pre né X,

)
n= (7119 7129 ’73’ ceey 1']", ---) klademe T(?’[) = glnnan'

Dolezita tilohu v ddkaze vysledku tejto prdce bude mat nasledujiica pomocna
veta:
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Lemma 2. Nech |W| = 1. Nech M = W, M meratelnd (L) Potom mnofina
T_,(M) = E T(n)eM

Jje W-meratelnd v X a plati f/(T_(M)) = |M|.

D dkaz. Dékaz uskutoénime vo viacerych krokoch. Napred zavedieme pre strud-
nost toto oznadenie: Ak K« (— 4, 4), potom K*¥ = K n W.

a) Nech M = i¥" (i¥" = (i%)*), nech i} patri k postupnosti g, &, ..., &, potom
zrejme

T_,(i%) = {e;} x {&} x ... x {&,} x X
a p(T-,() = = (pozn [3], str. 338) a tieZ, ako Iahko videt, |ix| = -2— teda

tvrdenie lemmy v tomto pripade plati.
b) Nech M = J*, kde J je nejaky interval, J = {— A4, 4).

MoéZeme u¥ zrejme predpokladat, Ze oba koncové body intervalu J st z W. Dalej
vzhladom na lemmu 1 méZeme predpokladat, Ze Tavy (pravy) koncovy bod intervalu J
nie je favym (pravym) koncovym bodom nejakého styéného intervalu mnoZiny Wa Ze J
je otvoreny interval. Lahko moZno nahliadnut, Ze ~pre taky interval je uZ J* spoetnym
zjednotenim mnoZin #X", teda

JE= U if a T_,(7%= U T-,(.

ipk*CJ* ik cJ*

KaZdy zo s&jtancov vpravo patri podla a) do S, teda aj cel4 prava strana je u’-mera-
telnd mnoZina v X a podla a)

(T () = Y p(T-4G) = % lim| =17
ik*cJ* i E*CJT*

Teda aj v tomto pripade plati tvrdenie lemmy.

c¢) Nech F = W, nech F je uzavreta (na priamke) mnoZina. PoloZme J = {Min F,
Max F), potom F = JaJ — Fje otvorena mnoZina na priamke, pretoJ — F = UJ,,
n

vpravo mame zjednotenie dizjunktného spodetného systému otvorenych intervalov.
J. = {— A, A). Dalej je zrejmé, Ze

Wl —F)=J*~F=UJ .
Potom podla b) plati '
T_,(J* — F) = UT_,(/,)e s’
a taktieZ podIa b) je '
KTAI* = F) = SH(T-) = S = 1% = F1.
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Dalej z F = J* — (J* — F) dostavame T_,(F) = T_,(J*¥) — T_,(J* — F), pravd
strana (a teda aj Iava strana) patri podla b) a podla predoslého do S’ a
W(T-o(F)) = w(T-s(7%) = p/(T-,(J* = F)) = |J*| = J* = F| = |F|.
d) Nech M je meratelnd (L), M = w.

Predovietkym poloZime J = { — 4, 4>, potom M < J.Z teorie Lebesguoevej miery
je zname, Ze existuje postupnost navzajom dizjunktnych mnoZin N, F,, F,, ..., F,, ...,
tak, e M =NU F;, U F,U ...V F,u .., F; (i =1,2,...) st uzavreté mnoZiny a
IN| = 0; podobne existuje postupnost navzijom dizjunktnych mnoZn Q, Fy, Fs, ...,
F, .., tak,%eJ* — M =QuU F{u F,u ...U F,u ..., Fi(i = 1,2,...) s uzavre-
té mnoZiny a |Q] = 0.

Zrejme
Q) T_ (M) = T_{(N) U T_y(F)) U ... U T_y(F)U ...,

T_(J*—=M)=T_,(Q)V T_y(F))v ...u T_y(F)u ...

Polozme Z = { (F, U F,), potom podTa c) je
© n=1 ’

T_4(2) =n§ I(T_I(F,,)."u T_(F))e s’
© W(T-A(2) = T (T + (T A(F)] =
_ =§1(IF,.I +IR) = M| + 1J* — M| = |J*| = §/(T_, J*)),
akedze J*=Z U (NU Q), je

@ T_(J%) = T_{(2) v T_4(N U 0),

a tak podla predoslého a podla c) je T_;(N v Q)e S’ a podla (3), (4) je p'(T- (N v
U Q)) = 0. Vzhladom na dplnost miery p’ je teda p/(T-,(N)) = p(T-4(Q)) = 0.
Z toho a z (2) dostdvame tvrdenie lemmy okamZite.

Pristiupime k dokazu vety, zostrujicej vysledok prace [2]. Dokaz bude uZ lahkym
ddsledkom pomocnych viet.

0

Veta. Nech Y a, < + ©, a, > 0,

n=1
0
a,>R, =Y a, (n=1,23..).
k=1
Oznacéme znakom W mnoZinu vietkjch tych x, ktoré mozno vyjadrit vo tvare
[+e]
X=Y 6a,, =1 alebo — 1 (n=1,23,..).
n=1
Predpokladajme, Ze |W| > 0 (] W | znaéi Lebesgueovu mieru mnoZiny W).
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Oznacme znakom f(n, x) pocet &isel 1 v (konecnej) postupnosti
E1s B2y ees &y (X = lena,,) .
=

Tvrdenie. Pre skoro vietky xe W (v zmysle Lebesgueovej miery) plati

(9 -2

. 1
lim sup =—
o /nloglogn /2

Poznamka. Podla uvedenej vety plati pre skoro vietky x € W tento rozdelovaci

Sf(n, x) = g + Q(/nlog log n)

(4’(") = Q(¢("))> ‘P(n) > 0 znadi, Ze
hmsup|¢( )I =c¢, O<cec< + oo).

e y)

D o6kaz vety MoZeme uz predpokladat, Ze |W| = 1, v opaénom pripade by sme

zdkon pre znamienka:

Gy
reSli k radu
p n=1 |W|

ZvoIme klesajicu postupnost kladnych &isel {7,}7, 7, = 0. PoloZme

v(n, 1) — g

G<1“Tk’l+'rk>

n— o0

n > kde N, =E|nneX, lim sup
=1 " loglogn
2

Zl'eime
v(n r,) _——
2

N = E| n;ne X, lim sup =1

n—- oo

n
~-loglogn
2gg

a podla Chinginovej vety
W(N) =limp(N,) 2 lim (1 —5) =1,
k= k= o0

tedy p'(N) = 1. Ak teraz klademe

r n
Sf(n, x) — El
M=E|x;xeW,limsuplm————— ' =1
e nloglogn ’
2
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potom zrejme N = T_,(M) a podla lemmy 2 je
|M| = p(T-4(M)) = w'(N) = 1.
Tym je dokaz vety skonéeny.
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Pe3romMe

OB OJHOM TEOPEME XWHUMHA
THUBOP INAJIAT (Tibor Sal4t), Bpatucnasa

PesymsTaToM Hacrosimeit paboTHI sABIsSETCS CiIeIyrollasi TeopeMa, NoKa3aTelb-
CTBO KOTOPO# OCHOBEIBaeTCA Ha OJHOM pe3yibTaTe A. Xwmamaa (cm. [1]):

0 0
Teopema. Ilyemp Y a, < + 0, a, > 0,a, > R, =Y @y (0 =1,2,3,..).
= x=1

n=1
Obosuauum uepes W MHOMICECMBO 8Cex meX X, KOMOpbie OONYCKAM npedcmasieHue

8uda

0
x=Y¢6a,, ¢e=1 uwm -1 (n=123..).

n=1
Honycmum, umo |W| > 0 (| W| obosnauaem mepy Jlebeza muoxncecmea W).

Ob6o3nauum yepes f(n, x) xoauuecmeo uucen 1 6 (KomeuHoili) nocaedosamenvHocmu
o0
15 825 oo &y (X =D, £,4,) -
n=1

Ymeepaucoenue: Houmu Oaa ecex x €W (8 cmvicae mepvr Jlebeza) umeem
Mecmo

. n
f(n:x) ——5

, 1
Imsuyp —— = —
n \/n loglogn ﬁ
OTa TeopeMa INpeACTaBIseT YCHJICHHE ONHOIO H3 OoJlee paHHHX pe3yJbTaTOB
asTopa (cM. [2]).
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Zusammenfassung

UBER EINEN SATZ VON A. CHINCIN

Tior SALAT, Bratislava

Das Ergebnis dieser Arbeit ist folgender Satz, dessen Beweis auf einem Ergebnis
von A. CHINCIN beruht (siche [1])

0

Satz. Es sei Y. a, < + o0, a, > 0,

n=1

a,>R, =Y a,, (n=123..).
k=1

Es bedeute W die Menge aller derjenigen x, welche die Form

@
X= )88, &=1 odr —1 (n=12,...)

n=1

haben.

Setzen wir voraus, dass |W| > 0 ist (|W| bedeutet das Lebesguesche Mass der Men-
ge W).

Bezeichnen wir mit f(n, x) die Anzahl der Zahlen 1 in der (endlichen) Folge ¢,, ¢, ...,
e 8y (X =) ga,).
n=1

Behauptung. Fiir fast alle xe W (im Sinne des Lebesgueschen Masses) gilt

f(n,x I
. 2 1
limsuptemor—-"-— = —

no /nloglogn \/5 .
Dieser Satz ist die Verschirfung eines fritheren Ergebnisses des Verfassers (siehe

[2]- .
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