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Casopis pro péstovini matematiky, rot. 86 (1961), Praha

ELEMENTARNI ZAVEDENI INDEXU BODU
VZHLEDEM K PLOSE

ILia CERNY, Praha
(Doslo dne 30. dubna 1959)

V ¢lanku se elementdrnim zplsobem zavadi index bodu vzhledem k plose
a odvozuji se nékteré jeho zdkladni vlastnosti.

1. Budte i, j, k cela &isla; oznadime

1) A(i, j, k) =
=E[x = (x;, %3, x3)€E; i—1Sx, S0, j—1Sx,Zj,k—1Zx,£k].

Bud’ 9 libovolny neprazdny konelny systém krychli A(7,j, k); oznaime kratce
= {4;};-;- Bud B = {B;}]_, system viech stén krychllA e U, které jsou sténou

jen jedné krychle z Y. Ozna&ime-li A = U A, B = U '}, je B hranici 4.

Dvé stény B;, B, € B nazveme sousedm, je-li Jejlch prﬁmk useCka (spoledna strana
¢tvercl B, Bk) V dal$im budeme v§ude pfedpokladat, Ze systém U m4 tu vlastnost, Ze

(2) kaZda strana kazdé st&ny z B leZi pravé ve dvou riznych sténich z B .
Potom ke kaZdé stén€ B; e B existuji pravé 4 rizné sousedni stény B, € B (jejichz
priiniky s B; jsou pravé jednotlivé strany B j).

Poznamka. Sklida-li se ¥ jen z jediné krychle, je B (v topologickém smyslu)
povrch koule. Sklada-li se ¥ z krychli A(F, j, k), pro n&% je

budl1 i3, 15js2n~-1; k=1,
nebo i=1,3;j=2m—-1, kde l Em=<n; k=2,
nebo 1 <i3;j=2m— 1, kde 1l <m<n; k=3,

kde n je p¥irozené &islo, je B povrch , koule s n uchy”. Patfi-li do % krychle A(i, j, k),
kde 1 i3, 1253, 12k=<3, (i,j,k)*+(2,2,2), je B (v topologickém
smyslu) sjednocenim dvou disjunktnich kulovych ploch, atd.

Poznamenejme k tomu jestg, Ze l1ze dokazat, Ze kazdé kontinuum C < Ej, lokalng
homeomorfni s E,, je homeomorfni s.povrchem né&které ,,koule s » uchy” (n =0 celé).
V dal§im budeme studovat spojita zobrazeni mnoZiny B do E5; B je pfitom vytvofena
pomoci systémid ¥ a B, pfidemZ plati (2).



2. Bud t = {a, b, ¢} uspofadana trojice bodd z E;; budeme ztotoZiiovat trojice
{a, b, ¢}, {b, ¢, a} a {c, a, b}. KaZdou takovou trojici v nazveme orientovanym troj-
thelnikem. KaZdému orientovanému trojihelniku t = {a, b, ¢} pfifadime t¥i uspofa-
dané dvojice {a, b}, {b, c} a {c, a}, které nazveme orientovanymi stranami .

Konvexni obal T(z) = T(a, b, ¢) mnoZny, jejimiZ prvky jsou body a, b, ¢, nazveme
trojithelnikem o vrcholech a, b,c; konvexni obaly mnoZin, obsahujicich po fadé body
a, b; b, ¢; a, c, nazveme stranami T(t) a oznadime S(a, b), S(b, ¢), S(a, ¢). (T&chto
nazvi budeme uZivat i v p¥ipadé, Ze nékteré prvky trojice t jsou totoZné; nastane-li to,
budeme fikat, Ze T a T () jsou degenerované.)

Je-li ddno né&jaké linearni zobrazeni F trojuhelnika T'(r) do E;, oznaime F(r) =
= {F(a), F(b), F(c)} (uspotadana trojice), F({a, b}) = {F(a), F(b)} atd. (uspofadana
dvojice). '

3. Bud ¥ = {B;}-, jako v 1. odstavci; kazdému j ptifadme vektor y; = B; — «;,
kde f; je stfed Bj;, a; stfed krychle 4; € U, jejiZ sténou je B;.

Trojithelnikem na B budeme rozumét libovolnou uspotfadanou trojici © = {a, b, ¢}
bodi s témito vlastnostmi:

(3) a, b, ¢ jsou body, lezici na urcité stén& B;e B ;
4) vn¥j§i soudin [y;, b — a,¢c —a] > 0.

Z podminky (4) plyne, Ze kaZdy trojthelnik na B je (podle definice) nedegenero-
vany.

4. Triangulaci mnoZiny % nazveme kaZzdy systém 8 = {r,}f_, trojihelnikd 7, =
= {a,, b,, ¢,} na B, ktery ma tyto vlastnosti:

14
(5) oznalime-li T, = T(T,.), jeB=UT,,
n=1

(6) jedil £m < n<p,je primik T, n T, bud § nebo spoletny vrchol
nebo spoleéna strana obou trojihelnikd .

Body a,, b,, ¢, (1 £ n £ p) nazveme vrcholy triangulace B; mno¥inu viech vrchold
B oznatme V(B).

Poznédmka 1. ProtoZe kaZd4 strana kaZdého T(z,) je stranou jest& pravé jednoho
T(t,) (m * n), maji trojihelniky T(z,) (n = 1, ..., p) dohromady % riznych stran.

Z toho je patrné, Ze p (pocet trojihelnikil triangulace) je vidy sudé éislo.

Je-li T,, n T, spolena strana obou trojuhelnikl, fekneme, Ze t,, a 7, jsou sousedni.

Poznamka 2. Je patrné, Ze ke kaZdému t, existuji pravé tfi riizné sousedni troj-
uhelniky 7,,. Snadno se dokaZe, Ze plati: necht md spolecnd strana T,,, T, nap¥. vrcholy
py b rESP. Q4 by; pak je a,, = b, b, = a,. (Tedy: {a,, b,} je orientovanou stranou
1,5 {bs a,} Orientovanou stranou t,,.) -

Bud B’ = {7;}4-1, kde t,, = {ay, by, ¢}, daldi triangulace ®B; ozname T, =
= T(zy,)- Je-li kazdé T,, obsaZeno v n&kterém T,, fekneme, Ze B’ je zjemnénim B.



Poznamka 3. Snadno se ukdZe, Ze kaZdé dvé triangulace maji spolecné zjemnéni.
Zavedme konecné je$té toto oznadeni:
(7) ¥(®B) = maximum priméri viech 7, .

Umluva. Abychom se vyhnuli opakovani, ponechme v celém &lanku tato ozna-
geni: Pokud nebude fe€eno nic jiného, bude triangulace B sloZena z trojihelnikd
T, = {@y by, ¢u}, kde 1 < n < p, T, = T(1,), pro zjemnéni B’ triangulace T uZivejme:
oznadeni z tohoto odstavce, atd.

5. Bud w e Ej;, p jednotkovy vektor; v celém ¢lanku bude

(8) P(w,p) = E[xe E;; x =w + 1p, t 2 0].
Bud je§t& v = {a, b, ¢} orientovany trojuhelnik. PoloZme
©) n(z; w, p) =

= 0, je-li bud P(w, p) n T(x) = 0 nebo je-li = degenerovany nebo pro-
chézi-li P(w, p) vrcholem T(t) ;
= 2 sgn[p, b — a, ¢ — a], prochazi-li P(w, p) n&kterou stranou T(t), nikoli
, . vS§ak vrcholem ;
=sgn[p,b — a,c — al, jeli P(w,p)n T(z) * @, ale P(w, p) neprochazi
: Zadnou stranou T(7) .
Oznad&eni. Je-li B triangulace B, F zobrazeni mnoZiny B (viz 1. odstavec) do Ej,
které je line4rni na kazdém T,, piSme {8, F} e 9. ‘
Je-li {8, F}eP, we E3, p jednotkovy vektor, oznadme

)4
(10) U, F;w, p) = 3 n(F(5); v, 0) -
Poznamka. Znameni-li @ posunuti soufadného systému v Ej, je zfejmé
(11) n(®(z); (w), p) = n(z; w, p) »
(12) (B, & * F; ®(w), p) = (B, F; w, p)

(® * F je ptitom sloZené zobrazeni). Je-li & linedrni homogenni transformace sou-
fadnic v E; s determinantem D, je

(13) n(®(z); d(w), ®(p)) = sgn D . n(t; w, p) s
(14) (B, @ * F; d(w), 8(p)) = sgn D . (B, F; w, p) -
6. Zakladni dileZitost m4 pro nds toto tvrzeni:

Véta. Bud B triangulace B, {8, F} €V, we E; — F(B). Budte p1,p; dva jednotkové
vektory, pro né? je

(19 (Ps. 1) © B(w 2)) 0 F(V(D) = 9
Pak je
(16) (B, F; w, p1) = (B, F; w, p,) -



Dikaz. Oznadme S jednotkovou sféru v Ej, tj. bud

{17) S =E[peEs; lpl = 1]
{kde ||p| je norma vektoru p). Bud dale
{18) " R=E[peS; P(w,p) n F(V(B)) =9].

MnoZina R vznikne tedy z S vynechdnim koneéného poétu bodi a je v disledku
‘toho souvisla a oteviend v S. Mame dokazat, Ze funkee (p) = (8B, F; w, p) jekon-
stantni v R; k tomu staéf ukazat, e L(p) je v R 1lokaln€ konstantni.

Zvolme pevné p € R; pro libovolné o € S ozriaujme kratce

{19) n(0) = n(F(z,); w,0), P(o) = P(w,o0).
Zvolme ocislovani trojuhelniki 7,€ B tak, aby
(20) Ty, ... T,
(0 £ g £ p) byly pravé viechny trojtihelniky T,, pro n&z
(21) F(T,)n P(p) # 0.
MnoZina 6+ 1F(T,,) je kompaktni a nemé spoledné body s P(p). Odtud plyne exis-
n=g R . .

)4
tence takového okoli Uy(p) = R, Ze pro o€ Us(p) je P(6) n U F(T,) = §; tedy:
n=g+1

(22) ir 111,,(0') = 0 pro viechna g€ Ul(p);
n=gq

7. Zbyvaji trojihelniky 7,,kde 1 £ n < ¢. Rozdélme je na tfi skupiny:
(23) P(p) neprotina ¥4dnou stranu F(T,),
(23" P(p) protina dvé strany F(T,),
(23 ~ P(p) protin pravé jednu stranu F(T,,) .

Volme oéislovani tak, aby _
(23) nastalopro r<n<gq,kde 0£r<gq,
(23") pros<n<r,kie0<s=<r,
(23" prol<n<s.

Predpokladejme, Ze plati (23'), tj. Ze r < n < g. Pak se P(p) n F(T,,) sklada z jedi-
ného (a to vnitiniho) bodu trojihelnika F(T,) a je n,(p) = 0.

Volime-li okoli U,(p) = R tak, Ze pro o€ U,(p) a r < n < q protina polopfimka
P(c) jen vnittek F(T,), bude jist n,(p) = n,(c). Tedy:

q
- (24) funkce Y. 1,(c) je konstantni v Uy(p) .

n=r+1

8. Budeme vySetfovat indexy 1 < n £ r. Poznamenejme, Ze pro takova n je pod-
minka 7,(p) % 0 ekvivalentni s tim, Ze P(p) protind jen jednu stranu F(T,) (tj. Ze
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1 £ n £ 5); oznaleni stran (pro 1 < » < ) volme tak, aby P(p) protinala stranu
S(F(a,), F(b,))-

Lemma. Na mnoZiné indexit 1 < n < s Ize definovat funkci ¢ tak, Ze plati:

1. ¢ je prostd, 2.1 < ¢(n) < s, 3. ¢(p(n)) = n, 4. existuje E€ E; a < 0 tak, Ze

(25) Flbpm) — Flasm) = o(F(b,) — F(a) + &p.

Dikaz lemmatu. Bud 1 £ ny < s; existuje pravé jeden trojihelnik 7, (1 £
< n; < p), jehoZ stranou je {b,,, ,,}. Je oviem dokonce 1 < ny < r.Jelin,(p) # 0,
klademe ¢(no) = ny aje a,, = by, b, = a,,.Je-lin, (p) = 0,tj.s < n; < r, oznatime
{a,,, b,,} onu stranu 7,,, pro niZ je

P(p) 0 S(F(a,,), F(by,)) + 9
a ktera je riizna od {b,,, a,,}-

Snadno se ov&H, Ze v prvnim pifipadg (tj. kdyZ ,,(p) = 0) plati (25), poloZime-li

= — 1, £ = 0; ve druhém pfipadé€ je naproti tomu

‘(26) F(bm) - F(anl) = wl(F(bno) - F(ano)) +Cips
kde ¢, € Ey, @, > 0 jsou vhodna &isla. (Pravé vyslovena tvrzeni jsou téméf ziejma,
uvédomime-li si, Ze je 1ze geometricky formulovat takto: Bud Z rovina, uréend bodem
w a vektory F(b,.} — F(a,,) a p; (26) napk. znamena, Ze F(a,,) a F(a,,) leZi oba v jedné
z polorovin, které v Z urduje pfimka P(p) U P(— p).)

V prvnim pfipadg jsme jiz definovali ¢(n,); ve druhém pokradujme takto: Necht je
JiZ sestrojena prostid posloupnost
(27) Tngs Tnps o+ Ty (J 2 1),
pii¢emZ pro 1 £i<jje s<n £r, {b,_,a
%+ {b,,_ > Gn,_,} j& Ona strana t,, pro niz

P(p) N\ S(F(a,,), F(b,)) *9,

} je stranou t,, a {a,,b,} *

Mi~-1

a
'(28) F (bm) - F (am) = wi(F (b"o) - F (ano)) + &
kde £,€ E; a w; > 0 jsou vhodna d&isla.

Existuje prav€ jeden trojihelnik t,,,,, jehoZ stranou je {b,, a,}; pfitom oviem
1<n,, SrJeldin,, (p) + 0, poloZme ¢(ny) = n;,y; j& by, = Gy Gy, = by
tak¥e podle (28) plati (25). Je-lin,,, (p) = 0, bud {a, , , b,,,,} *+ {b,, a,,} ona strana
Tpysy» PTO NiZ jE

j+1°

P(p) N S(F(an,,,)s F(by,,,,)) =+ 9.
Snadno se ukéZe, Ze pak plati (28) i proi = j + 1.
Tvrdim, Ze v obou ptipadech (n + 0an = 0) je posloupnost
{29) Tno, Tnp s Tnj, T"j+1
prosté. Je-li #,,,,(p) * 0, & T,., = Tom F Tny podle (25) a také t,,, * 1, Pro
1 £ i £, nebot n,(p) = 0 pro tato i. Je-li Mnses(p) = 0, j€ Tn,,, F T, (nEDOL MolP) *
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+ 0); kdyby (29) nebyla prost4 posloupnost, existovalo by vzhledem k prostot& (27) 7
tak, 72 1 £ i £, 1,,,, = Ty, Trojuhelniky Tn,_,, Ty, ,> Tn; Dy byly sousedni k t,,,.
Kdyby n; = n;,,, mél by trojahelnik 7, s T,, spole¢né dv€ strany, coZ je spor. Jsou
tedy (vzhledem k prostoté (27)) t,,_,, Tn,,,» Tn, 0d sebe rizné. P(p) viak protind
spole¢nou stranu F(T,, n T,,_,), spole&nou stranu F(T,, N T,,,,) a spoletnou stranu
F(T,, n T,), tj. protina viechny 3 strany F(T,,), coZ je spor.

Z podminky, Ze posloupnost (27) je prostd pro kaZdé j, pro néZ ji lze sestrojit,
(a z podminky 1 < n; £ r) plyne ihned, %e konstrukce musi skon&it u n&kterého j,
pro n&% 1, (p) =+ 0, nadeZ jsme hotovi (klademe ¢(n,) = n;).

Z konstrukce je patrné, Ze ¢ ma viechny Zadané vlastnosti. Tim je diikaz lemmatu
dokonden; vratme se k dikazu véty z odst. 6.

9. Snadno se zjisti, Ze

(30) funkce Y #,(0) je konstantni (rovna 0) v celém S,
1

n=s+
nebot P(o) bud neprotind F(T,) nebo protini dvé jeho strany.
Bud 1 < 7 < s; definujme zobrazeni 2 mnoZiny E; — {w} na S vztahem

(31) L R =22

e — wl

(kde [u — wl| je vzdalenost bod# u a w). Ozna&me
(32) D' = WE(T)), D' =hE(Tyy)),
(33) C = W(S(F(a,), F(b,))) N h(S(F(agey), F(byiny))) s

D', D" jsou pak sférické trojiihelniky, C oblouk na S, obsahujici bod p uvnitf (tj. ne
jako krajni bod).

Jsou moZné dva pfipady:

(34) p lezi na hranici D’ v D",
(35) p le#i uvnitf mnoZiny D' L D" .

V ptipadé (34) (resp. (35)) lei vrcholy F(c,), F(¢sm) v témZe poloprostoru uréeném
v E; rovinou prochazejici body w, F(a,), F(b,) (resp. v raznych poloprostorech).
Z toho plyne podle (25), Ze v ptipadé (34) je

(36) sgn [p, F(b,) — F(a,), F(¢x) =~ Fla,)] =
— sgn [P, F(b¢(n)) - F(a¢("))’ F(C,,) - F(a")] =
= — sgn[p, F(byw) — Flagm) F(Com) — Flagm)]»
kdeZto v ptipadg (35) bude
(37) sgn [p, F(b,) — F(a,), F(¢n) = F(a,)] =
= sgn [p, F(by() — F(a¢¢n))’ F(Csm) — F (@pm)] -
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Z toho plyne, Ze

(38) M(p) + Npfp) =
= (sen [p, F(b,) — F(a,), F(c,) — Fla,)] +
+ sgn [p, F(byw) = Flagm) Flcom) = Flagm)]) =
_ | 0 vpfipadé (34),
~ | & 1 v pfipadé (35) .
Plati-li (34), zvolme okoli U(p) = R tak, aby

(39) : Ulp) n (D' v D")y=U(pp)n D' nD";
.dokazeme, Ze pro g€ U(p) je
(40) 10) + Ngm(0) = 0.

Je-li 0 € C, je (40) spravné ze stejnych ptidin jako pro p. Neni-li ¢ € C, pak P(p) bud
neprotind ani F(T,) ani F(Ty,), nebo protind oba tyto trojihelniky (ve vnitfnich
‘bodech); v prvnim p¥ipadg je (40) zfejmé, ve druhém je

1(0) = 21.(p) »  Npn(0) = 2N4m(P) »
itakZe (40) opét plati.

Plati-li (35), zvolme okoli U(p) = R tak, aby U(p) leZelo uvniti D’ U D". Pro
o€ U(p) je pak
(41) 14(0) + Mon(0) = 1p) + Mselp) = 21p) (= £ 1).

Je-li totiz o e C, je (41) zfejmé. Je-li o ¢ C, protind P(o) pravé jeden z trojihelnikd
F(T,), F(Ty() (a to ve vnitinim bodg). Je-li napf. F(T,) n P(c) % 0, je

1(0) = 21(p) s Mae(0) = 0,
takze (41) plati. .

Z toho, co jsme dokézali v odst. 9 a v lemmatu odst. 8, plyne existence Us(p), pro
néZ plati: '

(42) funkce Y n,(0) = 3 Y. (1.(0) + n4mm(0)) je konstantni v Us(p) .
n=1 . n=1 .
Vysledky, shrnuté v (22), (24), (30) a (42), dokazuji vétu, vyslovenou v odstavci 6.

10. Vzhledem k platnosti vety z odst. 6 lze zavést tuto definici:
Bud {3, F}e P, we E; — F(B); definujme

{43) _ ind (B, F; w) = (B, F; w, p),
kde p je libovolny jednotkovy vektor, pro néj?
(44) P(w, p) N F(V(B)) = 0.

Poznémka 1. Vektor p Ize volit vzdy tak, aby P(w, p) neprotinala Zidnou stranu
7adného F(T,), takZe kazdé n(F(z,); w, p) je celé &islo (+ 1 nebo 0). Z toho plyne, Ze
ind (8B, F; w) je téZ celé &islo.

Poznédmka 2. Z pozndmky v odst. 5 ihned plyne, Ze ind (B, F; w) je invariantni
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vzhledem k posunuti soufadného systému v E; i vzhledem k linearni homogenn
transformaci soufadnic v E; s kladnym determinantem (p¥i transformaci se zapornym
determinantem méni ind (B, F; w) znaménko).

DokaZme jesté tuto vétu:

Véta. Je-li B’ zjemnéni B, je
(45) ind (%', F; w) = ind (B, F; w)
pro kaZdé we E; — F(B).

Diikaz. Ponechme (jak jsme se jiz umluvili) pro 8 a 88’ oznadeni z odst. 4. Zvolme p
tak, Ze
(46) P(w, p) neprotin ¥4dnou stranu Z4dného F(T;,) ;
zvolme oznadeni tak, aby F(T,) n P(w, p) + 0 pravé tehdy, je-li 1 < m < r (kde
r 2 0). Podle (46) pak oviem plati:
(47) 1<m=r=nF(t); w,p) +0.

Definujme funkci ¢ na mnoZing indexi 1 £ m < r takto: ¢(m) je onen index, pro
ktery Typomy = T... Snadno se ovéH, e zobrazeni ¢ je prosté (nebot’ v disledku linea-
tity Fna Ty, a vztahu (46) neprotina P(w, p) vice ne? jeden z trojihelnikd F(T;, ), pro
n&z T, < Tym) a e pro kazdy index n (1 < n < p), pro n&jz F(T,) o P(w, p) * 0,
existuje m (1 £ m < r) tak, Ze n = ¢(m).

Je tedy
(48) U, Fyw,p) = X n(F(5); W, p) = 1, (Foum)s #:£)
@) A Fiwp) = LaE)wp) = 3 (PR m ),
a stali dokazat, Ze
(50) N(F(m); W, ) = 1(E(Tn); ¥, p)

pro 1 £ m £ r. Zvolme pevng takové m; protoZe F je prosté v Ty(m (jinak by F(Tp(m)
byl degenerovany), existuje prosté linedrni zobrazeni G prostoru E; na Ej, které na
Ty(m SPIYV4 s F. Bud jest& & = G — G(0).

Z toho, jak jsme definovali orientaci trojuhelnikd na %, plyne, Ze base (v roving,

ktera obsahuje onu sténu B; € 9B, na niZ leZ T,,), sloZené z vektort b, — a,,, ¢y, — G,
T€SP. Dy(my — @p(my> Coemy — o(my J5OU souhlasné orientované. Je tedy

(51)  sgn[®_1(p), b = G € — @] = 580 [D_1(), Byim) — Bpimy> Comy — Cpim] »

takZe — oznadime-li D determinant transformace ¢ —

(52) ’T(F (TM) W, P) = §gn [p, F (bnt) - F(am) F (cm) — Fi (am)] =
=sgnD.sgn[P_1(p), by — G, Cry — ] =

sgn D . sgn [D_1(p), bomy — Qpimy> Coom) — Tgm)) =

sgn [p, F(bgemy) = F(@em)s F(Coomy) = Flagm)] = MF(tg(m); w, p) -

14




11. Véta. Funkce ind (B, F; w) (proménné w) je konstantni v kazdé komponenté
mno%iny E; — F(B). V neomezené komponenté této mnoZiny je rovna 0.

Diikaz. Bud w,e E; — F(B); zvolme p tak, aby P(wo, p) neprotinala Zadnou
stranu Z4dného F(T,). Pak jsou viechny funkce 7(z,; w, p) (prom&nné w; p necht je
pevné) konstantni v jistém okoli bodu wy, a totéZ plati tedy i o (B, F; w, p) =
= ind (%8, F; w). Z lokélni konstantnosti v oteviené mnoZng& E; — F(B) plyne kon-
stantnost v kaZzdé komponenté.

V neomezené komponent® E; — F(B) existuji body w tak, Ze pfi vhodné volbé p je

P(w,p)n F(B) =0,
takZe ind (B, F; w) = 0.
12. Zavedme tato oznaleni: Je-li we E;, § = M < E;, bud

(53) d(M, w) = inf ||x — w| .
xeM

Jsou-li F, G dve spojita zobrazeni B do E;, ozname

(54) IF = Gl = max | F(§) — GE)I
Véta. Bud we E;, 6 > 0, {8, F} e, {18, G} e P. Je-li

(35) d(F(B), w) > &

a

(56) IF~ 6l <3,

Je

(57) ind (B, F; w) = ind (B, G; w) .

Dikaz. ProtoZe podle véty z odst. 10 1ze bez podstatnych zmén situace p¥ejit ke
spoleénému zjemnéni ¥ a I, miZeme predpokladat, Ze I8 = B.
Ozna®me vrcholy krychle 4, = A(1, 1, 1) takto:

(8) 4 =(1,0,0), 4, =(1,1,0), A3 =(0,1,0), A, = (0,0,0),
Js =(1,0,1), A6 =(1,1,1), A, =(0,1,1), A =(0,0,1).

Triangulace & mnoZiny B,, sloZené ze Sesti stén A, necht se sklada z trojihelniki

(59) X1 = {'11, 225 ;'6} s X2 = {’11, A ls} ’
X3 ={42 43, 47}, xa = {42, 47, ¢},
Xs = {43 Ae A}, X6 = {43, dg, 47},
X1 = {4 A1, As}, Xxs = {A4s 45> A5}
Xo = {45 46 A7} s K10 = {25, 27, As}
X11 = {ln 23 '12} s X12 = {)“3, A1 }*4} .

Pro 1 £ n £ p definujme zobrazeni F, t€mito podminkami:

(60) F(A) = F(4) = G(a,), F(l) = G(b,), F,(43)=G(c,),
Fi3s) = F{is) = F@). Ffs) = F(b), Fi1s)=F(e).



(61) {& F}e¥.

Vzhledem k podminkam (55) a (56) existuje pro kaZdé n poloprostor, obsahujici
bod w na hranici, v némz leZ{ cela mnozina F,(B,), kde B, je povrch 4,. Z toho plyne
podle véty z odst. 11, Ze

(62) ind(&,F,;w)=0 pro 1<n=<p.

Zvolme p tak, Ze P(w,p) N F(V(&)) =0 pro 1 < n < p. Jest
(63) n(Ex;); w,p) =0 pro j=17,8,10,12,
nebot F,(x j) je pro tato j degenerovany; odtud plyne Ze

(54 0= 5 ind (& Fyw) = 3 3 n(Fi(u)s ) =

n=1j=1

-5 s 4% 3 4% 3

n=1 j=9,11 n=1 j=7,8,10,12 n=1j

—(ZW(F(T) W, p) — Zn(G(f) w, p)) + Z Zn(F(xj) w, p) =

n=1 j=1
= ind (B, F; w) — ind (B, G; w) + Z Zn(F(xl) w, p) .
n=1 j=1
Nase véta bude dokizana, ukaZeme-li, Ze
{65) Z Z n(Fu(x;); w.p) = 0.

n=1 j=1
Zvolme n&kterou stranu n&kterého trojuhelnika 7, (1 < n < p), napk. {a,, b,}; pak je
{bn, a,} stranou prav¥ jednoho trojihelnika 7, € 8. Budeme pfedpoklidat, Ze je to

strana {a,, b,,} (takZe a,, = b,, b,, = a,). V ostatnich pfipadech Ize postupovat ana-
logicky.

Dale je

(66) F(x1) = {G(a,), G(b,), F(by)}

Fi(x2) = {G(a,), F(b,), Fla,)} ,

Fo(21) = {G(an). G(b,), F(bn)} = {G(bs), G(a,), F(a, )}

Fo(x2) = {G(an), F(by), F(an)} = {G(bn), F(a,), F(b,)} -
Definujeme-li zobrazeni ¢ podminkami {&, &} P,
(67) (1) = ®(1g) = Fla,), (4,) = &(As) = G(a,),

B(A3) = D(4s) = G(b,), P(Ay) = (A7) = F(b,),

je podle podminek (55) a (56), z nich? plyne, Ze ®(B,) leZi v ur&itém poloprostoru
obsahujicim bod w na hranici,

(68) ind (&, o;w) = 0.
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Snadno se ovéf, Ze pro i = 1, 2, 3, 4 vznikne trojihelnik @(xzi_l) z trojuhelnika
®(y,;) lichou permutaci, takZe

8
(69) X 1(@(xs)s w, p) = 0
dale je

(70) Zn(d’(x) W, p) =

n(F(x;); > p) -

,2
,n

il H
1M

k

Z (68) a (69) plyne, Ze soudet vpravo v (70) se rovna 0. Odtud je déle patrné, Ze vie-
chny &leny vlevo v (65) se (po &tyFech) rusi. Tim je dikaz véty dokongen.

13. Bud & spojité zobrazeni B do Ej, budte B, = {r" Px | triangulace B, pro néZ
W(By) = 0 (v(B) je definovano v (7)). Kazdému B, pfitadme zobrazeni F; tak, Ze
{8, F,}eP a Ze

(1) F(&) = ®(¢) pro EeV(By).
Pak je v disledku stejnomé&rné spojitosti ¢ na B

(72) |@ — FJl -0 pro k- oo,

takZe také

(73) |Fe — F)]l >0 pro k,I— .

Podle véty z odst. 12 odtud plyne Ze ke kazdému we E; — ®(B) existuje index
k(w) tak, Ze

(74) ind (%k’ Fk; W) = ind (%k(w), Fk(w); W) pro k g k(W) ’
tim spiSe existuje tedy i
(75) lim ind (By, Fi; w) .

k— o0

Tato limita nezavisi oviem na volb& posloupnosti {8, };%, (pro niZ je ¥(B) — 0),
takZe Ize definovat:

(76) indg w = lim ind (B,, Fi; w) ,

k=

kde {%B,}s= je libovolna posloupnost triangulaci B, pro niZ je v(By) - 0, F; jsou
definovéana jako nahofe, we E; — &(B).

Je-li {8, F}e®P a je-li {B;}i, posloupnost zjemnéni triangulace 9B, pfiCemz
W(B,) — 0, je podle véty z odst. 10

_ind (B, F; w) = ind (B, F; w)
pro viechna k (a viechna w € E; — F(B). Odtud plyne, e pro {8, F}e % je
(77) indp w = ind (B, F; w) .
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Oznadeni. Bud @ spojité zobrazeni B do E;, B triangulace ¥. Budeme psat
(78) {8, F} e N(9),
je-li F definovano podminkami: {8, F} e a F(£) = &(&) pro viechna £ e V().

14. Véta. A) Bud we E;, 6 > 0; budte &,V dvé spojitd zobrazeni B do Es, pro né¥
plati:

(79) d(®(B), w) > 5,
(80) o 1 —¥%) <6.
Pak je

(81) indg w = indy w .

B) Bud & spojité zobrazeni B do Es; pak je indg w konstantni v kaZdé komponenté
mnoZiny E; — tD(B) V neomezené komponenté uvedené mnoZiny je indg w = 0.

Dikaz. A) Oznaime
(32) 4 = min (d(®(B), w) — 8,5 — |& — Tll) >0;

zvolme triangulace B a %8 mnoZiny P tak, aby pro {8, F} e P(P), {1, G}.e ()
platilo:

(83) indF w=indg w, indgw = indg w
(coZ 1ze podle (76) a (77)), a
(84) IF- @l <2, 16 -¥] <.

Snadno se zjisti, Ze jsou splnény podmmky (55) a (56) z.véty odst. 12, odkud podle
(57), (77) a (83) plyne (81).

B) Bud w,€ E; — F(B) a poloZme & = —d(wo, &(B)). Sestrojme dale {% F}e
€ P(P) tak, aby
(85) IF— o] <6. |

Okoli U(wy, 6) je disjunktni s F(B), takZe je obsaZeno v jedné komponent& mnoZiny
F(B). Podle véty z odst. 11 je indy w konstantni v U(w, 8); podle A) je indy w =
= indp w v U(wy, 6). Je tedy ind, w lokalng konstantni v E, — ¢(B), tedy konstantni
v kazdé komponent¥ E; — &(B).

15. Bud B triangulace B, e V(B). Hvézdou triangulace B o stiedu ¢ nazveme
uspofadany systém
(86) «g’ = {Tl:j,’ Tiz’ .oy Tir}
trojuhelnikt z B, ktery ma tyto vlastnosti:

A) § obsahuje viechna 1, € B, kterd maji vrchol &.

B) Usporadam H je takové, Ze trojihelniky t;,t,, (j=1,....r — 1), jakoZ

171, 7; jsou sousedni.

i T
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Pro jednoduchost jest¢ budeme predpokladat, Ze oznaceni vrcholi t;, je zvoleno
tak, Ze

C)e,=¢proj=1,..,rtakie b, = a;, proj=1,...,r — 1, b, = a,.

Je patrné, Ze systém viech t,€ B, kterd maji vrchol &, tvofi pFi vhodném uspofdddni
{a oznaceni vrcholl) hvézdu.

Bud (86) hvézda B o stfedu & Polozme
(87) M) =ay + (¢ —j+ )by, —a;) pro telj— 17,

kdej = 1, ..., r. Funkce A je tedy definovéana v intervalu <0, > a obraz 1M = /’L((O, r)
tohoto intervalu p¥i zobrazeni A je hranici (vzhledem k mnoZing B) mnoZiny

(88) | 151 = U 7).

Tim jsme ka?dé triangulaci 8B a kaZdému jejimu vrcholu & pfifadili jistou k¥ivku 1
(pro jednoduchost nevyznatujeme zavislost A na 9 a ). Systém viech k¥ivek A — pfi
pevném bodé £ e B a prom&nném B probihajicim mnoZinu viech triangulaci, které
maji vrchol & — ozna&ime J(&).

16. Bud z e E;; budte X', X" lineArn& nezavislé vektory v E;; bud ¢ spojité zobra-
zeni intervalu {t,, t2> do roviny

(89) =Ex;x =z 4+ XX + x"X", X, x"€ E,],
pro n& ¢(t,) = d)(tz) a z ¢ 1Pl = ¢(<t,, t,)). Pak je pro kazdé te {1y, 1,>
(90) (1) =z + ¢’(t) X' +¢"(t) X",

pfitemZ ¢’ a ¢” jsou spojité (redlné) funkce v {t,, £,>. Polo?me $ = (¢, ¢") a defi-
nujme / : '
(91) ind (z; X', X"; ¢) = ind; 0
(vpravo je obvykly index bodu 0 vzhledem ke k¥ivce ¢ v E,). :
Je-li{Y', Y"} jind base v R,.D determinant pfechodu od base {X', X"} k basi{Y',Y"},
je . .
(92) ind(z; Y, Y"; ¢) =ind (z; X', X"; ¢) .sgn D .
Necht ¢ je specidlng k¥ivka definovana takto: Bud t = {a, b, ¢} nedegenerovany

trojthelnik, pfi¢emZ T = T(r) = Ra bod z lex uvmtr T. Oznalme ¢ zobrazeni inter-
valu <0, 3) do R, dané podminkami

/a+(b—a)t pro 1e<0, 1),
(93) qS(t) = ib +(c —b)(t~1) pro te(l,2),
e+ (a— o)t -2 pro ted2,3>.

Pak je (vzhledem k tomu, Ze ind (z; 6 — a, ¢ — a; ¢) = 1)
(94) ind (z; X', X";¢) =sgn D,
kde D je determinant pfechodu od base {X’, X"} k basi {b — a, ¢ — a}.
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Poznamka. Budte {p, X', X"}, {p, Y', Y"} dvé base v Es, D determinant pfechodu
od prvni base ke druhé; bud p promitdni do roviny

R*=E[y;y=z+)yY +y'Y, y, yekE]
ve sméru p. Pak je o - '
ind(z; Y,Y";p*¢)=sgnD.ind (z; X', X"; ¢).
Dikaz. Necht _
=dp+ BX +yX", Y =d'p+ X +X";
pak je D = f'y" — y'p". Existuji funkce «, ¥, Y” tak, Ze (pro viechna re(t;,,)) je
P =¢(t) —a)p =2+ Y ()Y +y'(5) Y.
Dosazenim za ¢(t) podle (90), za Y’, Y” podle predchézejicich rovnic dostavame
X + ‘qb”X” = (oc + o'y + Y )p +
SV +BV)X + (W V)X
Z toho plyne, Ze
¢ =By + BV, "=y + Y
takZe — klademe-li § = (y’, ") — je skutené
ind (z; X', X"; ) =ind3 0 = sgn D . 1nd¢, 0=
=sgnD.ind(z; Y, Y";p* ). -
17. Bud & spojité zobrazeni B do E;, £€.B, p jednotkovy vektor, n celé Cislo.
Rekneme, Ze ¢ mé vlastnost T(n, ¢, p), existuji-li dva vektory X;, X tak, Ze plati

©3) 0 xLxd>o,
a oznadime-li '
(96) R =E[x;x = (&) + XX, + x"X;, ¥, x"€ E{],

p promitani do R ve sméru p, existuje okoli U(¢) = B tak, Ze pro kaZdou kfivku
A€ J(&), pro niZ je 1t <= U(¢), je

(97) ind (P(&); Xz, X;; px ®*A) =n.

Umluvime se, Ze index bodu vzhledem ke kfivce nebudeme definovat pro body leZici
na grafu kiivky. Je tedy v pfedchizejici definici ml¢ky obsaZen pfedpoklad, Ze
45(5) élp* & * 1

Z poznamky na konci odst. 16 ihned plyne, Ze nezaleZi na tom, jak zvolime vektory
X:, X7 (s podminkou (95)).

Poznamka. ProtoZe [—p, X, Xg] = [p, X;, X;], plati: ma-li & vlastnost
T(n, &, p), ma téZ vlastnost T(—n, £, —

Odvodime nyni podminku, postaéujici k tomu, aby @ mé&lo bud vlastnost T(1, &, p)
nebo T(—1, &, p). Bud &, vnitfnim bodem n&které stény B; e B. Zvolme t¥i vrcholy
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a, b, ¢ ttverce B; tak, aby {a, b, c} byl trojuhelnik na B (definici viz odst. 3) a-polozme
Y =b—a,Y" =c¢ — a KaZdy bod ¢ € B; Ize jednoznatn€ napsat ve tvaru
(98) — fo + flyl + E”Y” (fl’ f” e El) .

Budeme psat & = (&', £”) a na funkce promé&nné & e B; budeme pohliZet té% jako na
funkce dvou proménnych &', £”; v souvislosti s tim budeme nap¥. psat &(&) = &(&, &)
apod. (k nedorozumé&ni nemiZe dojit).

Za téchto okolnosti plati toto tvrzeni:
Véta. Md-li &(¢', &) v bodé (0, 0) totdlni diferencidl, pFicems

8(0,0) 8%(0, 0)
A = > B ]
(99) [p o7 o ]#0

md & viastost T(sgn 4, &, p).

Dikaz. Poznimka z tohoto odstavce ukazuje, e vétu stadi dokazat pro pfipad
89(0,0) | X" = 09(0, 0)

2 >

4> 0(jelid <0, stagi zaménit p za — p). PoloZme X' =

&’ ae”
#(&,) = 9(0,0) = z,, bud _
R=Exx=2z + XX+ x"X", x', x”éEl] ,
bud p promiténi do R ve sméru p. Podle pfedpokladu je
w M- s00-
=X+ UX" + 1€ = &l -n(8),
kde lim 5(¢) = 0. Bud na chvili ¢ = (&', £”) pevné; vzhledem k (99) existuji @, §', " €
(101) p(B(8) = (&) —op = zo + fX" + B"X".
Odtud plyne rovnice |
(102) P(8) — zo = op + X"+ f'X",
z ni¥ Ize vypoditat «, f, f; je
1) B =[n0) X F = [p X 00 - ).
Podle (101), (103) a (100) je tedy

(104 12 = &l

20 = 70 + ex + &x* + L8 [ 0@, X x4 [, (0] 7).
Oznaémé
(10s) ' P(E) = 20 + &X" + &X7;
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tvrdim, Ze existuje okoli U(£,) < B; tak, Ze plati:

(106) ¢+ te Ul = | W(&) — 2o > () — ()] -
PoloZme totiZ
X’ X’
= le,_ — ”XII’X&___’X=__;
o= I G = SR = X =
pak je et e

18X + &X"| = |EX, + EX|1* = & + 26,5(X, Xo) + &
2 (& + &)1 — Ieos ),
kde w je thel, ktery sviraji vektory X "a X "
Z toho plyne ihned vztah = .
(107) IY’(f) — 7?2 (E%1X7)* + é”zllX”Hz)(l — |cos f) =
(6'2 &)1 — |cos o)) mm(|]X’|12, 1x"1%) .

v

Protoie

[N

(108) ) _ ~ ) - 1= &l 5°” (@), XX [ 2@ K1 <

g%.‘ 2@l - 1X1 - 121,

stadi zvolit U(&,) tak, aby pro & + {e U({,) bylo

@) < —2—_ JT= =Teos ol min (X1, 1X°D).

201X7) . X7
coz Ize yzhledem k podmince hm 11(5) = 0.
-%

-Bud $8 triangulace 9B, pro niz éo e V(B). Hvézda $ a kfivka 1 budte deﬁnovany tak,
Jjako v odst. 15. PoloZime-li

(109) )=t + XA Y + XY, G=(, 1),
Je : .

(110) . ind (zo; X', X"} ¥ * J) = ind5 O,
nebot podle definice ¥ je

(111) _ PO) = 20 + X)X + (@) X"

DokaZme, Ze indj 0 = 1; protoze 1 je Jordanova knvka jeindy 0 = ind3 { pro

kaZdé { e Int 1 (z vnittku 7). Je oviem IntA =151 = U T(<;,). Zvolme { napf. uvnitf
T(;,) a oznadme (pro j = 1, ...,r). j=1

S ay + (b, —a)t  pro 10,1,
(112) uft) = &by, + (c;, = b )(t — 1) pro te<1,2),
ey +(a;, — ¢t —2) pro 1ed2,3);

analogicky, jako jsme k A sestrojili 4, sestrojme k p ; kfivku U e
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Podle znamych vét o indexu je

(113) ind3 ¢ =j:2,1ind;,C =ind; { =1 ;
tim je dokazano, Ze indy 0 = ind3 { = 1, takZe téZ
(114) ind (zo; X", X"; ¥ % 2) = 1.
Ze (106) plyne toto tvrzeni:
(115) e U&o) = P(A2) — zoll > 1P(A(e)) — p((AD))I

pro viechna te€<0,r).
Podle (114) a (115) staci k dokongeni dikazu na3i véty ukézat, 7e pro index bodu
vzhledem ke kfivce (v E,) plati toto tvrzeni:

Lemma. Budte ¢ a Y spojitd zobrazeni {t, t,) do E,, bud ¢(t,) = ¢(¢.), ¥(t;) =
= Y(t,); plati-li pro viechna te {t,, t,» nerovnost

(116) 1(t) = zoll > () — W),
Je : S - : ,
(117) : : il’ld¢ Zy = lndw Zo .
Diikaz lemmatu. Bez Gjmy obecnosti Ize. pfedpokladat, Ze z, = 0; poloZme
(118) 6= min [¢(2)]
te(ty,t,)

pak je podle (116) 6 > 0 (nebot ¢(r) + 0 viude).Budt, = < ' < ... <" =1,
takové déleni, Ze primér ka¥dé mnoZiny M, = ¢((**7*, ) (k = 1, ..., m) je men3i
neZ 6. Pak leZi kazda M, v jisté oteviené poloroviné Ry, jejiz hranice P, obsahuje
pocatek. Oznaéme m, polopfimku, vychazejici z pocatku, kolmou k Pk a nemapcx
s Ry spole¢né body. Z naSich predpokladi snadno plyne, Ze

(119)
VAT e U U0, 160D = U UE KD < U UG ) = B -

a Ze pro

(120) uk(t) = ¢(f) + t(Y(?) — ¢(#), 011,

je
(121) = u"((O 1)) c Ez - .

UZivejme tohoto oznaceni: Je-li « resp. f zobrazem intervalu {r, r2> resp. (sl, 8§20,
poloZme

(122) (=a)r) = of — 1) pro tel—ry —r;
je-li ofry) = B(sy), bud ‘
. ) pro telry, 1>,
(123) (x + A1) = { B(t + sy — ry) pro te(r:, rz + 8, — 510
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Misto a } (= B) pi¥me kratce o ~ f.

Ozna&me jesté ¢* resp. /¥ parcialni zobrazeni k ¢ resp. \1/, deﬁnovana v (t" L.
Bud ‘

(124) v"=¢"-{?u"-’-1}1"¢uk”‘,v
kde 1 £ k £ m. Pak je

(125) vinm =90,

odkud plyne, Ze

(126) inds0=0 (pro 1 <k=<m).

Snadno se nahlédne, Ze
(127) indg 0 — ind, 0 = Y ind,: 0,
K k=1 :

coz je podle (126) rovno 0. Tim jsou lemma a cel4 véta dokazény.

18. Clanek zakoniime vétou, kterd v jednoduchych p¥ipadech, zejména spolu
s vétou odst. 17, dovoluje vypocitat index bodu vzhledem k plose. Je uZiteénd i vjinych
souvislostech, napf. v nékterych otdzkach tykajicich se Gaussovy v&ty.

Véta. Bud & spojité zobrazeni B do E,, bud we E; — ®(B) a nechf existuje jednot-
kovy vektor p, pro néjZ mnoZina

(128) M = @_,(P(w,p))
Jje koneénd. Mad-li @ pro ka%dé & e M viastnost T(n(¢), ¢, p), je
(129) ‘ o indgw = Z n((j) .

Dikaz. Postupujme indukei podle poctu prvkﬁ mnoZiny M; je-li M = 9, neprotind
P(w, p) mnoZinu $(B) a podle tvrzeni B) z odst. 14 je

indgw=20,
takZe (129) plati.

Pfedpokladejme, Ze dokazovand véta plati pro viechna spojita zobrazeni ¥ mno-
Ziny B do E;, pron&Z ¥ _,(P(w, p)) obsahuje m bodit (m 2 0); necht M = {&, &4, ...,
&} PoloZme

(130) 4 = 3d(®(B), w) ;

lze ptedpokladat, Ze okoli U(¢), jehoZ existenci zaruduje vlastnost T(n(¢), £, p), je
tak malé, Ze

(131) UE) N e &} =0,
(132) : primér H(U(E)) < 4.

Ze stejnomérné spojitosti ¢ na B plyne existence Cisla 3 > 0, pro néZ plati:
(133) Je-li N < B, primér N < 9, je primér ®(N) < 4.
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Podle A) v odst. 14 pak plati:

(134) B) <9, {B,FlePP)=F—- | <4=
=indy, w = indp w.

Bud B° = {t0}2_, triangulace B s tdmito vlastnostmi:

(135) Ee(B) 5
(136) WB%) < 9;
(137) £H° = {29, ..., 7%} je hvézda B° o stfedu & ;
(138) 1% = U T(z%) = U(¢).
j=1

Bud 1° funkce sestrojena ke hvézdé §° podle odst. 15. Zvolme vektory X, X; g tak,
aby [p, X}, X;] > 0, a uZivejme oznaleni z odst. 17. ProtoZe ¢ ma vlastnost, T(n(¢),

¢ p), je
(139) ind (®(¢); Xy, Xz;p* & * 2°) = n(&).
Bud w € (0, 37 thel, ktery poloptimka P(w, p) svira s rovinou (96); ozname
(140) "~ 4; = min [d(ip * & * 2%, &(¢)) . sin o, 4, 1] . |
Zobrazeni © mnoZiny 15°1 bud definovano takto: oznatme
(141) e = 10(8) - wll + ——
sin @

a pro ¢ €12°1 necht | :
(142) L) = (),

(143) 0 (f—;f—f) = p(@() - o5

(144) Q&) =d(¢) —ep,

(145)  Q bud line4rni na use&kéach s krajnimi body &', ¢+e a na use¢kach
s krajnimi body ¢ _; é, E.

Snadno se ovéfi, Ze pak je
(146) d(QaH%u), P(w, p)) = 4, .
Existuje 3; > 0 tak, Ze plati: |
(147) Je-li N = B, primér N < 94, je primér &(N) < 34, sinw.
Sestrojme triangulaci B = {r,}7_, s t¥mito vlastnostmi:
(148) 9B je zjemnéni B° ;
(149) H = {ry,..., 7,} je hvézda B o stfedu &, r = 4 ;
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(150) a, = af, viechna a, (n = 1,...,7) le?i na 1A%, takZe je-li A sestrojena
k B a £ podle odst. 15, je 14 = 1A% ;

(151) primér kazdého T(r,) (n=r + 1,...,p) je < 9;.
Bud o

(152) {B, F}eP(®);

pak je podle (148), (136) a (134)

(153) . indg w = indg w .
PoloZme

(154) a) = f!-g'—é

a bud B = {y,}21 7" triangulace B, definované takto:

(155) 2={dpaj., & pro 1Sjsr—1, z ={a.a,.&};

(156) =1 pro r<jSp;

(157) Xp+1; = {aj; dj+1> a_,]} pro 1 é] .S.. r— 1: Xp-é-r = {ar’ ay, G:,} :
(158) Apt+r+j = {a_’f’ Q+1s a}-&-l} pl’O 1 é.} é r—1, Xpt2r = {a:“ 0;.,{2;} .
Definujme G podmini(ami:

(159) {B, G}eY;
(160) G(E) = @) pro &'eV(B), & *¢&:
(161) pro kazdé j = 1,...,r je G(a)) = p(P(a;)) — ep :
(162) G(§) = &(&) — ¢p.

Definujme konetné ¥ podminkami:

14

(163) Y(E) = o(¢) pro &'e BUHT(r,,),
(164) O P(E)= Q@) pro Eerdn =1H%.

Pak plati: ‘
'(165) ¥y (P(w, P)) = {{1 cos &m}

(plyne ze (131), (163) a (164), uvaZime-li, %e podle (146) je 2_ (P(w, p)) = O).
Vzhledem k induk&nimu pfedpokladu plyne pak ze (163) a (165), Ze

(166) indg w = 3 n(&) .
k=)
DokaZzme déle, Ze je
(167) d(¥(B), w) 2 4,,
(168) ¥ - Gl £ 14,.
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Podle (146) a (164) je : _
(169) d(Pan), w) = d(QMH%), w) = 4, ;

podle (130), (163) a (140) je
(170) a(r( O T w) 2 d(@(B) W) = 24> 4.

Tim je dokazéno (167); (168)dokazeme takto: pro &’ s U T(r) = U T(x,) (viz

(156)) je podle (163), (147), (159), (160) a=ri1
'(171) aq:(zr) _ G(E’)ﬂ < _,2_41 .

Vzhledem k tomu, Ze primér kazdého A(<j— 1,j3) (= 1,...,r) je < 9,, je podle
(147) pramér &(A(<j — 1,/))) < 34, sin . Vzhledem k (160) je tedy

(172) 1#() — GE) = 118(¢") — G(&) < 34; sinw
pro viechna & e1M. Je-li prim& mnoZiny $(N) mendi neZ 14, sin w, je primér
P(B(N)) < 34,, takZe vzhledem k (161), (143) a (164) je

an) IW («:' : ¢> 6 (c' : c>

Z linearity ¥ a G a ze (172), (173) plyne snadno nerovnost (171) i pro & e U T(x,)

(pro {'elln).

Zbyva jesté dokazat(171)pro ¢’ e U T(x,); dikaz je analogicky pravé uvedenému, ale
Jj=1

je o to jednodussi, Ze ¥(¢) = G(¢&).
Ze (167) a (168) plyne podle tvrzeni A) z odst. 14, Ze

(174) indg w = indgw. .
Polozme (podle (149) je r = 4)
s w =G 2»0) vo=(331) |
#] ( ) ( s ) pro j = 1 - 2’
Ky = (0’ 1, 0) ~-1 =

u  =1(0,0,0), v, O
Heoy = Rys Vegpy = Vy 5

bud dale pro j=1,...,r
'(176) w; = {Hos Hi+1s #j} ’ Wpj = {ﬂp Vit1s Vj} ’
Wapgy = {/“j, Hjt1s Vi 1} WD3psj = {vos Vs Vj+1} . ‘
Pak je & = {w;}{L, triangulace mnoZiny B, jejimiz prvky jsou stény krychle
Ao = A(1, 1, 1); oznadme B, povrch Ag. Definujme zobrazeni H (mnoiiny B, do E3)
podminkami:

(177) {& H}ed;

-
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(179) H(o) = 6(8), H() = 6(a;) (=17,
H(vo) = F(8) .. H(y;) = E(aj) =Ga) (j=1..r).
DokaZeme rovnost

(179) indF w = indG w + indH w.
Je-li o libovolny jednotkovy vektor, pro n&jz P(w, o) neprotina stranu Z4dného z troj-
Uhelnikd T(F(z,), T(G(w), T(H(w)),
je Vo o B
p
(180) indgw =Y n(Flz,),"
n=1
. ! p+2r o
(181) , indgw = 2—:1 1(G(x)) 5
. 4r .
(182) indg w = Y n(H(e)) »
n=1

kde pro kratkost piSeme 5(F(z,)) = n(F(z,); w, o) atd.
Snadno se ovéfi, Ze pron = 1,...,r je

(183) . n(H(w,) = —n(G(t)
o ”(H(wr+n)) = - ”(G(Xp+n)) >
”(H(w2r+n)) = - ﬂ(G(Xp+r+n)) >
'I(H (w3r+n) = ﬂ(F (Tn)) >
aZepron=r+1,..,pje . '
(184) 1(G(xx)) = 1(F(z,)) -
Ze (183) a (184) ihned plyne (179). ‘
Uvéazime-li, Ze plati (153), (179), (174) a (166), vidime, Ze dikaz véty vyslovené
v tomto odstavci bude dokonéen, dokédZeme-li jestE, Ze
(185) indg w = n(¢&) . :
ProtoZe w¢ H(B,), existuje sférické okoli U(w) o priméru < 34, disjunktni
s H(B,). Zvolime-li w’' e U(w) tak, aby w' leZelo v rovin& rovnob&?né s R a prochize-
jici bodem w, a tak, aby P(w’, — p) neprotinala ¥4dnou stranu S(G(a}), G(¢)), bude:

(186) indg w = indg w'

(podle B) z odst. 14). PoloZime-li @, = a,, bude

(187) indgw =Y n(H(w,); W, —p) =
n=1

= A1) P0(0). PO(ase )} W )

Ozna¢me pro j = 0,...,r — 1 znakem ¢; zobrazeni intervalu <0, 3) do R, defi-
nované takto: '
Vs (&) + (p(P(ay)) — () t pro te{0,1),
(188)  ¢(1) = <—p(®(a))) + (P(P(a;41)) — P(2(a)))(t — 1) pro te(1,2),
N p(0(aser)) + (@(2) - p(@(ay i —2) pro 1e2, 3 -
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Poloptimka P(w’, p) bud neprotind (podle volby w’) trojihelnik {®(¢), p(®(a;)),
P(®(a;+1))} nebo jej protina ve vmtrmm bodg z (stejném pro viechny trojuhelniky).
Ze (139) Dlyne, Ze :
(189) n(&) = ind (2(&); X3, Xzip* & * A°%) =
= ind (P(&); Xg, Xg;p* & * 4),
mebot kiivka p * & * A vznikne z p * & * A° rostouci po &4stech lineérni transformaci

parametru z.
Podle (151) a (147) je

{190) IF(E) — o(E) < 34;sinw pro &enlt,
takZe

(191) Ip(F(&Y)) — p(®(EN < 34, pro Eennn.
Podle definice 4, (viz (140)) a podle lemmatu z odst. 17 je tedy
(192) ind (B(&); Xy, Xgspx &% 1) =

= ind (®(&); X;, Xz p* F* 1) ;
kromé toho je
(199) dlp* Fx 10, 9(0)) 2 344,
takZe podle volby prim&ru okoli U(w) leZi z a &(¢) v téZe komponente mnoZiny
R—p*Fx*A
Podle zndmych v&t o indexu bodu vzhledem ke kiivce je
(194) ind (B(8); Xy, Xz p* F* J) = ind (z; X, Xy p* Fx 1) =

r—1
= Zoind (z: X: X5 )
i=
takZe (podle (189), (192) a (194))

r—1

(195) X ind (2 X, X5 ) = n(9).

Pro ta j, pro n&Z z neni uvnitf trojihelnika 1¢ 4, je ind (z; X, X ¢;) = 0 a také
piislusné n ve (l 87) je 0. Pro zbyvajici j je pEisluné  rovno

sgn [p, 6,(1) — 6,0), 6,(2) ~ 6,0,
coZ se déle rovnd znaménku determinantu prechodu od base {p, X, X7} k basi
{p, 9,(1) — ¢;(0), ¢,(2) — ¢,(0)} (v E;), tedy také znaménku determinantu pfechodu
od base {X;, X} k basi {¢(1) — $,0), ¢,(2) — ¢,(0)} (v R), a tedy podle (94) také
ind (z; Xz, X35 ¢;) -
Sedteme-li pfes vSechna j, pro n&% je z uvnitf 11, dostaneme podle (186), (187) a
(195), ze
indg w = n(%),
co? je hledany vztah (185).
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Pe3noMe

3JJEMEHTAPHBIM CIIOCOB BBEJEHUSI UHIEKCA TOYKU
II0 OTHOHIEHMIO K IIOBEPXHOCTHU

Wb IfIEPHI:-I (Ilja Cerny), IIpara

Iycte A(i, j, k) (toe i,j, k — uensle 4mcna) obo3Hayaer Kyo, OIpe e e HHbIIA
cootsomennem (1), mycte Y — xakas-mubo HemycTas KOHEWHas cucTemMa Ky6oB
A(, j, k). A — cymma Beex xy6oB w3 U, B — cucrema Beex rpameit ky6os u3z ¥,
Jexauux Ha rpanune 4, B — ux cymma (T. e. rpanuna A). lycrs ¥ ob6nanmaeT TeMm
CBOMCTBOM, uTO KaXkIas CTOpPOHa KaXk[Io¥ IpaHd ¥3 B JEXKUT B TOYHOCTH B IBYX
Pa3IuYHBIX I'paHIx u3 B.

B craThe 3meMEHTapHBIM CIOCOOOM BBOJMTCS MHIEKC TOYKA W IO OTHOLICHHIO-
K J11060My HENPepHIBHOMY OTOOpaxeHuI0 @ MHOXeCTBa B (OIpeeNeHHbM CIOCO-
OOM OpHEHTHPOBAHHOIO) B HIpocTpaHcTBO E;. OmpeneneHue MHOEKCa IS CTOJD.
obmux oToOpaxeHuit ¢ OCHOBAHO Ha OTpEIESICHUM W CBOMCTBaX MHIEKCA TOYKH IO
OTHOIIEHHIO K ,,KyCOYHO JIHHeHHOMY oToOpaxenwro' B B E;“ (T. €. IO OTHOUICHHIO-
K ,,JIOJIM3APaJIbHOM ITIOBEPXHOCTH ‘), paBHO KaKk H Ha aNIpokcuMamuu Qbero
0TOGpaxeHHss KYCOYHO JIMHEHHBIMU OTOOpaxeHusmu (. S—12).

B n. 13 BBOmMTCs 0OlLuee ompeneseHHe MHOEKCa, a B NajbHEHIIMX maparpadax.
(14—18) uccnenyrorcs ero cpoiictBa: ecid ¢, ¥ — HEIpephIBHBIE OTOOPaKEHUS

B B E; u ecti paccrosaue (B) oT w MeHblue, yeM min | B(E) — P(&)|], To inde w =
$eB .

= indy w. VlHOeKC sBiISETCA B KXIOM cCiaraeMoM MHOXecTBa E; — &(B) mocro-
SIHHOM BENHYMHOM, B HEOTPAHWYEHHOM XK€ CllaracMoOM OH PaBeH HYJIIO.

Jn1st Toro, YTOGBI MIMETh BO3MOXHOCTDb BBIYUCIIATh HHIEKC TOYKH JIO OTHOLICHHIO-
K TIOBEXHOCTH (T. €. K HempephIBHOMY oTOOpaxeruio B B E;) M IS IpHMEHEHHI
(B ocobernoctu y Teopemsl [aycca), BBogutcs cBoictso 7(n, &, p), M HoXa3bIBaeTCs
cBs3b ceoiicTBa T(t 1, &, p) ¢ cymecTBOBaHMEM KacaTeNbHON IUIOCKOCTH, a TakKe:
BaXkHas Teopema II. 18. '

I'eomeTpuueckoe 3HageHUe cBoiicTBa T'(n, £, p) MOXKHO BHIPa3UTh B OOLUMX YepTax.
tak: Kaxnast mocraToyno Manas xpusas JKopmana Ha mosepxHocTH B, conepxamas
TOYKY ¢ ,,BHYTPH"‘, HMEET TO CBOACTBO, 4TO ee 06pa3 npu oTobpaxernun $ oboiiner
|n|-pa3 monynpsmyto P(w, p) ¢ HadaJbHOM TOYKOH W M C HanpasiieHHeM p. IIpurom
3HAaK 7 CBS3aH C OpHEHTALHed NMOBEepXHOCTH. ECIM B TOYKE, COOTBETCTBYIOLIEH
Touke &, cymecTByeT k @(B) xacaTesJbHasl IUIOCKOCTh, TO n = + 1.

Teopema u3 1. 18 mokaskiBaeT, kakuM 06pa3oM MOXHO mHaiiTh indg, w B ciydae,
ecnu cymectByeT P(w, p) Tak, 9yTo M = @_,(P(w, p)) — KOHEYHOE MHOXKECTBO
u uTo $ obnamaer B kaxaoi Touke £ e M cBoiictBoM T(n(%), &, p).
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Summary

AN ELEMENTARY DEFINITION OF THE INDEX OF A POINT
WITH RESPECT TO A SURFACE

IL1a CerNY, Praha

Let A(i, j, k) (where i, j, k are integers) be the cube defined by the relation (1), let
U be a nonempty finite system of cubes A(i, j, k), A the union of all cubes from
U, B the system of all the faces of cubes from Y which lie on the boundary of 4, let B
be their union (i. e. the boundary of A). Let us suppose that ¥ has the following
property: each side of each face from & lies in exactly two different faces from 5.

In the present paper the index of a point w with respect to an arbitrary continuous
mapping @ of the set B (appropriately oriented) into E; is defined in an elementary
manner. The definition of the index for such general mapping & is based on the
definition and properties of the index of a point with respect to a “quasilinear”
mapping of B into Ej (i. e. with respect to a *‘polyhedral surface”) and on the appro-
ximation of the general mapping by “quasilinear” mappings (§§ 5—12).

In § 13 a general definition of the index is given and in the following paragraphs.
(14—18) its properties are studied: If ¢, ¥ are continuous mappings of B into E; and
if the distance of @&(B) from w is smaller than min | @(ﬁ) — ¥(&)|l, then indy w=

&eB '

= indy w. The index is constant in each component of the set £; — cD(B); it is equal
to 0 in the unbounded component.

In order to make possible a calculation of the index of a point with respect to
a surface (i. e. with respect to a continuous mapping of B into E;) and also with view
to applications (especially in connection with Gauss’ theorem), the property T(n, &, p)
is introduced, the connection between the property T(_-t 1, ¢ p) and the existence of
the tangent plane is examined, and the important theorem of § 18 is proved.

Roughly speaking, the property T(n, &, p) has the following meaning: Each suffi-
ciently small Jordan curve on the surface B containing the point ¢ in its interior
has the property that its image under the mapping ¢ runs |n|-times around the half-
line P(w, p) with origin w and direction p. The sign of 7 is connected with the orient-
ation of the surface. If the tangent plane to ®(B) in the point corresponding to & exists,
then n = + 1. ‘

The theorem of § 18 shows how to find ind, w in the case that there exists a
P(w, p) such that M = &_,(P(w, p)) is a finite set and & has the property T(n(¢), &, p)
at each point e M.
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