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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 86 * PRAHA 15. I I . 1961 * ČÍSLO 1 

SÚVISLÉ PODGRAFY S MINIMÁLNOU HODNOTOU 
V KONEČNOM SÚYISLOM GRAFE 

ANTON KoTziG, Bratislava 

(Došlo dne 11. července 1958) 

V práci sa rieší úloha najsť v danom konečnom súvislom kladnými číslami 
ohodnotenom grafe taký súvislý podgraf, obsahujúci všetky uzly grafu, v ktorom 
súčet hodnot všetkých jeho hrán je minimálny. Isté zovšeobecnenie známého 
(a už riešeného) problému spočívá v tom, že sa pripúšťa aj také ohodnotenie 
grafu, v ktorom dve rózne hrany majú rovnakú hodnotu. Ťažiskom práce je 
odvodenie nutnej a postačujúcej podmienky pro existenciu jediného takéhoto 
podgrafu. 

1. Niektoré problémy súvisiace s úlohou vybudovat' optimálny čestný, alebo spojo­
vací systém, splňujúci isté vedjajšie podmienky a tiež problémy, kloré možno formu­
lovat ako takzvaný dopravny problém, dajú sa snadnejšie riešiť pomocou teorie 
grafov.1) Táto problematika je blízka dnes už velmi členitej literatuře (pozři napr. [2], 
H> M> H - [6], [7], [8]). V tomto příspěvku budeme sa zaoberať úlohou z vyššie 
uvedenej širšie chápanej problematiky, ktorú možno v reci teorie grafov2) formulovat' 
takto: 

Je daný súvislý ohodnotený graf G. Třeba najsť taký podgraf G* grafu G, ktorý 
(a) obsahuje všetky uzly z G; ((3) je súvislý; (y) má minimálnu hodnotu pri danom 
ohodnotení grafu G. Přitom: graf G je ohodnotený, ak každej jeho hrané je priradené 
právě jedno číslo z istej množiny čísel D, t. j . ak je dané zobrazenie 8 množiny hrán 
grafu G do množiny D. 

Pod hodnotou hrany h (resp. pod hodnotou podgrafu G') pri ohodnotení 5 sa 
rozumie číslo ó(h) e D (resp. súčet d(Gr) = ]£ S(h)). 

HeG' 

V našom příspěvku obmedzíme sa na grafy konečné a na případ, keď D je množina 
kladných reálných čísel. Isté zobecnenie problému, ktorým sa nedávno zaoberal 

*) S teoriou grafov sa čitatel móže bližsie zoznámiť v knihe D. KQNIGA [1]. Definície tu použitých 
základných pojmov možno najsť aj v [8], 

2 ) V našom příspěvku budeme sa skoro vždy pridřzať terminologie použitej Kónigom v knihe [1]; 
pre naše potřeby definujeme si v ďalšom len niektoré nové pojmy a tam, kde sa v termínoch líšime, 
výslovné na to upozorníme. 
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J. B. KRUSKAL (pozři [5]), spočívá v tom, že pripúšfame aj taký případ ohodnotenia <5, 
keď dve rózne hrany z majú tú istú hodnotu. 

Poznámka 1. Praktického významu uvedené zobecnenie pravda nemá, lebo opak 
urobil O. BORŮVKA (pozři [2]) ako zjednodušenie povodnej otázky. 

Súvislosť problému, s ktorým sa hodláme zaoberať, s problémami vyššie načrtnu­
tými je zřejmá z toho, že pod hodnotou hrany možno rozumeť napr. dížku hrany h 
v grafe realizovanom v dvoj, alebo aj viacrozmernom euklidovskom priestore, alebo 
tiež náklady spojené s vybudováním, připadne údržbou dopravnej Unky znázornenej 
hranou h příslušného grafu G, připadne náklady spojené s přepravou jednotky množ­
stva z jedného uzla do druhého uzla incidentného s touto hranou a pod. Pri takýchto 
a podobných ohodnoteniach grafu vystačíme vždy s množinou D, ktorá obsahuje len 
kladné reálné čísla. Vzhladom na apUkácie, ktoré máme na mysU, je tiež obmedzenie 
sa na súvislé a konečné grafy plné zdóvodnené. 

2. Obdobné ako v případe riešenom v [5] (t. j . keď pre rózne hrany hl9 h2 platí 
vždy 5(ÁX) 4= &(h2)9 platí aj v našom případe vždy toto: 

Lemma 1* Vfubovolnom súvislom grafe Gpri danom ohodnotení 5 existujevždy aspoň 
jeden podgraf G* tohoto grafu, ktorý má vlastnosti (a), ((3), (y). Takýto podgraf je vždy 
kostrou grafu G a obsahuje všetky tie hrany z G, ktoré nepatria do žiadnej kružnice 
grafu G. 

Dokaž. Existencia aspoň jednoho podgrafu G* s vlastnosťami (a), ([3), (y) vy­
plývá z konečnosti grafu G. Že podgraf G* s vlastnosťami (a), ((3), (y) neobsahuje 
(ako podgraf) žiadnu kružnicu vyplývá z toho, že zrušením Iubovolnej takej hrany 
súvislého grafu, ktorá patří aspoň dojednej kružnice tohoto grafu vznikne graf súvislý 
(pozři [ l], str. 54 — 55) a teda — pretože hodnota zrušenej hrany je kladné číslo — graf 
s mensou hodnotou. Preto podgraf G* s vlastnosťami (a), ((3), (y) neobsahuje kruž­
nicu, obsahuje všetky uzly z G (vlastnost' (a)), je súvislý (vlastnost ((3)), čiže: G* je 
kostrou grafu G (pozři [ l], str. 57). Napokon: Podgraf grafu G, ktorý má vlastnosť(a) 
a neobsahuje aspoň jednu takú hranu z G, ktorá nepatří do žiadnej kružnice grafu G, 
nemóže byť súvislý (nemá vlastnosť ((3)). Čiže: taký podgraf grafu G, ktorý má vlast­
nosti (a), ((3) obsahuje všetky tie hrany z G, ktoré nepatria do žiadnej kružnice grafu 
G.3) To dokazuje lemmu. 

Dohovor. K voU zostručneniu nášho vyjadrovania zavedieme označenie H(G) 
pre množinu všetkých tých hrán grafu G, ktoré sa vyskytujú aspoň v jednej kružnici 
grafu G. 

Odvoďme si teraz tuto pomocnú vetu: 

Lemma 2. Nech G je súvislý graf, 5 jeho ohodnotenie a nech H(G)je neprázdná mno­
žina. Označme znakom ht lubovolnú takú hranu z H(G), ktorá má tuto vlastnosť: Žiadna 

3 ) Hrana nepatriaca do žiadnej kružnice grafu sa nazývá často mostom. Autoři nie sú však v uží­
vaní tohoto názvu jednotní, preto ho nepoužívám. 



z hrán e H(G) nemá hodnotu vácšiu než 5(hx). Platí: aspoň jeden taký podgrqf G* 
grafu G, ktorý má vlastnosti (a), (/?), (Y), neobsahuje hranu hx. 

Dókaz. Podlá lemmy 1 existuje aspoň jeden podgraf grafu G majúci vlastnosti 
(a), ((3), (Y). Predpokladajme oproti tvrdeniu lemmy, že každý takýto podgraf obsa­
huje hranu hx a nech Gx je lubovolný takýto podgraf. Ak odstránime z grafu Gx hranu 
hx vznikne istý nesúvislý graf G2 s dvoma komponentami G2, G2.

4) Pretože hx patří do 
H(G), existuje hrana h2 e H(G) spojujúcp, v grafe G istý uzol u e G2 s istým uzlom 
v e G2. Ak přidáme ku grafu G2 hranu h2 vznikne tak graf G3, ktorý má vlastnosti 
(a), (p) a neobsahuje hranu hx. Hodnota d(G3) nemože byť váčšia než hodnota d(Gi), 
kebo podlá předpokladu je S(h2) S 6(hx). Preto buď je d(G3) < d(Gi) (a to odporuje 
předpokladu, že graf Gx má vlastnost' (Y))? alebo je d(G3) = d(Gi) a graf G3 neobsa-
hujúci hranu hx má vlastnosti (a), ((3), (Y) — spor s predpokladom, že každý takýto 
graf obsahuje hranu hx. To dokazuje lemmu.5) 

Veta 1. Nech Gje lubovolný súvislý graf sp uzlami a q hranami. Nech Sje istý ohodno-
tenie grafu G. Položme m = q — p + 1. Utvořme postupnost' podgrafov grafu G: 
G0, Gi, ..., Gm a postupnost'hrán e G: hí9 h2í ..., hm takto: Hrana htje lubovolne pevné 
zvolená taká hrana z H(G{_i), o ktorej platí: žiadna z hrán e H(Gž_i) nemá hodnotu 
vácšiu než <5(hř); graf Gt vznikne z grafu Gi^l9 ked z něho odstránime hranu ht a je 
G0 = G. Platí: Podgraf Gm má vlastnosti (a), ((3) a (Y). 

D 6kaz. Pretože graf G = G0 má p uzlov a q hrán a graf Gm vznikne z grafu G<> 
odstraněním m = q — p -F 1 hrán, pričom odstraňujeme hrany postupné tak, že 
odstranit' sa majúca hrana patří vždy aspoň do jednej kružnice příslušného grafu, j& 
graf Gm kostrou grafu G,6) čiže: Gm má vlastnosti (a), ((3). 

Podlá lemmy 1 a 2 existuje taký podgraf grafu G = G0, ktorý má vlastnosti (a), ($)» 
(Y) a neobsahuje hranu hx. Tento podgraf je tiež podgrafom grafu Gt (s uvedenými 
vlastnosťami). Z konštrukcie postupnosti G0, Gx,..., Gm a z lemmy 1 a 2 vyplývá tiežr 

že existuje taký podgraf grafu G, ktorý má vlastnosti (a), ((3), (Y) a je podgrafom tiež: 
grafu G2, G3,..., Gm. Pretože Gm je kostra grafu G, vyplývá z uvedeného ihneď, žo 
podgraf Gm má aj vlastnost (Y). Dokaž je vykonaný. 

Poznámka 2. Konštrukcia grafu Gm z vety 1 je patřičné pozměněná Kruskalova 
konštrukcia A'. 

3. Z vety 1 vyplývá, že v každom ohodnotenom súvislom grafe existuje aspoň jeden 
jeho podgraf, ktorý má vlastnosti (a), ((3) a (Y). K tomu, aby existoval jediný takýto 
podgraf stačí však, aby žiadne dve hrany grafu nemali rovnakú hodnotu v ohodno-
tení S (pozři [5]). No nie je to podmienka nutná. 

4 ) Názov komponenta užíváme náhradou za Kdnigom použitý názov „zusammenhángender 
Bestandteil". 

5 ) Na možnosť skrátenia povodně mnou vykonaného dókazu tejto lemmy ma upozornil J. SED­
LÁČEK. 

6 ) Pozři [1], str. 55-56. 



Tak na obr. 1 je znázorněný ohodnotený graf G (čísla pri jednotlivých hranách 
udávajú hodnotu hrany), v ktorom existuje jediný podgraf G* s požadovanými vlast-
nosťami (hrany e G* sú znázorněné plnými čiarami, ostatné hrany z G čiarami pře­
rušovanými), ačkolvek v množině H(G) — obsahujúcej všetky hrany e G — tri a tri 
hrany majú rovnakú hodnotu. 

Veta 2. Nech G je súvislý ohodnotený graf a G0 Tubo volný pevné zvolený taký podgraf 
grafu G, ktorý má vlastnosti (a), ((J), (y). Nech H0 = {hu h2,..., hn} je množina všet-

kých tých hrán e G, ktoré nepatria do G0. Zostroj­
me množinu kružnic K = {K1? K2,..., ..., Kn} 

\ takto: Kružnica Kře K je ta kružnica grafu G, 

x ktorá obsahuje hranu hte H0 a všetky ostatné jej 
\ 2 hrany patria do G0.

7) Platí: V grafe G existuje je-
\ diny podgraf s vlastnosťami (a), (p), (y) právě 

/ Js^ ^ N \ ^ v
 v vtedy, ked pre každé ze{l, 2, ..., n} platí: 

/y^ ^ "̂̂ îw hmna ht má váčšiu hodnotu, než kterákolvek iná 
^ AranazK ř. 

Obr. 1. D d k a z . I. Nech pre každé ie{l, 2, ..., n] 
platí: Hrana ht má váčšiu hodnotu než ktorá-

kolvek iná hrana z Kř. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že okrem kostry G0 

(pozři lemmu 1) existuje ďalšia kostra Gx grafu G, ktorá má vlastnost' (y), 
Nech hj je lubovolná hrana e H0 patriaca do G± (že takáto hrana existuje je zřejmé). 

Kružnica KjeK nemože byť podgrafom kostry G±. Nech gl9 g2, ...,gm sú tie hrany 
.z Ky, ktoré nepatria do G1? ale patria do G0, potom m = 1. Ku hrané gk(k = 1,2,..., 
..., ni) existuje právě jedna taká kružnica K^, ktorá obsahuje hranu gk a všetky ostatné 

jej hrany patria do Gx. ' 
Pretože kružnica Kj je kompozíciou8) všetkých kružnic K1? K2, ..., Km, t . j . pretože 

platí: 
Kj = K'xx K; x ... x Km

9) 

a pretože hrana hse Gx patří do Kj9 musí sa hrana hj vyskytovať v nepárnom počte 
komponovaných kružnic Ki, K2,..., Km (teda najmenej v jednej). Nech K[ je lubo­
volná z takýchto kružnic. 

Teda kružnica K- obsahuje aj hranu g( aj hranu hj. Hrana gt e G0 nemože mať 
menšiu hodnotu než hrana hje Gl5 lebo keby tomu tak bolo, potom po odstranění 
hrany hj a po přidaní hrany gt vznikla by z kostry Gt ista kostra Gí, ktorá by malá 
menšiu hodnotu než kostra Gx. To vzhladom k přijatým predpokladom nie je možné. 

7 ) Že takáto kružnica Kž existuje práve jedna, je známe — pozři napr. [1], veta 28, str. 61; mno­
žina K nazývá sa obvykle fundamentálnym systémom kružnic. 

8 ) Pod kompozíciou F0 istých grafov Fv F2,..., Fm (písané F0 = Fx x F2 x ... x Fm) 
rozumie sa taký graf F0, ktorý obsahuje všetky tie hrany a len tie hrany, ktoré sa vyskytujú v nepár­
nom počte komponovaných grafov a uzly s týmito hranami incidentné. 

9 ) Pozři napr. [1 ], str. 147. Uvažme, že všetky hrany E Kj okrem hrán gx, g2, • • .,gm patria do Gx. 



Preto je 5(g) 2> S(hj). Hrany gu gi> ••-,<<?». ( a meďzi nimi hrana g) a tiež hrana hf 

patria do kružnice Kj, teda je SQij) > S(gt); to je spor s tým, k čomu sme dospěli prv. 
Předpoklad existencíe* kostry Gt # G0, ktorá má vlastnost' (y) vedie ku sporu v pří­
pade, že pre všetkyfe {1, 2,..., n} platí: hrana hj má váčšiu hodnotu než ktorákolvek 
iná hrana z Kj. Preto v uvedenom případe existuje jediný podgraf (kostra) s vlast-
nosťami (a), (p), (y). 

II. Nech teraz aspoň v jednej kružnici Kř e K existuje hrana gj taká, že jej hodnota 
nie je menšia než <5(hj). Utvořme z kos­
try G0 kostru G0 takto'..Odstraňme z G0 

hranu gj a pridajme hranu ht. Po­
tom platí: G0 # G0, d(G0) = d(G0) + 
d(h) - 6(gj); čiže d(G0) á d(G0). Pří­
pad d(G0) < d(G0) nie je možný, lebo 
podgraf G0 by potom nemal vlastnost' 
(y). Je preto d(G0) == d(Go) a aJ kostra 
Gó (iná než G0) má ylastnosť (y) a G0 

nie je jediným podgrafom s vlastnosta? 
mi (a), ((3), (y). To dokazuje vetu. 

Mohlo by sa zdať, že ak je splněná 
podmienka pre existenciu jediného pod-
grafu G0 s vlastnosťami (a), ((3), (y) uvedená vo vete 2 (t. j . , že v Iubovolnej kružnicí 
Kř e K hrana h{ má váčšiu hodnotu než ktorákolvek iná hrana z K*), potom že platí aj 
toto: V Iubovolnej kružnici grafu G má ktorákolvek hrana patriaca do G0 menšiu hod­
notu než ktorákolvek hrana tejto kružnice nepatriacado G0. Tomu tak však nie je* 
V kružnici nepatriacej do K nemusí uvedené platif. Tak napr. jediným podgrafom grafu 
znázorněného na obr. 2 majúcim vlastnosti (a), ((3), (y) je podgraf, obsahujúci hrany 
s hodnotami 1, 2, 3, 4, 6. V kružnici K (jej hrany sú znázorněné plnými čiarannv 
ostatné hrany čiarami přerušovanými) sa vyskytuje hrana s hodnotou 6 patriaca do G0> 

zatial čo hrana tejto kružnice majúca hodnotu 5 nepatří do G0. 

\ / \ 
\ 
\ 

/ 
/ 

2 \ A \ / 
^ / X 
/ \ / \ 

/ \ / 
/ 

\ \ \ 
/ \ 

/ \ 
/ \ 
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Obr. 2. 
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Резюме 

СВЯЗНЫЕ ПОДГРАФЫ С МИНИМАЛЬНЫМ ЗНАЧЕНИЕМ 
В КОНЕЧНОМ СВЯЗНОМ ГРАФЕ 

АНТОН КОЦИГ (Ап1оп КоЫ%), Братислава 

В работе решается следующая задача: 
Пусть О — связный конечный граф, оцененный положительными числами. 

Требуется найти подграф О* графа О, обладающий следующими свойствами: 
(1) О* — связный граф, (2) О* содержит все вершины из О, (3) пусть Ох — 
какой-либо подграф из О со свойствами (1), (2) и пусть 8(Ох) — сумма значе­
ний всех ребер из 0Х9 тогда имеет место 8{0Х) ^ 8(0*). 

В [2] и [3] было при некоторых ограничениях доказано, что можно всегда 
найти хотя бы один подграф О* (со свойствами (1), (2), (3)) в каждом связном 
графе О и что этот подграф всегда является основой графа О; одновременно 
был описан простой метод для определения этого подграфа О*. 

В предлагаемой работе дается метод решения для общего случая и выводятся 
необходимые и достаточные условия, касающиеся графа С7, при которых эта 
задача имеет единственное решение. 

Zusammenfassung 

DIE ZUSAMMENHÄNGENDEN TEILGRAPHEN MIT MINIMALEM WERT 
IN DEM ENDLICHEN BEWERTETEN GRAPHEN 

ANTON KOTZiG, Bratislava 

In dieser Arbeit wird folgende Aufgabe untersucht: 
Es sei G ein zusammenhängender mit positiven Zahlen bewerteter endlicher Graph. 

Man soll einen solchen Teilgraphen G* des Graphen G finden, welcher folgende Eigen­
schaften besitzt: (1) G* ist zusammenhängend, (2) G* enthält alle Knotenpunkte aus G; 
(3) es sei Gx ein beliebiger Teilgraph von G mit den Eigenschaften (l), (2) und es sei S(GX) 
die Summe von Werten aller Kanten aus Gxi dann gilt: S(GX) ^ S(G*). 

In [2] und [3] wurde unter gewissen Beschränkungen bewiesen, daß man immer 
mindestens einen Teilgraphen G* (mit den Eigenschaften (1), (2), (3)) in jedem zu­
sammenhängenden Graphen G finden kann und daß dieser Teilgraph immer ein 
Gerüst von G ist, und zugleich wurde eine einfache Methode, beschrieben, mit deren 
Hilfe man diesen Teilgraphen G* finden kann. 

In der vorliegenden Arbeit wird eine Lösungsmethode für den allgemeinen Fall 
angegeben und notwendige und hinreichende Bedingungen für den Graphen G 
gefunden, unter welchen diese Aufgabe eine einzige Lösung besitzt. 
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