Casopis pro péstovani matematiky

Anton Kotzig

Stvislé podgrafy s minimalnou hodnotou v kone¢nom stivislom grafe

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 86 (1961), No. 1, 1--6

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117352

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1961

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117352
http://project.dml.cz

CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha
SVAZEK 86 % PRAHA 15.11.1961 * CisLoO 1

SUVISLE PODGRAFY S MINIMALNOU HODNOTOU
V KONECNOM SUVISLOM GRAFE

ANTON KOTZIG, Bratislava

(Doslo dpe 11. Cervence 1958)

V praci sa riesi tloha najst v danom konefnom sivislom kladnymi &islami
ohodnotenom grafe taky suvisly podgraf, obsahujuci vietky uzly grafu, v ktorom
sticet hodndt vSetkych jeho hran je minimalny. Isté zovSeobecnenie znamého
(a uZ rieSeného) problému spodiva v tom, Ze sa pripti§fa aj také ohodnotenie
grafu, v ktorom dve rozne hrany maji rovnaki hodnotu. TaZiskom price je
odvodenie nutnej a postadujucej podmienky pro existenciu jediného takéhoto
podgrafu.

1. Niektoré problémy suvisiace s ilohou vybudovat optimalny cestny, alebo spojo-
vaci systém, spliiujuci isté vedTajSie podmienky a tieZ problémy, kloré mozno formu-
lovat ako takzvany dopravny problém, daju sa snadnejSie riesif pomocou teorie
grafov.') Tato problematika je blizka dnes uZ velmi &lenitej literature (pozri napr. [2],
[31, [4]. [5]. [6]. [7], [8])- V tomto prispevku budeme sa zaoberat ilohou z vysiie
uvedene;j SirSie chipanej problematiky, ktort moZno v reéi teorie grafovz) formulovat
takto:

Je dany suvisly ohodnoteny graf G. Treba najst taky podgraf G* grafu G, ktory
(o) obsahuje vietky uzly z G; (B) je suvisly; (Y) m4 minimalnu hodnotu pri danom
ohodnoteni grafu G. Pritom: graf G je ohodnoteny, ak kaZdej jeho hrane je priradené
prave jedno Cislo z istej mnoZiny ¢&isel D, t. j. ak je dané zobrazenie § mnoZiny hrén
grafu G do mnoZiny D.

Pod hodnotou hrany 4 (resp. pod hodnotou podgrafu G’) pri ohodnoteni § sa
rozumie &islo 6(k) € D (resp. sudet d(G') = Y. (h)).

HeG’

V naSom prispevku obmedzime sa na grafy kone¢né a na pripad, ked D je mnoZina
kladnych redlnych &isel. Isté zobecnenie problému, ktorym sa neddvno zaoberal

1y S teoriou grafov sa &itatel moZe bliz§ie zoznamit v knihe D. K6N1GA [1]. Definicie tu pouzitych
zékladnych pojmov moZno najst aj v [8].

2) V nasom prispevku budeme sa skoro vZdy pridfzat terminologie pouZitej Kénigom v knihe [1];
pre naSe potreby definujeme si v daliom len niektoré nové pojmy a tam, kde sa v terminoch li§ime,
vyslovne na to upozornime.



J. B. KrUSKAL (pozri [5]), spoéiva v tom, Ze pript§tame aj taky pripad ohodnotenia 6,
ked dve rdzne hrany z maju tu istd hodnotu.

Poznamka 1. Praktického vyznamu uvedené zobecnenie pravda nema4, lebo opak
urobil O. BorUVKA (pozri [2]) ako zjednodu$enie pdvodnej otazky.

Stvislost problému, s ktorym sa hodldme zaoberat, s problémami vyssie naértnu-
tymi je zrejma z toho, ¥e pod hodnotou hrany mo?no rozumet napr. dizku hrany %
v grafe realizovanom v dvoj, alebo aj viacrozmernom euklidovskom priestore, alebo
tieZ naklady spojené s vybudovanim, pripadne idrZbou dopravnej linky zn4dzornenej
hranou 4 prislu$ného grafu G, pripadne naklady spojené s prepravou jednotky mnoz-
stva z jedného uzla do druhého uzla incidentného s touto hranou a pod. Pri takychto
a podobnych ohodnoteniach grafu vystadime vZdy s mnoZinou D, ktord obsahuje len
kladné realne ¢isla. Vzhladom na aplikacie, ktoré mame na mysli, je tieZ obmedzenie
sa na suvislé a koneéné grafy plne zd6vodnené.

2. Obdobne ako v pripade rieSenom v [5] (t. j. ked pre rdzne hrany Ay, h, plati
vzdy 8(hy) #+ 8(h,), plati aj v naom pripade vZdy toto:

Lemma 1. V [ubovolnom suvislom grafe G pri danom ohodnoteni § existujevZdy aspori
Jjeden podgraf G* tohoto grafu, ktory md vlastnosti (), (B), (). Takyto podgraf je vidy
kostrou grafu G a obsahuje vSetky tie hrany z G, ktoré nepatria do Ziadnej kruZnice
grafu G.

Dékaz. Existencia aspoii jednoho podgrafu G* s vlastnostami («), (B), (Y) vy-
plyva z konednosti grafu G. Ze podgraf G* s vlastnostami {a), (8), () neobsahuje
(ako podgraf) Ziadnu kruZnicu vyplyva z toho, Ze zruSenim Iubovolnej takej hrany
stivislého grafu, ktora patri asponi do jednej kruZnice tohoto grafu vznikne graf suvisly
(pozri[1], str. 54 —55) a teda — pretoZe hodnota zrusenej hrany je kladné &islo — graf
s menSou hodnotou. Preto podgraf G* s vlastnostami («), (8), (Y) neobsahuje kruz-
nicu, obsahuje vetky uzly z G (vlastnost («)), je suvisly (vlastnost (B)), &iZe: G* je
kostrou grafy G (pozri [1], str. 57). Napokon: Podgraf grafu G, ktory mé vlastnost (o)
a neobsahuje aspori jednu taku hranu z G, ktora nepatri do Ziadnej kruZnice grafu G,
nemdZe byt suvisly (nema vlastnost (8)). CiZe: taky podgraf grafu G, ktory m4 vlast-
nosti («), (B) obsahuje vietky tie hrany z G, ktoré nepatria do Ziadnej kruZnice grafu
G.?) To dokazuje lemmu.

Dohovor. K vdli zostruéneniu nasho vyjadrovania zavedieme oznadenie H(G)
pre mnoZinu vSetkych tych hran grafu G, ktoré sa vyskytuji aspoii v jednej kruZnici
grafu G.

Odvodme si teraz tito pomocni vetu:

Lemma 2. Nech G je suvisly graf, 8 jeho ohodnotenie a nech ﬁ(G) Je neprdzdna mno-
%ina. Oznacéme znakom hy Iubovolnii takd hranu z H(G), ktord md tito viastnost: Ziadna

3) Hrana nepatriaca do Ziadnej kruZnice grafu sa nazyva &asto mostom. Autori nie st viak v uZi-
vani tohoto ndzvu jednotni, preto ho nepouzivam.
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z hrdn € H(G) nemd hodnotu vicsiu ne? 5(hy). Plati: aspori jeden taky podgraf G*
grafu G, ktory md viastnosti («), (B), (), neobsahuje hranu h,.

Dodkaz. Podla lemmy 1 existuje aspotfi jeden podgraf grafu G majici vlastnosti
(), (B), (7). Predpokladajme oproti tvrdeniu lemmy, Ze kaZdy takyto podgraf obsa-
huje hranu £, a nech G, je lubovolny takyto podgraf. Ak odstranime z grafu G, hranu
hy vznikne isty nesuvisly graf G, s dvoma komponentami G,, G,.*) PretoZe h, patri do
H(G), existuje hrana &, € H(G) spojujica v grafe G isty uzol u€ G, s istym uzlom
ve G,. Ak priddme ku grafu G, hranu %, vznikne tak graf G,, ktory ma vlastnosti
(), (3) 2 neobsahuje hranu %,. Hodnota d(G5) neméZe byt va&sia neZ hodnota d(G,),
kebo podla predpokladu je d(h,) < 8(h,). Preto bud je d(G;) < d(G,) (a to odporuje
predpokladu, Ze graf G, ma vlastnost (y)), alebo je d(G,) = d(G,) a graf G5 neobsa-
hujtci hranu k; ma vlastnosti («), (8), (y) — spor s predpokladom, Ze kazdy takyto
graf obsahuje hranu 4,. To dokazuje lemmu.s)

Veta 1. Nech G je lubovolny suvisly graf s p uzlami a q hranami. Nech d je isty ohodno-
tenie grafu G. Polo¥me m = q — p + 1. Utvorme postupnost podgrafov grafu G:
Gy, Gy, ..., G,, a postupnost hrdn e G: hy, h,, ..., h,, takto: Hrana h; je lubovolne pevne
zvolend takd hrana z H(G;_,), o ktorej plati: fiadna z hrdn e H(G;_,) nemd hodnotu
vacsiu nef 8(h,); graf G, vznikne z grafu G;_,, ked z neho odstrdnime hranu h; a je
Gy = G. Plati: Podgraf G,, md vlastnosti («), (8) a (¥)-

Dokaz. PretoZe graf G = G, ma p uzlov a ¢ hran a graf G,, vznikne z grafu G,
odstrinenim m = g — p + 1 hran, priom odstraiiujeme hrany postupne tak, Ze
odstranit sa majuca hrana patri vZdy aspoii do jednej kruZnice prislu§ného grafu, je
graf G, kostrou grafu G,°) &iZe: G,, ma vlastnosti («), (B).

Podla lemmy 1 a 2 existuje taky podgraf grafu G = G, ktory maé vlastnosti (), (B).
(Y) a neobsahuje hranu 4,. Tento podgraf je tieZ podgrafom grafu G, (s uvedenymi
vlastnost’ami). Z konStrukcie postupnosti Go, Gy, ..., G, a z lemmy 1 a 2 vyplyva tieZ,
¥e existuje taky podgraf grafu G, ktory ma vlastnosti («), (), (Y) a je podgrafom tiez
grafu G,, Gs, ..., G,,. PretoZze G, je kostra grafu G, vyplyva z uvedeného ihned, Ze
podgraf G,, mé aj vlastnost (y). Dokaz je vykonany.

Poznamka 2. Konstrukcia grafu G,, z vety 1 je patri€ne pozmenend Kruskalova
konstrukcia A4'.

3. Z vety 1 vyplyva, Ze v kaZdom ohodnotenom stivislom grafe existuje aspoii jeden
jeho podgraf, ktory m4 vlastnosti (), (8) a (v). K tomu, aby existoval jediny takyto
podgraf stadi vak, aby Ziadne dve hrany grafu nemali rovnakd hodnotu v ohodno-
teni 8 (pozri [5]). No nie je to podmienka nutna.

4) N4zov komponenta u¥ivame nihradou za K&nigom pouZity ndzov ,zusammenhingender
Bestandteil ‘.

5) Na moznost skratenia pdvodne mnou vykonaného ddkazu tejto lemmy ma upozornil J. SEp~
LACEK.

) Pozri [1], str. 55— 56.




Tak na obr. 1 je znizorneny ohodnoteny graf G (&isla pri jednotlivych hranach
udéavaju hodnotu hrany), v ktorom existuje jediny podgraf G* s pozadovanymi vlast-
nostami (hrany € G* st znizornené plnymi. iarami, ostatné hrany z G &arami pre-
rufovanymi), atkolvek v mnoZine H(G) — obsahujucej vietky hrany e G — tri a tri
hrany maji rovnakd hodnotu.

Veta 2. Nech G je sivisly ohodnoteny graf a G, lubovolny pevne zvoleny taky podgraf
grafu G, ktory md vlastnostz («), (B), (Y)- Nech Hy = {hy, hs, ..., h,} je mnoZina vset-
kych tych hrdn e G, ktoré nepatria do G,. Zostroj-
me mnoZinu kruznic K = {K;, K,,..., ..., K,}
takto: Krufnica K;e K je td krutnica grafu G,
ktord obsahuje hranu h;e H, a vetky ostatné jej
hrany patria do G,.") Plati: V grafe G existuje je-
diny podgraf s viastnostami («), (B), (y) prdve
vtedy, ked pre kaZdé ie{l, 2, ..., n} plati:
hrana h; md vaésiu hodnotu, nez kterdkolvek ind
hrana z K;.

Dokaz. 1. Nech pre kazdé ze{l 2, ..., n}
plati: Hrana A; mé vicSiu hodnotu nez ktora-
kolvek ind hrana z K;. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, Ze okrem kostry G,
{pozri lemmu 1) existuje dalsia kostra G, grafu G, ktord ma vlastnost (7).

Nech #; je Tubovolna hrana e H,, patriaca do G, (Ze takéto hrana existuje je zrejmé).
KruZnica K; € K nemdZe byt podgrafom kostry G,. Nech g;, g3, ..., &n SU tie hrany
z K, ktoré nepatria do Gy, ale patria do G, potom m = 1. Ku hrane g, (k =1,2,...,

., m) existuje prave jedna taka kruZnica K;, ktora obsahuje hranu g, a vietky ostatné
jej hrany patria do G,. ‘

PretoZe kruZnica K; je kompoziciou®) vietkych kruznic Ki, K, ..., Ky, t.]. pretoze
plati:

K;=K; x Ky x ... x K, °)

a pretoZe hrana h;e G, patri do K;, musi‘sa hrana h; vyskytovat v nepdrnom pocte
komponovanych kruZnic K;, K, ..., K,, (teda najmenej v jednej). Nech K; je Iubo-
volna z takychto kruZnic.

Teda kruZnica K; obsahuje aj hranu g; aj hranu A ;. Hrana g;e G, nemdZe mat
menSiu hodnotu nez hrana 4; e G4, lebo keby tomu tak bolo, potom po odstraneni
hrany k; a po pridani hrany g; vznikla by z kostry G, ista kostra G;, ktor4 by mala
mensiu hodnotu neZ kostra G,. To vzhladom k prijatym predpokladom nie je moZné.

7y Ze takato kruznica K; existuje prave jedna, je zndme — pozri napr. [1], veta 28, str. 61; mno-
%ina K nazyva sa obvykle fundamentdlnym systémom kruZnic.

8) Pod kompoziciou F, istych grafov F,, F,,...,F, (pisané F, = Fy X F, X ... X F,)
rozumie sa taky graf F,, ktory obsahuje vSetky tie hrany a len tie hrany, ktoré sa vyskytuju v nepar-
nom pocte komponovanych grafov a uzly s tymito hranami incidentné.

®) Pozri napr. [1], str. 147. UvéZme, e vietky hrany € K; okrem hrén g1, &2 ---» &, Patria do G;.



Preto je 6(g;) = 6(k;). Hrany gi, &2, -.., &, (a medzi nimi hrana g;) a tieZ hrana 4;
patria do kruznice K, teda je 8(h;) > &(g;); to je spor s tym, k Eomu sme dospeli prv.
Predpoklad existencie kostry G; #+ G, ktora ma vlastnost (y) vedie ku sporu v pri-
pade, Ze pre vietky je {1, 2, ..., n} plati: hrana 4; m4 vé&§iu hodnotu neZ ktorakolvek
ind hrana z K;. Preto v uvedenom pripade existuje jediny podgraf (kostra) s vlast-
nostami (), (B), (Y)-

II. Nech teraz aspoti v jednej kruZnici K; € K existuje hrana g; také, Ze jej hodnota
nie je mensia neZ &(h;). Utvorme z kos-
try G, kostru G, takto: Odstrafime z G,
hranu g; a pridajme hranu 4; Po-
tom plati: G, + G, d(Go) = d(G,) +
5(h;) — &(g;); Gize d(G,) £ d(G,). Pri-
pad d(G,) < d(G,) nie je mozny, lebo
podgraf G, by potom nemal vlastnost
(Y)- Je preto d(Go) = d(G,) a aj kostra
G, (ind neZ G,) ma ylastnost (y) a G,
nie je jedinym podgrafom s vlastnosta-
mi («), (), (). To dokazuje vetu. .

Mohlo by sa zdaf, Ze ak je splnena Obr. 2.
podmienka pre existenciu jediného pod-
grafu G, s vlastnostami (), (B), (Y) uvedena vo vete 2 (t. j., Ze v Iubovolnej kruZnici
K, e K hrana h; mé vi&iu hodnotu neZ ktorakolvek ina hrana z K), potom Ze plati aj
toto: VIubovolnej kruZnici grafu G ma ktorakolvek hrana patriaca do G, mensiu hod-
notu neZ ktorakolvek hrana tejto kruzZnice nepatriaca do Gy. Tomu tak vSak nie je.
V kruZnici nepatriacej do K nemusi uvedené platit. Tak napr. jedinym podgrafom grafu
znAzorneného na obr. 2 majiicim vlastnosti («), (8), () je podgraf, obsahujiici hrany
s hodnotami 1, 2, 3,4, 6. V kruZnici K (jej hrany si zn4zornené plnymi &iarami,
ostatné hrany &iarami preru§ovanymi) sa vyskytuje hrana s hodnotou 6 patriaca do G,
zatial o hrana tejto kruZnice majica hodnotu 5 nepatri do G,.
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Pes3omMe

CBA3SHBIE IIOATI'PA®BI C MUHUMAJIBHBIM 3HAYEHHWEM
B KOHEYHOM CBA3HOM I'PA®E

AHTOH KOILIUI (Anton Kotzig), BpaTtucnasa

B paboTe perraercs ciemyromas 3amadga:

IIyeme G — ceAa3nblil KOHeunwlil 2pad, OYEHeHHbIE NOAOHCUMENLHBIMU YUCAAMU.

Tpebyemca naiimu nodzpad G* zpaga G, obaadarowuii cAedYIOWUMU CEOTICMEAMU:
(1) G* — ceasuwiii 2pad, (2) G* cooepmcum ece eepuunvl u3 G, (3) nycmo G, —
Kaxoii-nu6o noozpad uz G co cgoticmeamu (1), (2) u nycme S(G,) — cymma snaue-
Huii écex pebep uz G, mozoa umeem mecmo S(G,) = S(G¥).
B [2] m [3] 6bUI0 NpH HEKOTOPHIX OIPAHMYEHHAX HOKA3aHO, YTO MOXHO BCErIa
Ha#TH X0Ts Ol omuE moxrpad G* (co ceoicteamH (1), (2), (3)) B KaXa0OM CBA3HOM
rpade G ¥ 9TO 3TOT moArpad Bceraa sABIAETCI OCHOBOH rpada G; oHHOBPEMEHHO
OBUI OIIACAH IPOCTOH METON IJIS ONpeNeNieHHs 3TOro moiarpada G*.

B npemaraemoii paboTe maeTcs METOMN PEUEHHS IS OOIIEero ciry9ast ¥ BRIBOIATCS
geoOxonuMeBIe U IOCTATOYHEIE YCJIOBHS, Kacaromuecs rpada G, mpu KOTOPBIX 3Ta
3aJaya MeeT eIUHCTBEHHOE pPeIieHHe.

Zusammenfassung

DIE ZUSAMMENHANGENDEN TEILGRAPHEN MIT MINIMALEM WERT
IN DEM ENDLICHEN BEWERTETEN GRAPHEN

AnNTON KOTZIG, Bratislava

In dieser Arbeit wird folgende Aufgabe untersucht:

Es sei G ein zusammenhdngender mit positiven Zahlen bewerteter endlicher Graph.
Man soll einen solchen Teilgraphen G* des Graphen G finden, welcher folgende Eigen-
schaften besitzt: (1) G* ist zusammenhdingend, (2) G* enthdlt alle Knotenpunkte aus G;
(3) es sei G, ein beliebiger Teilgraph von G mit den Eigenschaften (1),(2) und es sei S(G,)
die Summe von Werten aller Kanten aus G, dann gilt: S(G,) = S(G*).

In [2] und [3] wurde unter gewissen Beschrinkungen bewiesen, dal man immer
mindestens einen Teilgraphen G* (mit den Eingenschaften (1), (2), (3)) in jedem zu-
sammenhingenden Graphen G finden kann und daB dieser Teilgraph immer ein
Geriist von G ist, und zugleich wurde eine einfache Methode, beschrieben, mit deren
Hilfe man diesen Teilgraphen G* finden kann.

In der vorliegenden Arbeit wird eine Losungsmethode fiir den allgemeinen Fall
angegeben und notwendige und hinreichende Bedingungen fiir den Graphen G
gefunden, unter welchen diese Aufgabe eine einzige Losung besitzt.
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