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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 85 (1960), Praha

BEMERKUNG ZU EINER HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE

BepkicH PoNDELICER, Podébrady
(Eingegangen am 3. August 1959)

Der vorliegende Artikel enthélt die folgenden zwei Hauptergebnisse:
Satz 1 ist eine Verallgemeinerung des bekannten Satzes iiber einfach
archimedisch geordnete Gruppen (1, XIV) auf eine Klasse der Halb-
gruppen; Satz 2 ist eine Anwendung disses Satzes fir eine Halbgruppe
der Endomorphismen auf einer einfach geordneten Menge (vergleiche
Satz 3, [2]).

In der Arbeit [2] wurde folgender Satz bewiesen: Auf der Halbgruppe I" der
Endomorphismen auf M, welche die Eigenschaft (y) hat, sind folgende Eigen-
schaften dquivalent: ‘

a) I ist stark monozyklisch;

b) I' ist monozyklisch und geniigt der linksseitigen Kiirzungsregel,

c) I' ist von links archimedisch geordnet und divergent. (Wir beniitzen die
Begriffe und Symbole der angefiithrten Arbeit.)

Wir betrachten folgende Eigenschaft der Halbgruppe I™:

d) I ist monozyklisch und kommutativ.

Nach Anmerkung 2 der Arbeit [2] folgt, dass d == a, b, ¢ gilt. Also entsteht
hier die Frage, ob auch a, b, ¢ =>d gilt. Positive Antwort auf diese Frage gibt
der Satz 2 dieser Arbeit. Bevor wir zum Beweis dieses Satzes kommen, be-
weisen wir Satz 1, welcher eigentlich den bekannten Satz iiber eine einfach
archimedisch geordnete Gruppe ([1], XIV) auf eine Klasse der Halbgruppen
verallgemeinert.

Unter einer Halbgruppe verstehen wir ein assoziatives Gruppoid. Unter dem
Finserelemente e des Gruppoides I' verstehen wir so ein Element e e I', fiir wel-
ches ea = a = ae (fir alle ael) gilt. Bs ist offenbar, dass jedes Gruppoid
hochstens ein Einserelement hat. Wir sagen, dass das Gruppoid der rechis-
(links-)seitigen Kiirzungsregel gentigt, wenn

ac=bc=>a=0>, (ca=cb=0a=0>)

gilt. I' sei ein Gruppoid, wir definieren die Relation o(I") = I' x I" folgender-

410




massen: (a, b) e o(I') gilt dann und nur dann, wenn. ein solches 7 e I' existiert,
dass a = rb oder @ = br oder ra = b oder ar = b gilt.

Unter einem tetlweise geordneten Gruppoid verstehen wir so ein Grupp01d
welches teilweise geordnet ist und fiir das o < b = ac < be, ca < cb gilt. Wir
sagen, dass die einfach geordnete Halbgruppe (mit einem Einserelement e) von
rechts (links) archimedisch geordnet ist, wenn fiir a < b, ¢ > e, resp. a < b,
¢ < e ein solches n e N (N bedeutet in der ganzen Arbeit die Menge aller na-
tiirlichen Zahlen) resp. m e N existiert, dass ac® = b (¢*a = b) resp. a = be™
(@ = ¢™b) gilt.

Satz 1. I ser eine von links archimedisch geordnete Halbgruppe (mit einem
Einserelement e) und geniige der rechisseitigen Kirzungsregel. I' habe folgende
Eigenschaft:
R) a,bel'; a,b<ela,b>e)=(a,b)eo(l).
Dann ist die Halbgruppe I' kommutativ und in eine einfach geordnete additive
Gruppe aller reellen Zahlen einbettbar.

Bevor wir den Beweis dieses Satzes bringen, beweisen wir einige Hilfssitze.

In den Hilfssdtzen 1—17 setzen wir voraus, dass die Voraussetzungen des
Satzes 1 erfiillt sind.

Hilfssatz 1. a < b = ac < be.

Beweis. a < b=-ac < be. Wenn ac = bc ist, dann ist ¢ = b (durch die
rechtsseitige Kiirzungsregel) und das ist ein Widerspruch.

Hilfssatz 2. ac < bc=a < b (ca < cb=>a < b).

Beweis. Nach Voraussetzung ist I" einfach geordnet. Wir setzen voraus, dass
a = b ist, dann ist ac = bc oder ca = ¢b, und das ist ein Widerspruch.

Hilfssatz 3. ab = ¢ = ba = e. '

Beweis. (ba)? = b(ab) a = bea = ¢e(ba) = ba = e.

Hilfssatz 4. ¢ < ab = e < ba (e > ab =e > ba).

Beweis. Wenn ¢ < ab ist, dann ist nach Hilfssatz 1 ¢ < aba, und nach
Hilfssatz 2 e < ba.

Hilfssatz 5. ¢ < b= a" < b (neN).

Beweis. Wir werden die Induktion nach n beweisen. Offenbar gilt Hilfs-
satz 5 fiir n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 5 fiir » gilt, dann ist
(nach Hilfssatz 1) a* < b* = a1 < ab®; a < b=>ab* < b**, und @+ <
< b‘n+l.

Hilfssatz 6. a® = 0" (ne N) =~a = b.

Der Beweis ergibt sich aus Hilfssatz 5 und aus der einfachén Anordnung
der Halbgruppe I
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Hilfssatz 7. a» < b" (ne N) = a < b.

Beweis. Wir setzen voraus, dass a == b ist, dann ist nach Hilfssatz 5 an = b,
was in Widerspruch ist.

Hilfssatz 8. ab = e = a™" = a (ne N).

Der Beweis folgt leicht aus Hilfssatz 3.

Hilfssatz 9. e < ab=-¢ < a™" (ne N)

(e > ab=>e > a™b” (n e N)).

Beweis. Wir beweisen die vollstindige Induktion nach n. Offenbar gilt
Hilfssatz 9 fiir n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 9 fiir » gilt, dann
iste < a™" = ab < artlhntl = ¢ < gntIhRL,

Hilfssatz 10. amb* = ¢ (ne N) = ab = e.
Der Beweis folgt aus Hilfssatz 9 und aus der einfachen Anordnung der Halb-
gruppe I. _
Hilfssatz 11. ¢ < a"b" (ne N) = ¢ < ab,
(e > anb™ (ne N) =e > ab).
Der Beweis folgt aus den Hilfsséitzen 8 und 9 und aus der einfachen Anord-
nung der Halbgruppe I

Hilfssatz 12. e < a, m < n (m, ne N) =a™ = an.

Beweis. Wenn m = n ist, dann ist a™ = a*. Wenn m < # ist, dann ist
n — me N, und dann ist nach Hilfssatz 5 ¢ < an-m, woraus nach Hilfssatz 1
am™ < ar folgt.

Hilfssatz 13. ¢ == a, a* = a™ (m, ne N) =>m = n.

Der Beweis folgt aus der Giiltigkeit der rechtsseitigen Kiirzungsregel.

Hilfssatz 14. ab < ba = a™b” < (ab)* < (ba)* < b"a™ (ne N).

Beweis. Wir beweisen die Induktion nach n. Offenbar gilt Hilfssatz 14 fiir
n = 1. Wir setzen also voraus, dass Hilfssatz 14 fiir » gilt, dann ist nach Hilfs-
satz 5 (ab)"*! < (ba)*+! und an+ibntl = a(amd™) b < a(ba)*b = (ab)*'*. Endlich
ist

(ba)ntt = b(ab)* @ < b(bran) @ == brtiantl .

g" 2 b (nelN)=(hg)* = ab).

Beweis. Wenn kg < gh ist, dann ist nach Hilfssatz 14 (hg)* < g"h" = ba =
= ab. Wenn gh < hg ist, dann ist wieder nach Hilfssatz 14 (hg)* < A"g" == ab.

Hilfssatz 16. ab =ba, ¢ < h*a, e < g®b (ne N)=e¢ < (hg)r ab (ab = ba,
e=h"a, e = g™ (neN)=e = (hg)" ab).

Beweis. Wenn gh < hyg ist, dann ist nach Hilfssatz 14 grA» < (h9)", und
e S ha=g" < g"hra = g» < (hg) a = g"b < (hg)" ab, daher ist ¢ = (hg)" ab.

412



Hilfssatz 17. ab = ba, e < h*a, ab < g" (ne N)=b < (hg)* (ab = ba, e =
= h*a, ab = g* (ne N) =b = (hg)").

Beweis. Wenn hg < gh ist, dann ist nach Hilfssatz 14 h7g" < (hg)*, und
e S ha=b=<hab=0b = hg"=b < (hg)». Wenn gh < hg ist, dann ist
wieder nach Hilfssatz 14 ¢g"h" < (hg)", und e < ha = g" < g"W'a = ba =
=< g"h"a = (nach Hilfssatz 2 und der rechtsseitigen Kiirzungsregel) b < g h» =~
=b = (hg)" '

Der letzte Hilfssatz betrifft reelle Zahlen.

Hilfssatz 18. «, B, v seien reelle Zahlen. Die Qleichung y = « + B gilt dann
und nur dann, wenn X, S x Xy, Yy SPSYy=>0 + Y S Y =0, + Y,
wobet x,, Ty, Yy, Yy rationale Zahlen sind.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist offensichtlich. Es sei y <
< o + B. Offenbar existiert eine rationale Zahl z so, dass y < z < & + f ist,
woraus z — f < « folgt. Also existiert eine rationale Zahl z, so, dassz — f <
< % < o ist, woraus y, =z — x, < § folgt. Nach der Voraussetzung des
Hilfssatzes 18 ist y < z=2; + y; < p, was in Widerspruch ist. Ebenso
kommen wir zu einem Widerspruch fir x + f < y. Also gilt y = &« + .

Beweis des Satzes 1. Wenn I' = {¢} ist, dann ist I" offenbar kommutativ
Wéhlen wir ein beliebiges aber festes Element fe I', f > e. Wir definieren die
Abbildung ¢ der Halbgruppe I" auf die Menge aller reellen Zahlen: p(e) = 0. Sei
h > e (heI’). Nach den Hilfssédtzen 5, 6 und 7, konnen wir die Menge der posi-
tiven rationalen Zahlen P und L definieren

(m,n,r,se N; mn—re P<>hr < fm, rs~re L<>h® = fr).

Aus der einfachen Anordnung der Halbgruppe I"folgt, dass L u P die Menge
aller positiven rationalen Zahlen ist. Ist

mn=t, rsteL nP (mmn,rselN),

dann ist A* = f und h* = fr, und frr = hn¢ = fm*, woraus nach Hilfssatz 13
nr = ms folgt. Die Menge P und L enthalten also hchstens ein gemeinsames
Element. Wenn rs~1 = mn-1¢ P ist (m, n, r, se N), dann ist b» < f*» und ms =
= nr, und nach Hilfssdtzen 5 und 12 ist A7 < fme < 7, woraus nach den Hilfs-
satzen 6 und 7 h* < fr folgt, ist rs~1e P. Wenn rs~ =< mn~te L ist (m, n, 7,
se N), dann stellt man auf gleiche Weise fest, dass rs~* e L ist. Endlich be-
weisen wir, dass die Mengen P und L nicht leer sind. Sei # < f, dann existiert
ein solches re N, dass A" = f ist, und r~*e L und 1¢ P. Sei b = f, dann ist
le¢ P n L. Sei b > f, dann existiert ein solches 7 ¢ NV, dass 2 < f ist, dann ist
re P und le L. Offenbar bildet das Paar (L, P) Dedekindschunitt auf der
Menge aller positiven rationalen Zahlen und bestimmt so eine positive reelle
Zahl welche wir mit ¢(k) bezeichnen.

413




Es sei & < ¢ (hel'). Nach den Hilfsséitzen 8, 7, 9 und 10 kénnen wir die
Menge der negativen rationalen Zahlen P und L definieren (m,n,r,se N;
— mn~te P<e = h*f", — rs~le L<>e¢ < h%f7). Offenbar ist L u P die Menge
aller negativen rationalen Zahlen. Ist — mn=, —rs*e L n P (m, n,r, 8¢ N),
dann ist e = h2fm und e = %", und nach Hilfssatz 8 hr7fmr = ¢ = hmsfmr,
woraus A*r = hms folgt, daher ist nr = ms (nach Hilfssatz 13). Die Mengen P
und L enthalten also hochstens ein gemeinsames Element.

Wenn — rs—1 = — mn~e Pist (m, n, r, e N), dann ist ¢ = A%f™ und ms =
= mr, und nach den Hilfssdtzen 8, 9 und 12 ist e = Arsfms = hnsfrr, woraus
nach den Hilfssitzen 10 und 11 e = h*fr folgt, daher ist — rs~1e P. Wenn
— 17871 < — mn~te List (m, n, 7, s ¢ N), dann stellt man auf gleiche Weise fest,
dass — rs—1 ¢ L ist. Es bleibt zu beweisen, dass die Mengen P und L nicht leer
sind. Offenbar existieren solche m, ne N, dass e = A™f und e < f*h gilt. Nach
den Hilfssitzen 3 und 4 ist ¢ < hf?, dann ist — m~1e P und — n e L. Offenbar
bildet das Paar (L, P) den Dedekindschnitt auf der Menge aller negativen
rationalen Zahlen, und bestimmt so eine negative reelle Zahl, welche wir wieder
mit ¢(h) bezeichnen.

2. Wir beweisen die Richtigkeit der Behauptung
1) plhg) = (k) + ¢(g) (hgeT).

Wenn h = ¢ oder g = e ist, dann ist der Beweis trivial. Wenn ¢ < h, g ist,
dann ist B* = f», g» = fr (m, n, r € N) = (hg)® = f™*" (nach dem Hilfssatz 15),
was eigentlich bedeutet, dass mn='¢ L,, rn~* e L, = mn~* 4+ rn~* e L,,. Weiter
ist b < fm, g* < f7 (m, m, r e N) = (hg)» < fmt7, was bedeutet, dass mn=te P,,
rn~te P, =>mn"! 4 rn~te P,,. Die Richtigkeit der Behauptung (1) folgt aus
Hilfssatz 18. .

Wenn k2 < e <g und e < hg ist, dann ist e = A", g = [, r —m > 0
(m,n,reN)=>(hg)» = f~m (nach Hilfssatz 17), was bedeutet, dass — mn-1e
eL, ™m'eL, m!'—mnl>0=rmt!—mnlel, gilt. Weiter gilt
—mn e Py, ™m1eP,, ml—mnl>0=>rmt— mnleP,,. Aus Hilfs-
satz 18 folgt die Behauptung (1).

Wenn g < e < hund e < hyg ist, dann existiert so ein n € N, dass e << h%yg ist,
und nach Hilfssatz 4 ist e < gh», woraus e < hgh" folgt. Aus der Behauptung
o(hg) + (h") = (hgh") = p(h) + ¢(gh") = @(h) + @(9) + @(k) folgt die Be-
hauptung (1).

Wenn e = hg ist, dann ist nach Hilfssatz 3 hg = gh. Wir kdnnen also voraus-
setzen, dass e < ¢ ist. Aus der Behauptung ¢ = hg? folgt, dass ¢(g9) = @(k) +
+ ¢(g®) = (k) + ¢(9) + ¢(9), und (k) + @(g) = O ist. ‘

Wenn hg < ¢ und ¢ < h ist, dann ist g < e. Offenbar existiert so ein n e IV,
dass e < h*+1g ist. Aus der Behauptung @(h*) + ¢(hg) = @(h**?) = @(h™*?) +
+ plg) = g(h") + ¢(h) + (g) folgt die Behauptung (1). -
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Wenn hg < e und h < e ist, dann existiert so ein n e N, dass e < f*hg und
e < fr ist. Aus der Behauptung ¢(f") + @(hg) = ¢(f"hg) = @(f*h) + ¢(g) =
= (") + plk) + plg) folgt die Behauptung (1).

3. Jetzt beweisen wir, dass die Abbildung ¢ umkehrbar eindeutig ist. Ist
@(h) = @(g) (b, ge I'), dann ist entweder h = ¢ = g odere < h, g, oder k, g < e.
Aus der Eigenschaft (R) folgt, dass (%, g) € o(I") ist. Aus (1) folgt, dass ¢(r) = 0
ist, woraus r = e, also kb = g folgt.

4. Bsseih, g e I'. Aus der Behauptung p(hg) = @(h) + @(9) = ¢(9) + @(h) =
= g(gh) folgt, dass hg = gh ist. Die Halbgruppe I" ist also kommutativ. Wenn
die Halbgruppe I" das Element f > e nicht enthilt, beweisen wir Satz 1 analog
mit Hilfe irgend eines Elementes /' < e. -

Anmerkung. Der Leser stellt fest, dass Satz 1 auch dann gilt, wenn I" der
linksseitigen (statt rechtsseitigen) Kiirzungsregel geniigt. Somit gilt Satz 1 auch
dann, wenn wir voraussetzen, dass I” von rechts (statt von links) archimedisch
geordnet ist. Die Kiirzungsregel und die Eigenschaft (R) der Halbgruppe
I" sind aber notwendige Voraussetzungen fiir Satz 1, wie folgende Bespiele
zeigen:

Beispiel 1. I" sei eine natiirlich geordnete Menge der reellen Zahlen. I =
= (0, w0) — (0, 1). Das Multiplizieren in I" definieren wir auf folgende Weise:

vy=2z+[yl, 2>0; ay=y, =0

fiir 2, y e I', wo [y] das grosste Ganze der reellen Zahl y ist. Offenbar ist 0 das
Einserelement des Gruppoides I". Also geniigt es das assoziative Gesetz nur fiir
positive Zahlen zu beglaubigen. Es sei z,y,z = 1, dann ist (2y)z = (z +
+We=2+yl+ =2+ [y + [2]] = 2(y + [2]) = 2(y2). Es sei x < 3;
x,y,2zel. Wenn y = 0 ist, dann ist 2z = 2 < z = y2. Wenn z = 0, y = 1 ist,
dann ist 2z =2 < y + [2] = y2. Wenn 2,y = 1 ist, dann ist zz =z + [2] <
<y -+ [2] = yz. Wenn z = 0 ist, dann ist 2z = 2 < y = 2zy. Wenn z = 1 ist,
dann ist 2z = 2z + [z] < z + [y] = 2y. I ist also eine einfach geordnete Halb-
gruppe.

Esseix,y,zel, x < y,z = 1, dann ist [z] = 1. Offenbar existiert ein n ¢ N,
dass m X [2] + [x] =y ist, dann ist 22 =z4+ (n — 1) X [z] + [2] =2 —
— ]+ n X [z] + [x] = n X [2] + [#] = y. I'ist also archimedisch von links
geordnet.

Es sei 2z =yz (v,y,2¢I"). Wenn 2 = 0, y = 1 ist, dann ist z = 2z = yz =
=y + [z] und y =z — [z] < 1, das ist jedoch ein Widerspruch. Offenbar ist
x = 0=y =0, und daher ist 2 = y. Wenn 2,y = 1 ist, dann ist z + [z] =
== 2z = yz = Y + [2], daher ist = y. Also geniigt in I" der rechtsseitigen Kiir-
zungsregel.

Wir stellen leicht fest, dass I” nicht die Eigenschaft (R) hat, und auch nicht
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kommutativ ist. Zum Beispiel sind die Zahlen 1, 3 e I" nicht vertauschbar und
in der Relation o(I") enthalten.

Beispiel 2. I' sei eine beliebige Menge mit drei Elementen. I = (a, ¢, b). Das
Multiplizieren in I" definieren wir mit dem Multiplikationsschema

b

| R

e
" ala a a

e e b

b|b b b )
Die Menge I" ordnen wir folgendermassen an: ¢ < e < b. Wir stellen leicht fest,
dass I' eine einfach geordnete Halbgruppe mit dem Einserelement e ist.

Esseix <y (z,yel). Offenbarist bx = b = y, ay = a < z, dann ist " von
links archimedisch geordnet. Die Halbgruppe I" hat auch die Eigenschaft (R).
Aus den Behauptungen ea = aa, ab = ba folgt, dass I' der rechtsseitigen
Kiirzungsregel nicht gentigt und das Multiplizieren in /" nicht kommutativ ist.

Satz 2. Auf der Halbgruppe I' der Endomorphismen auf M, welche die Bigen-
schaft () hat, sind die Eigenschafen a) bis d) dquivalent.

Beweis. Offenbar gentigt zu beweisen, dass a, b, c = d gilt. Soll also die
Halbgruppe I' die Eigenschaften a) bis ¢) haben. I" ist monozyklisch, von links
archimedisch geordnet geniigt der rechtsseitigen Kiirzungsregel ([2], Hilfs-
satz 1) und erfiillt die Eigenschaft (R) ([2], Definition 2). Also folgt aus Satz 1, -
dass I’ monozyklisch und kommutativ ist.
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Vytah

POZNAMKA O JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU
NA JEDNODUSE USPORADANE MNOZINE

Bepkica PoNpELICEK, Podébrady

V &lanku se zobectliuje na jistou tfidu jednoduSe uspofddanych pologrup
velmi zndm4 a dileZitd véta o komutativité jednoduse archimedovsky uspofa-
danych grup ([1], XIV). Druhd véta prace je aplikaci véty predeslé na jistou
pologrupu endomorfismi na jednoduse uspofddané mnoziné (srovnej s vétou

3, [2]).
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Véta 1. Necht I' je zleva archimedovsky jednoduse wuspofddand pologrupa
(s jednotkovym prvkem e), ve které plati pravidlo o krdcent zprova. Necht I' md
ndsledujict viastnost:

Jestlize a,bel’; a,b <e (a,b>e), potom existuje r e I',takové, 2 a = rb
nebo a = br nebo ra = b nebo ar = b. Potom pologrupa I je komutativni a vnoti-
telnd do jednodude usporddané aditivni grupy vdech redlnych Eisel.

Véta 2. Na pologrupé I'" endomorfismé na jednoduse wusporidané mnofing M,
kterd md viastnost (), jsou ekvivalentni ndsledujict vlastnosti:

a) I je silné monocyklickd; b) I' je monocyklickd a plati v ni pravidlo o krdcent
2leva; ¢) I' je zleva archimedovsky usporddand a divergentnt; d) I" je monocyklickd
a komutationd.

PesoMe

3AMEYAHUE OB ONPEAEJEHHONU ITOJIVIPVIIIIE
SHIOMOPO®U3MOB HA IIPOCTO VIOPAIJOYEHHOM
MHOMKECTBE

BEOPHUX ITOHIEJUYEK (Bedfich Pondélitek), Iloxebpamst

B craree ofobmaerca AusA ONIpelielIeHHOTO Kacca TPOCTO YHOPANOUeHHBIX
MOJYrpPYyNI XOPOIIO M3BECTHASA M BasjkKHAs TeopeMa O KOMMYTATHBHOCTH apXu-
MefOBHX mpocto ymopamodeHEHX rpymm ([1], XIV). Bropas reopema paGoTs
ABIAETCA OPHMEeHeHWeM IpefbIymed TeopeMBl K OIpeHelleHHOH IONyrpyIIe
SHIOMOPYHE3MOB HA IPOCTO YHOPANOYEHHOM MHOKECTBE (CPaBHE ¢ TeopeMoi

3, [2]).

Teopema 1. Ilycmv I' — caesa aprumedoéa npocmo YnopadoUeHHaAs NOAY-
2pynna (¢ edurnuyel e), u nYCMb 6 Hell UMEEM MECMO NPABUAO O COKDAWEHUN
cenpasa. IIyemy I' o6aadaem caedywougum c60icmeom:

Eciua,bel; a,b < e (a, b > e), mo cywecmeyem r e I' mak, 4po a = rb
uau a = br uau ra = b uau ar = b. Toeda noayepynna I seasemes KOMMYMa-
MUBHOW W GKAINUMEAbHOU 8 npocmo ynopadouenHyro addumuswyio epynny
scex OelicmeumenbHBIT 4Uces.

Teopema 2. Ha noayepynne I' sndomopgusmos Ha npocmo ynopadoueHHOM
muomcecmee M, Komopas obaadaem ceoticmeos (y), 9KESUSANCHMHbL CALOYIULUE
ceoiicmea: :

a) I' — cuavro monoyukauueckas; 6) I' — moroyukAUYeCkas, U 6 Hel. uMeem
MECTO NPasuao 0 cokpaweHuu caesa; 6) I' — caesa apxrumedosa npocmo ynopsa-
Jouennan u Ousepeenmuas; 2) I' — MOKOUUKAUNECKAR U KOMMYMAMUSHAL,
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