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&asopis pro p&stovani matematiky, ro. 85 (1960), Praha

O JISTE VLASTNOSTI SOUSTAV NEZAVISLYCH PRVKU
V ABELOVSKE GRUPE :

Mirax SEXANINA, Brno
(Doslo dne 18. dervence 1959)

V &ldnku se dokazuje, Ze kazdd neprdzdnd mnoZina nezévislych
prvku z abelovské grupy je jejim faktorem ve smyslu Hajésovs.

Necht @& je abelovsks grupa. Neprazdnou podmnozZinu M z & nazyvame ne-~
zévislou, plati-li pro kaZdou neprdzdnou koneénou podmnoZinu N = {a,, ...,
..+, @,} MnoZiny M, %e z rovnice v,a;, + ... + v,a, = 0 (0 je nulovy prvek
grupy ©), kde v; jsou cela &isla, plyne v; = 0 pro ¢ = 1, ..., n (viz [1], str. 123).

Necht M, N jsou dvé neprazdné podmnoZiny z &. Potom M -+ N znadi
mnoZinu vSech téch prvka z &, které se daji psit jako soulet prvku z M
a prvku z N. Da-li se kaZdy prvek x z & psit nanejvys jednim zptisobem jako
m+n,meM,neN,pifeme M | N.Jeli@ =M + NaM | N, piSeme téZ
M L N atikéme, e M a N tvoif faktorisaci grupy & ve smyslu Hajésové (viz
téz [2]) a M a N nazyvame faktory grupy &.

Dokéazeme vétu:

Véta. Nezdvisld mnoZina M c  je faktorem & ve smyslu Hajosové.

Dikaz. I. Necht M je koneéns mnoZina, tedy M = {a,, ..., a,}. Ukd-
Zeme, zZe

= {ay, ..., @y} _I_ E[kna, + kya, — 2a,) + ... + kq(a, — na,) ,
ky, kyy ..., k, probihaji mnoZinu celych é&isel] ,

kde M je nejmensi podgrupa z & obsahujici mnoZinu M, tedy
ze Mz = by + hottg + ... + hpa,,
h; celé &islo (piSe se té%Z M = [M]). Necht tedy « = h,a; + hya, + ... + h,a, a
hy + 2hy + ... + nh, = gn + s,
kde 0 <s < n.
. a) I;Tbechﬁs %+ 1. Potom x = a, + nga, + Zk (a; — ia,), kde k; = h; pro i == s,
=h, — 1
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b) Necht s = 1. Potom = = a, + gna, + zhi(a,- — ia,). Tedy v obou piipadech
i=2

ze{ty, ..., a,} + Elkna, + ... + kn(a, — nay), k; celé].
Necht nyni pro jisté ¢, ¢ a celd &isla x5, k; (7 = 1, ..., n) plati

a, + wnay + >u(a, — lay) = a; + kyna, +IZJ‘;I(“1 — lay) .
_ 1= -

Pouzijeme nyni predpokladu, Ze a,, ..., a, jsou nezivislé prvky.
1. Necht ¢+ = . Potom ziejmé k; = x;.
2. Necht 1 = 1 < 1. Potom porovndme koeficienty u a; a dostaneme rov-
Tnice
1 + %171/ - Zl%l = 'n/kl -_— zlkl , Hy = kz, ceey Hp = ki + 1, ey Hy = kﬂ .
1=2 1=2

Odtud plyne nx, — 1 = nk, — 1, coZ je spor, nebot 2 <7 <na tedy nxi— 1
3. Necht 1 < ¢ < i. Srovnanim koeficientl u a, plyne ’

—_ zl%l = ﬂkl - zlkl 3
1=2 =2
oy =Floy v, =k, +1,..,%,+1=k,...,%,=k,.

Odtud dostdvdme nx, — ¢ = nk, — ¢, tedy ¢ =1, coz je spor. Tedy M=
= {ay, ..., a,} 1 E[kyna; + ... + kn(a, — nay), k; celé).

Oznaéme N = E[kna, + ... + k,(a, — na,), k; celé]. Je-li N systém repre-
sentanth tiid grupy & vzhledem k podgrupé M, platl podle znamych vét o roz-
kladu grupy v tiidy

=[{ay...0,} LN L N={ay,...,a,} T[N N].
Tedy {a,, ..., a,} je faktorem grupy & ve smyslu Hajésové.

II. Necht M je nekonednd mnoina nezévislych prvki z @. Necht u zna¥i
podatedni ordindlni éislo pifslusné k mohutnosti card M. Uspotddejme M
v ‘posloupnost {ay, a,, ..., a,, ...}, + < p. Necht opét M = [M]. Je card M =

= card M. Uspotddejme IM v posloupnost {z,, 1y -0 iy ...} ¢ < . MnozZiny
A, (1 <p) definujme takto: 4, = &, ]e-h Zy = 0; A ={a,,-.., @, }» jeli
x, = o8, + ... + &pa, , pii Semi oy, ..., ay == 0. Z nezdvislosti mnoziny M

Pplyne Jednoznaénost definice mnoZin A _

Nyni budeme transfinitni indukei definovat posloupnost {toy cves by oe )y
¢« < uprvkiz M, pro niZ plati M = M + U{t }, ({t.} zna$i mnoZinu o jediném
prvku f).

Poloime t, = z, — a,. Je ziejmé M 1 {te} amee M I {t,}.

Necht 1 <v < u a predpoklade]me Ze jsou definovéna t,¢ M pro ¢ <»
takova, Ye M | U{t}ax,eM | U{t,}

i<p
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Necht @, = t, + a, UkéZeme, ze M == M + U{t,}. Je totiz card U4, v
<v w<y
U {a,} < card M. Existuje tedy @,,non u4., v {a,}. Protoze

%<y

zeM +U{t}=>2z=0a+2,—a

=<y

pro jisté ¢, a ae M, plati 2a,, none M 1 U{¢.}. Jinak by totiz bylo 2a,, =
<y
=a+z,, —aytedyz, = a,—a— 2a,, odkud a,¢4,, cot je spor s volbou
Qe ~
- Necht », je prvni index, pro n&j% plati z, none M 1 U{t,} (je », =»), necht:
<y
a,,none U4, v {a,} v 4,. Poloime ¢, =z, —a,,. Zrejmé plati ¢, M
<y
a x,e M 4+ U{t,}. Ukdzeme, e M | U{t,}. Pripustme, Ze a, + ¢, = a, 41,
=<3 %4
pro » <w. Potom a, + 2, —a,, =a, + 2, —a, a tedy a,=a, + 2, —
— ay — z,, + a,. Kdyby a, = a,, potom by bylo z, = a, + {,, coz je spor
s volbou z,. Tedy ¢, +=u aa, e 4, v A4, v{a}, coZ je opét spor z volbou a,,.

Tedy M | U({t,}. Tim je hledans transfinitni posloupnost sestrojena.
=<4

Dikaz tvrzeni, Ze M je faktor, je tyz, jako v odstavei I.

Poznamka. V &ldnku [3] bylo dokdzdno, Ze mnoZina {0, 1, «}, kde « je
iraciondlni &islo, je faktorem grupy realnych &isel ve smyslu Hajésové. Toto
tvrzeni plyne ihned z nasi véty, nebot pro iracionalni &islo &, nezavislé racio-
nalné na «, je {&, 1 + ¢, x 4+ &} nezdvislou mnozinou v mnoziné redlnych d&isel,
tedy faktorem. Tvrzeni pak plyne z toho, Ze je-li A faktorem & a a ¢ &, je té%
A + {a} faktorem &.
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Pesome

OB OJHOM CBOWCTBE CUCTEM HE3ABUCUMHIX 3JIEMEHTOB
B ABEJEBOI T'PVIIIIE

MUJAH CEKAHUHA (Milan Sekanina), Bpuo

B cratpe mowasklBaercsa TeopeMma, UTO KasKmas cucTeMa /M He3aBUCHMEIX
anemenros B aGenesoit rpynme & (cm. [1], erp. 123) asnsercs Maomuarenem &
B cMblciie Xadoma, T. €. CyIMecTByeT Takoe MoaMHE0kecTBo N C &, uro Kasxusil

amement w3 & MOMHO ONHO3HAYHO IPENCTaBHTL B BIIe cyMMBL a -+ b, rme
aeM, beN.

Summary

ON A CERTAIN PROPERTY OF A SET OF INDEPENDENT
ELEMENTS OF AN ABELIAN GROUP

MirAN SERKANINA, Brno

In the paper there is proved that every set M of independent elements of an
abelian group & (see [1], 123 p.) is a factor of & in Hajoés’ sense; this means that
there exists a subset NV of & such that each element of & can be expressed just
in one way as @ + b where a e M and be N.
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