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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 85 (1960), Praha

O NEJEDNOZNACNOSTI RESENT SOUSTAVY DIFERENCIALNICH
ROVNIC

Viapmir Dorezar, Praha
(Doslo dne 3. dervence 1959)

V tomto &lénku je sestrojen priklad, ktery ukazuje, Ze z jednoznad-
de
nosti FeSeni rovnice i g(z) nemusi plynout jednoznaénost FeSeni

t
rovnice z(t) = .;x:o + f g(x(7)) do(z), kde o(z) je spojitd redlnd funkce
to

8 konednou variaci.

Problémy FeSené v tomto &lanku se vyskytly pii studiu zobeenénych dife-
rencidlnich rovnic, které zavedl J. KurzwerL v &ldnku [1], zv1asts pak pii
studiu Diracovy funkce v nelineirnich diferencidlnich rovnicich v kap. 5
dlanku [2].

Tam se v pomocné vété 5,1 dokazuje nésledujici: Bud x(n), # = 0 rostouci
1 .

spojita funkce, x(0) = 0, J—C%% = oo. Bud o(t), t € €0, S spojita realna funkce
0

s koneénou variaci. Bud g(z) = [¢1(%1, ®a, + s Tum)s + 25 Gin(Zy, oy « s, T,)] SPOJitd
vektorova funkce na oteviené mnoziné D c E,, takovi, Ze

(0,1) lg(@y) — g@*)|| = 2([@x — 2*[) pro =z, 2%*eD.

t
Bud z,e D, tye <0, S>. Potom rovnice x(¢) = z, + [g(z(z)) do(v) mé nejvyse
to
jedno FeSeni.
Ve vété 5,1 se pak dokazuje nasledujici: Bud f(z, t) = [fi(#y, .-+, Zm, 1), ...,

Fm(@1s -, Ty £)] spojitd vektorova funkce pro ze D, te (—Ty, T,). Bud g(x)
funkece, kters spliiuje pfedpoklady pomocné véty 5t,1. Necht ¢,(f), n=1,2,3,...

je spojité redlna funkcena (— Ty, T';>, Pu(t) = [@a(7) dz. Necht ¢, (¢) spliiuje
_fl'1
nésledujici podminky:
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(0,2) lim sup q[ jgn(7)jdr =L < 0,
13
(0,3) lim Tf lga(z)]dz =0 pro —T,<t<0, 3
7,
(0,4) lim [ fpu(7)[dz=0 pro 0<t=<Th,
(0,5) © lim®,¢) =0 pro —T,=t<0,
N—>c0
(0,6) lm@,t)=1 pro 0<t<T,.
N—c0
' vy . . dx .
Bud wu(t), te<{—1T,, 0>, (0 <T,<T,) YeSeni rovnice T = f(x, ) urdené
. .y oy . L L, . dx
jednoznaéné poéateini podminkou. Bud v(t), t e (— 3 5 Tedeni rovnice - =

= g(x) jednoznaéné uréené poéiteéni podminkou v(— %) = u(0). Bud w(t),
te <0, T, YeSeni rovnice g% = f(z, t) jednoznadné uréené poditedni podminkoun
w(0) = v(3).

Necht y, — u(—T,) pro n — c0. Potom FeSeni z,(), rovnice

% = f(z, 1) + g(x) . @a(t) ,

Zn(—T,) = ¥, (ne nutné jednoznaélné), je definovino na intervalu {— Ty, T,>
(pro dosti velks n) a plati

(0,7) limz,() =u(t) pro —T,=t<0,

B—rc0 »

lim z,(¢) =w() pro 0<t<T,.

V tomto &ldnku ukiZeme, Ye podminku (0,1), kterou musi spliovat funkce
g(z) nelze nahradit slabsf podminkou: necht g(z) je spojité vektorova funkce na
t

mno%ing D c B,, takovs, Ze rovnice z(t) = %, + [ g(z(z)) dv mé pro z,e D,
tl!

toe <0, S) pravé jedno Feseni. V kapitole II sestrojime na mnoZing <0, > X

X <0, 1) funkei ¢(z, y) takovou, Ze pro t,e <0, 8x> x,¢ {0, 7D, y,€ <0, 1> méi

systém :

a(i) = 2 + [dv, y) = yo + [o(e(x), y(1) dv.

pravé jedno feddni. V kapitole HI sestrojime spojitou redlnou funkei s koneénou
variaci o(t), t € <0, 87> takovou, Ze systému

(t) = Of do(7), y(t) = of 9(z(2), y()) do(7)
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vyhovuji ¥eseni dvg, Podobne v kapitole IV sestrojime funkei f(¥, ¢) a posloup-
nost funkef ¢,(8), » = 1, 2, ... tak, Ze FeSeni systému

d
d_f = @), g—i/ = [y, 1) + g9(x, ¥) . @.(%)

nebude mit vlastnest (0,7).

I

Nejprve sestrojime déleni intervalu <0, ¥>, ¥ > 0 (obdobné déleni intervalu
pii konstrukei Cantorova diskontinua), které budeme v dal$im potiebovat.
Zvolme &fsla a; > 0, b, > 0, a, == b, tak, aby 2a, 4+ 3b, = 1 a sestrojme po-
sloupnosti {a,}, {b,} takto: a, = a, . b7, b, = b}. Pak z¥ejms plati ndsledujici
vztahy:

(1,1) a,:b,=a,:b,, 2a,+38,=0b,—,, 2. 213"‘165,, =1,

limea, =1limb, = 0.

Nyni pfi prvém kroku sestrojime body Y (i = 1, 2, 8, 4) tak, aby platilo
YO =70 Y0P =Y —-YP=0,.7, YP-YP =YD —-YP =0,.7.
Podle (1,1) je zFejmé, e takové déleni lze provést. Rozdélili jsme tak interval
<0, Y) na pét dild, z nichz dva jsou délky a, . Y a t¥i délky b, . Y. P¥i druhém
kroku vynechame oteviené intervaly délky a, .Y a intervaly délky b, . Y roz-
délime opét na pét dild, a to ve stejném poméru jako interval <0, ¥). Stejnym
zptsobem postupujeme dale. Po n-tém kroku mame sestrojeny body
(1,2) D) ={0,%; YY), .. YO ¥0, .. ¥R .., Y0, . Y.

Piin + 1kroku vynechame oteviené intervaly déleka, .Y, a,.Y,...,a,.Y
a intervaly délek b, . Y budeme dé&lit ve stejném poméru jako interval €0, Y,
tj. sestrojime body Y{*+%, ..., Y{";iV tak, aby platilo: Jestlize Y, ¥Y* e D(n),
Y* - Y, =07 (tj. koncove body intervalu délky b,Y) pak v
(1,3) V¥ — Y00 =Y0+) Y0 D =Y0) Y, =b,,.Y,
YO~ YR =Y0) Y0 =0, . Y.

Podle (1,1) 1ze takové déleni provést. Intervali délky b, .Y je zfejmg 3», je
tedy s = 1, 2, ..., 3% intervalt délky a, .Y je 2. 31

Snadno se dokaZe nésledujici tvrzeni:

Véta 1,1. Bud A = U U (Y., YY), B =<0, Yy — A. Pak plati: mnofina

n=11=1
A je oteviend, mnofina B je uzavtend, md mohutnost kontinua a miru 0.
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11
Nez piistoupime ke konstrukei funkce g dokdZeme nasledujicf vétu:

Véta 2,1. Necht funkce @,y maji spojitow proni derivaci na intervalu {a, b)
a necht platt g(x) < y(x) pro x e <a, by. Necht funkce y md spojitou proni deri-
vaci ma intervalu {p(a), p(a)> @ necht y(gp(a) = ¢'(@), z(p(a)) = v'(a). Necht
funkce y* md spojitou proni derivact na tntervalu {p(b), w(b)> a necht x*(¢(b)) =
= @'(0), x*(y(b)) = ¥'(b).

Definujme mno¥inu P takto: Bod [, y] e P, jestlie plati
asz=b, ¢k =y=yk).

Bud 0 < & < 1. Potom na mnoziné P existuje- spojitd funkce h majici tyto
vlastnosti:

(2,1) 1. Mz, p(x)) = ¢'(x) pro zela,b),
. h(z, p(x)) = y'(x) pro zela, by,
Ma,y) = yly) pro yelp(a),y(a)),

kb, y) = y*(y) pro yelp®), p(®)> .
2. KaZdgm bodem [z, y,] € P prochdzt prdvé jedno Felent diferencidlni rovnice
(2,2) ‘ "= Mz, y) .

3. Budte u,, u, dvé fedent rovnice (2, 2) Necht Uy (@) — uy(a) = 4 > 0, potom
plati

w(x) q)(x) w(m) (w) '

_ p(b) —9)

Podobné plati: Budte vy, v, dvé Fesent rovmice (2,2). Nechf v,(b) — vy(b) = B > 0.
Potom

p() — @) _ p(@) —
@4  B. (1= Su) @) < B. ——(b) ORREE
, p(a) — p(a)
) = vale) = B -5 —p)

Dikaz. Oznaéme P, mnoZinu bodu [, y] pro které plati
a+d,Sc=b—4,, o@)=y=y@,

? . (i =1, 2). Definujeme funkei » na mno¥ins P, takto:

Y — o) ) —y
M) = o=y ¥ i — gty 7
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Ztejme h(z, p(z)) = ¢'(), h(x, p(z)) = v'(x). Funkce % je na mno%ing P, spo-
jitd a plati |h(z, y)| = 1v'(@)] + l¢'@)]-

Bud [z, y] e P,. Oznalme A = w)_—— Pak funkce H(z, 1) = 4 p(x) +

¥(@) — ()
+ (1 — 1) . ¢(x) je FeSeni rovnice (2,2) jdouci bodem [z, y]. Z¥ejmg plati
(2,5) H(x, &) — H(z, &) = (A4, — %) (p(x) — @()) .

Nyni oznaéme P, mnoZzinu bodt [z, ¥], pro které plati
e=r=sa+ 0, ¢) =y =y
a P, mnoZinu bodu [z, ¥], pro které plati
b—dy<a=b, 9@ =<y<y@).
Na mnozinéch P,, P; nemiizeme definovat funkei 2 stejné jako na mnozing P,,
protoZe by nemuselo platit A(a, y) = x(y) resp. A(b, y) = x*(¥)-
Oznadme H(z, 1) = Ayp(x) + (1 — 1) ¢(z) pro z ¢ {a, @ + 6,> a necht funkce
v mé spojitou prvni derivaci pro xe {(a, a + §,> a necht spliiuje nésledujici
podminky
@) =va+ 6,) =v(@+ ;) =0, Y@=1, PE|IZ1,
o< o) <. [p(2) — o(z)|
'S PSS @ — g@] F @ — @]
kde M je kladné a M = max |y’ (¥)|-
ve(pl(a); ¥(a))
Protoze pro 0 < 1 < 1 je H(a, 1) € {p(a), p(a)>, miteme definovat
eH " aH)

H*(z, 1) = H(z, A) + »(=) . [y(H(a, 4)) — Hi(a, 2)], (H{ = H; = 27

Nyni plati '
H*(a: 2)=H(a’l)s H*(a+613 l):H(C&—f— 61, l):
H*z, 0) = H(z, 0) = p(x), H*(w, 1) = H(z, 1) = p(x) . .
Funkce H* m4 spojité parcidlni derivace HY', H} a plati
HY (a, ) = yx(H(a, 3)), Hi (a + 6, 2) = Hi(a + 6, A)
(HY' zde znamens derivaci zleva resp. zprava).
Dokézeme, Ze kazdym bodem [%y, ¥o] € P, proch4zi prévé jedna kfivka H*.
Bud 1, > A,, pak
H*(z, ) — H*(z, A,) =
= (h = %) - (p() — 9(x)) + »(@)[x(H(a, 4,)) — z(H(a, 20)) —
— Hiy(a, &) + Hy(a, 4,)] .
Protofe (i, — ) - (p(@) — ¢(x)) > 0, a protoze
@) . [x(Ha, ;)| — 2(H(@, 25)) — Hi(a, 2)) + Hya, 1) <
< (@) - [M(Ay — A) - (p(a) — 9(a)) + (4, — 4y) . [p'(@) — ¢'(@)]] =
<e. (A — A)(p(x) — ()
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je
(2a6) H*(x’ 2'1) - H*(x: l2) >0
a dokonce

(A — 4) - (p(@) — @(2)) . (1 — &) < H¥(w, 1) — H¥(@, 4,) <"
= (h—2) . [p@) —e@)]. (1 +¢).

Bud [z, o] € P,. Funkce H*(x, 1) je spojitd na intervalu 0 < 1 < 1 podle
(2,6), rostouci v 1 pro kazdé xz e (@, a + 8,> a nabyva viech hodnot od ¢(x)
do y(x). Existuje tedy pravé jedno A = A, takové, Ze y, = H*(x,, 4,). K¥ivka
H*(z, 2,) prochdzi bodem [z, y,] a podle (2,6) z4dni jinad kiivka H*(w, 1), '
A == A, nemuZe bodem [z, ¥o] prochazet.

Funkeci » na mno%iné P, budeme definovat takto: nalezneme k¥ivku H*,
kters prochézi bodem [z, y] € P,, sestrojime jeji te¢nu v tomto bodé a smé&rnice
této tedny bude hodnota funkce 4 v bodé [z, y].

Snadno se ukaze, Ze takto definovana funkce % je na P, spojitd a lipschitzov-
ské vzhledem k y, a Ze plati

h(x, H*(x, ) = Hf (,2) pro a<z<a+4d,, 011,
h(a, y) = x(y) pro (@) =y = y(a).
Stejnym zpisobem, pomoci kitivek H** definujeme funkei 4 na mnozing P,.
Tim jsme sestrojili funkei % na celé mnozing P. Z konstrukee je zfejmé, Ze h
je na P spojita a Ze je splnéno (2,1).
Hledame YeSeni diferencidlni rovnice (2,2) pro ¢ < z < b. Definujme kiivku
@ takto:
G(z, 2) = H*(x, 1) pro zela,a -+ 6,),
Gz, ) = H(z, A) pro zela + 6,,b — 5, ,
Gz, 1) = H**(x, 1) pro =xe<b— 6, b). '
Pak tato kiivka mé v kazdém bod& intervalu <a, by spojitou derivaci a pla;;i
Gi(x, 3) = bz, A(z, 2)) .
Pritom libovolnym bodem [z, ¥,] € P prochézi pravé jedna kiivka G.
Budte w,, u, dvé YeSeni rovnice (2,2) takové, Ze u,(a) — u,(a) = 4 > 0.
Potom u,(z) = G(x, 1,), uy(x) = G(z, 1,) a podle (2,5) a (2,6) je
(A — 4o) - (p(2) — p(@)(1 — &) =
= G, Ay) — G@, 4o) = (4 — L) (p@) — @@))(1 + &) .
Protoze
_ O, ) — G@ Ry _w(a) —ufe) _ A

G Ry e ) Y@ —9@ — 9@ — 9@’

plati

p@) — @) o _ p() — ¢(x)
) —gla) T EEEA) =G A = Ay ()
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G(b, ) — G(b, 4p) = H**(b, A;) — H**(b, 1,) = (A — ) (y(0) — ¢(8)) =

() — lB)
=4 @ =@

Stejné se dokaze (2,4). Tim je véta 2,1 tiplné dokéazana.

Poznidmka. Z dikazu véty 2,1 plyne
Jedi [z, y]le P, pak |h(z, )| = [9'()] + l¢'(®)]. Jeli [, yle P, pak
|h(z, y)| = |HY (2, 4)| , kde A vyhovuje rovnici y = H*(z, 1), a plati
b2, y)| = ') + 9'(@)] + max [y(y)] + @) + |¢'(0)] =
ve{g(a):v(a))

= W@+ |¢'@)] +3. max
ve(o(a)¥(@)

Podobné, je-li [z, y] e P, pak
bz, )] < [v'(@)] + |¢'(@)] + 3. max [y¥y)|.

€{p(0), ¥(0)),
Odtud plyne pro [z, y]e P ' !

27 |Ma, )] = @)+ l¢'@) + 3. (max [y(y)] + max [x*y)]) .
(#(a) ¥(a)) {@(v),w(2)) .
Nyni ptistoupime ke konstrukei funkce g (viz obr. 1). Definiénim oborem této
funkce bude interval Q" = <0, #> X <0, 1>. Na intervalu <0, 1> (na ose y) .
sestrojime d&leni Y{" popsané v &asti I (tj. poloiime ¥ = 1). P¥itom, jak se
pozdsji ukéZe, je nutné volit 1% < b; < 2a,. Oznadme o{”, p{» funkei iden-
ticky rovnou nule resp. jedné na intervalu <0, 7>.

Pii prvém kroku sestrojime na intervalu <0, ) funkce

W) = — o cosa + L ETE i) — o, cos w4 LT IE
a oznadme
Pp=s ;1-‘ o7 PP Sy =< w&”(m)] ,
Pp=sloss= %, wosyswe),
PP=2¢ ’g <o e Sy =W,
x5yl p
W@=2l0Se=T, W)y < w&”(x): :
w=¢|sosn ww sy swe)|,
=2 :o Sz e Sy <y ‘”’:

317



P¥i druhém kroku budeme na mnozinich @, @P, QF postupovat stejnd
jako na celém intervalu Q{® = <0, ) X <0, 1).
Pi‘edpoklédejme %e jsme provedli n krokii. Mdme sestrojeny funkce
=, v 90, v 91 9w, o )
a definova'my mnoziny
PO, ., PO PO, ., PO PO, PR QD L, QR
takové, Ze ‘

(U UPY) U (UQ<”>>—<0 7 X <0, 1.

r=1l8=l

Pri (n 4 1)-nim kroku budeme na mnozinich @Y, (s = 1, 2, ..., 3") postu-
povat stejnd jako na celém intervalu @” = <0, ) X <0, 1y. Bud

QM = €Ela=2=Db, pu(x) Sy = p*@)].

[&v)
kde b —a = %, Py, ¥* € P(n) jsou monotonni funkee majici spojitou prvni

derivaci. P¥itom rozdil y*(x) — () je monotonni a nabyva minima b, v né-
kterém koncovém bodg intervalu {a, by — oznaéme tento bod z,. Plati

. Yx(2) = Pu(z,) = Y, <Y* =9*x,) < p*@); »¥(x,) = "/’:k(x1) =0,

(Y4, Y*e D(n), py(x,), v*(x,) zde znamend derivaci zprava resp. zleva).
S vyjimkou mnoZiny @{” existuje vidy pravé jeden takovy bod z,. Bud

Y, <YRHW < YO <Y <Yah<¥*, Y@V eDn+1)).
Nyni sestrojime na intervalu <{a, b> funkce

PR = — 221 cos 4r( — 2) + 3 (TR + YD),

a’n
YEr(e) = 252 cos e — ) F 5 (TGP + T

Budte dale z,, z,, z, € {a, b} takové, ¥e

T . 3 7T

!xl-‘xZ‘:ETf: ]x1—xsl=z,:;f, ]xl—x4|=5

(t]. 24 je druhy koncovy bod intervalu <a, b)).
Oznag¢me pro [z, y] ¢ Q™"

P(azi;) =[f:][[x — Ty < [z, — @, pal0) Sy S 95V (@],

Pz =[z€][lx — &y < |z, — 2y, 1P<z:+i)(x) sy = ?/)(2?“)(93)] >

P = & [lo — o) < oy — i, 3 "0) Sy = ¥l
YV
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;(;'s'f;) =C(lo— o) S|z, — 2], (@) =y = V’(zrsbii)(x)] ’

[x,9]
1 1
1 = & [ — ] < oy — o), ¥ ) Sy S 9,
%]
Q! = & [1o — ] = oy — ), 417 Sy S YO
zy]

%)
N

=~
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LN}
.@\%
N
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iy
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b
Na b-—
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~
3
]
x
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3

Obr. 1.
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Mno¥iny Qn*3, Q5*3, Q%+ maji zfejmd t¥% charakter jako mno¥ina Q.
Protote s = 1, 2, .,., 3" obdrzime tak p¥i » -+ 1 kroku funkce {7, ..., "5
-2 mnoziny P, ..., Paid; QU+Y, ..., Q. Z konstrukce vyplyva, %e jsou-li
p*, p, S4sti hranice mnoZiny P§:*2) resp. Py " a z,, z* body intervalu {(a, b>
takové, Ze |x; — x| < |2, — x¥| pak

PH(@) — pul(@s) < pHE*) — pu(2)

jsou-li p*, y, 4sti hranice mnoZiny P§;*7, pak

PH(@s) — Paels) > PHEF) — pa(2®) .

Dile se snadno dokéZe, Ze jestlize [x,, y]e PS5’y nebo [z, y]e PHtY, pak

plati [x,, y] € P™, a jestliZe [z, y] ¢ P§.* D, pak plati jedno z t&chto t¥{ tvrzeni:
"~ a)z, =0, b) z, =z, c) existuje dvojice (4,7), r = n — 1 tak, Ze [z, y]e P{".

Funkce 9 (=1,2,...; 1=1,2,...,,2.3%1) rozdéli ndm mnoZinu
{0, %> X <0,1> na mnoziny P® (n=1,2,...; s=1,2,..., 3%). Na téchto
mnozinich sestrojujeme postupné funkee h, (2, y) (h, ; je definovina na mno-
¥ing P™) takto: MnoZina P{ m4 vlastnosti mnoziny P z véty 2,1. Jeji hranice
se sklddd z funkef {2, v a ze dvou svislych tsedek, del§i z nich mé z-ovou

soufadnici rovnu 7, kratsi % MuZeme tedy podle véty 2,1 sestrojit na mnoZiné
PP spojitou funkei b, ;(x, y) takovou, Ze spliiuje body 2, 3 véty 2,1 a Ze

by (=, 'Pg.o)(x)) =0, bk, 'P(ll)(?)) = ja;sinz, hy(w,y) =0;

- (% , y) necht je funkce se spojitou prvni derivaci podle y takova, Ze

JT 7T d
P (?’ O) =0 b (%’ v (‘4')) = [@ ""1"] ¥
L=
4
0= Py, (%: y) = [% %”(11)] y
=z

hyy (‘7;;-, .7/) =0 pro [%, y] ¢ P@ U PP (= y* z vty 2,1).

Stejné budeme postupovat na mno¥indch P§, P{.

Mno%ina P{™ (n=1,2,...; s=1,2,...,3") mé vlastnosti mnoziny P
z véty 2,1. Jeji hranice se sklada z funkef p*, vy € P(n) a ze dvou svislych tse-
Sek, delsi z nich necht mé soufadnici z, kratsi £. MizZeme tedy postupné podle
véty 2,1 sestrojovat na mnozinidch P{™ spojité funkee Ay, s, které spliiuji body
2 a 3 véty 2,1 a Ze

hﬂ-,s(x’ w*(x)) = w;(-’”) > hn,s(x’ 1/’*(75)) = 1P*,(x) >

hn,s(asy)=0 pro z =0 nebo 53‘:27;;
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A
je-li 0 &z %= &, pak podle (2,8) méme jiz definovano k, (z,y) (r =1,2, ...,
n — 1) a definujeme &, (%, y) = &, (%, y); b, (&, y) necht je funkee se spojitou
prvni derivaci dle y takovd, Ze

(2,9) o s(&, (@) = ¥ (E), o, i(F)) = wi(®) ,
[hﬁ,s(i’ y)l = max (lkﬂ,s(ix '/)*(55))[ ) lkn,s(ﬁ: 'P*(ﬁ))]) s

(n+1

hus(&y) =0 pro [Z y]lnonePLry u PEHD.
Funkei g definujeme na <0, ) X <0, 1) takto:
9@, y) = hny(x,y) Ppro [z,yle P,

<] 3n
gz, y) =0 pro [2,yle<0,my X <0,1> —U UP™.
Nwal g=1
Oznaélme-h ¥ mno%inu viech funkef (", kde n =1,2,...; I=1,2, ...,
2. 371, pak ziejmé plati

Véta 2,2. Mnofina ¥ je spoletnd.

Oznaéme € mnoZinu t&ch bodl [z, y] € <0, 7y % <0, 1) pro Kkteré platl Ke
kaZ?dému p¥irozenému &slu n existuje prirozensé dislos (1 =s=3") takové, Ze
[z, y]e Q5. .

Véta 2,3. MnoZina C je neprdzdnd. Bud [z,, y,] € C. Pak [z, y,] none C pro
vdechna x == x5 a [0, y,] € B, kde B je mnoZing zavedend ve vété 1,1. Zobrazenti
[0, Yol = 10, Y] je prosté. :

D-ikaz. Z konstrukee plyne, %e viechny koncové body funkef zp§c )s vyjimkou
bodt [, 0], [, 1] patii do mnoZiny C. Xoncovym bodem funkce 1p(”) ktera
mé4 definiénf interval {z,, *) rozumime body [z*, p§ (x*)], [4, v (%x)]-

Bud nyni [z, y,] € O a budtel,, L, ... ptirozend &sla takové, Ze [z, ¥o] € Q5 0
- 0 Q¥ n ... Potom z¥ejmd plati Q> QP > ...; d(Q) > 0. @ a QP n
je tedy jednobodové mnoZina, kterd obsahuje pravé bod [z,, ¥,]. Existuje proto
prosté zobrazeni, které pfitazuje bodu [z, y,] € C posloupnost I, I, ....

Bud B mnoZina na ose y, zavedens ve v&t& 1,1. Odislujme intervaly délky &,
postupné od osy z &sly 1,2,...,3" a oznadme je B{", B{”, ..., B{. Pak
10, Gole B=[0, Fol e BY 0 BY n .... Opét plati B > B> ..., d(By)—>0
a tedy do mnoZiny B n B{) n ... pat¥ pravé bod [0, 7,]. Existuje tedy prosté
zobrazeni, které ptirazuje bodu [0, ,] € B posloupnost k,, k,, .... Odtud plyne,
Ze existuje prosté zobrazeni bodi [z, ¥,] € C na body [0, 7,] ¢ B.

Dokézeme, Ze y, = 7,. Vezméme bod [z, 7,]. Je zFejmé, Ze [z, 7,] patti do
t&chze Q" jako [z, Yo)-

Vita 2,4. Funkce g je na intervalu {0, x> X <0, 1> spojitd.
Diukaz. V bodech [z, ¥,] non e C dokdZeme spojitost snadno. Je t¥eba vy-
Settiti pouze body [z, ¥o] € C.
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1. Plati [x(,, Yol € C = g(x,, y¥o) = 0. Necht [z,, yo] e C. Pak bud

[=e}

[%o» Yol € <O, @y X <0, 1) — U P,

M=l =l

v tomto piipadé bylo piimo definovano g(z,, ¥,) = 0; nebo

o 38
[%0, Yol mOn € <0, > X <0, 1y — U U P{M.

Nmll=1

V tomto piipadd existuje “takové piirozené N, Ze [z,, yo]e U U P, ale

Nmll=l
N_1 3n
[0, Yolnon e U U P§. Necht déle [xy, yo] € @5 2 = [,, y,] patii do pravé
Nl l..1

jedné z mnozin P _,, Pg}_h P Necht patiinapk. do P§)_,, pak ale [x,, yo] €
€ Q4m_; a déle [z, o] € Qs(am_z) 1 Z toho plyne [z, yo] € Qs(sm 2)—1 N P, Sz
a podle (2,9) plyne, Ze g(xo, ¥o) = 0. Stejné pro [z, yo] € Pam—l a [y, Yol € Pon-

2. DokéZeme, %e [z, y]e P{™ = |g(z, y)| < P(n), kde lim &(n) = 0. Z kon-
N—>0 " .
strukce plyne, Ze bud v :

TT 4
PP =& [x* tE STttt oo BR)ISYS 'P*(x)]:
[z.4]
nebo

P({z):g [x*— n— §$§.’L‘*——£, W*(x)éyéw*(x) >
[3,11] 4n 1 41&
kde p*, v, € ¥(n), denvace p¥(xy) = *(x*) = 0. Déale alespoii jedna z funkef
¥*, Yy, Dapt. vy = yi7, a necht p* = ¢{P, kde 1 < k < n. Potom podle po-
znamky za vétou 2,1 je

@10 e 0] S W + @]+ 3 [ma (i (e + 2]
o oot ) o e e+ 5 o o)
resp.

@) 1o 9| = @) + @) + 8 [max (s (a1 — 5 -

o [ ) e [t (o= 25 e 2]

Odhadneme vyraz (2,10). Odhad vyrazu (2,11) je z¥ejm& zcela obdobny.
Protoze podle predpokladu je } < 4b, < 2a, + 3b;, = 1 plati

o

)| <2 g1 =2 5 (40)"*—>0 pro n—> o,
14 ﬂ a
* (@) S 2. 41 = ()10 pro n—> o, k=n,
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¥ (@) < I‘i‘; 441 gin 451

= 921“ 4%-1  gin 4%-1 (x* + Z:thl)

TS

" (16b,)*

= (4b,)

a
9 ( = "23 . (4b1)n_1 .

T
4n—k

4n—k
pron—>w a k=12 ...,n—1

a tedy zfejmé existuje zmingnd funkee @(n).
Z téchto dvou vysledkd se jiZ snadno dokaie, %e funkce g je v [0, ¥o] € Y
spojita.
Véta 2,5. Diferencidint rovnice
(2,12) Y =g y)
md pravé jedno fedeni jdouct bodem [x,, Yol € <0, > X <0, 1>.

Dtkaz. Existence takového ¥eSeni plyne ze spojitosti funkce g. JestliZe
{#,, ¥o] non € O, pak méme lokalni jednoznadnost zarudenu vétou 2,1. Staéi
opét vySetfovat pouze body mnoZiny C.

1. Necht [,, ¥,] je koncovy bod funkee y{3+P. Z konstrukce funkce g vime, Ze
body [z, y+P(x)] e Q. Pouzijeme-li oznadeni, které jsme zavedli pfi kon-

strukei funkce g, potom plati |z — 2,| < [o, — ;| = {; poid(z) e Y REP,
Y. Vysetfujme bod [2y, 9P (»,)]; p¥i vySetfovani bodu [x,, 9i7:7(%,)]
a také bodu [z,, p{i+(2,)], [z, pi+P(z,)] bychom postupovali stejns.

Bud % libovolné feseni rovnice (2,12) takové, Ze wu(x,) = p§+1(v,). Potom
zfejmé mneni mo#né, aby w(z) > y+P(x) pro |x — x;| < |x; — |, protoZe

€ [Jo — 2] = |y — 2], 93P S y = ¥V R)] = PGP .
[#9]
DokéZeme, %e neni mo¥né ani aby u(x) < p§i*P(x). Vybereme posloupnost
funkef pnts+0 kdes = 2. 3%V, (3] — 2) a k = 1,2, ... . Z konstrukee funkce g

je zfejmé, Ze pro v — x| = 4:1;5 je

YD) = ey - €08 4HE — ) + HTED + TEr)
Ztejmé pro k — oo je
k+1
(2,13) ¥t D) — 9" () = TEIP — YYD =buyea >0,

— Q,
YR E) — perEE) = 2 (1 eos 1‘) F Onrir + Boven,

kde T — 2] =

4n+k
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Déle: Existuje jediné FeSeni rovnice (2,12) pro Z?_r < |z — 2| < %, které

prochdzi bodem [z, p{+*+2 (z)], nebot toto feSeni proch4zi mnozinami PGt sy
Ps";:jzkz;-n 2y, -.., P+P. Nazveme toto YeSeni prodlouZenim funkce y{»+*+¥ na
celou mnozinu @ a takto prodlouZenou funkei pr+++D oznaéime vy.

Je patrné, %e u nemize protnout zddnou funkei v, uvnit¥ Q‘”’. Ale v, konver-
guje na @™ stejnomarng k p{++P, nebot: Bud |x — | <

4n+k , pak podle (2,13)

) _ _ 1
fo () — @) < WEPE) — 0@) = [5 Gt (1 — cos {_) I

1 T
.+ b, = ®ptq |1 — cos —~) ‘
Oyt + +& + 2 +1 ( 4k-1 Gty + bn+1 + P (x4)

bn+k bn+1

+ bn+7c+1] . (1 +8)>

nebo
T 4
4n+7c—~m+1 = lx_xll ——m (m= 1’ 2:"', k),

pak [z, v,(x)] € PSiin orts & plati podle (2,3) resp. (2,4)

1 .1
(2,14) i) — v(z) = [an+k+1 + bptr+r + §“n+1 (1 cos F)] .

1 17 1 ) 7T
Gnte + bptr + 50t (1 — cos '47‘_—1) Onty + bpty + 5 Gty (1 — cos —)

4
bn+k o bn+2 ’
Apty + bn+1 + VJ*(%) (1 + 8) i
bn+1
—
Snadno zjistime, Ze pro—l— <b <1 7 je lim —%%a—z—}—— = 0. Existuje tedy
L0
' , 1
k, takové, Ze pro k =k, je (1 — o8 4k) < bka 5 Ont1 (1 — Zk) < Gptpt1-
MiZeme tedy pro k = k, prepsat (2,14) takto: ) .
2a,, b, 20414 [
YEP(@) — 4(e) S (s + Byiga] . ot omtn | Hotiatt T utns
7 . ' 1 7T
Cptiy T Ontig + 5 Oat1 |1 — €08 g | "Gty + Baty + 5 Bnig |1 — o8 o
bn+k0 o bn+2 ’
k—F,
Tnty 1 bl,;+1 + pu(20) (1 4 &) = (2a, . b+l - bp+hasl) | pete (1 L2 %) _
n+1 1

1 7 1 7T
Cntry + Dptr, + 3 dnh1 (1 — cos ;7;:1) Upts T bpte t 3%+ (1 — cos Z‘)

bn+k¢ bn'l'z_

-
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Ont1 + bots + () (1 + &) = (2a,b7+% + pptEetl)

bn+1
1 T
Ontry + brtee + 5 G (1 — cos 47‘7«_1)
: bn+ko .
@ +b + _1_ a (1 — COos 7—z)
n+e nt2 g “ntl 4] Gpiy + byt + pa(y)
T bpte . b”ﬂ

. (by + 2a,)¥ % -0 pro k- co.

Musf tedy byt u(x) = p§;* a to je jediné feSeni rovnice (2,12) vyhovujici dané
potétedni podmince pro ze Q5.

Neni-li , = 0 nebo z, = x pak na opaénou stranu (tj. mimo mnozinu QM)
vychazi z bodu [z, p§ 1 (%,)] prévé jedno Yedeni, protoze Q)™ ,,sousedi* s mno-
¥inou P{", kde r je n&které p¥irozené &islo 0 <r <n — 1.

2. Necht [Zo, ¥,] € C a neni koncovym bodem #idné z funkef mno¥iny ¥-
Necht [z, o] € M Q7 a necht
Nl ’

@-clmsasat i, vwsys v

- [®9]
kde ¥, p}* e ¥(n). Budte u,, u, feSeni rovnice (2,12) jdouci bodem [y, ¥o]-
Podobné jako v prvni &4sti dikazu prodouzime funkce v}, w** na cely interval
0, 7y. Oznadime-li prodlouzeni téchto funkei v, resp. w, pak zfejms {v,} je:
rostouct, {w,} je klesajici posloupnost funkei a stejné jako v prvni 84sti doka-
Zeme, Ze |v,(x) — wy(z)] = O stejnomérné pro »n — co.

Reseni u, a w, nemohou, jak plyne z prvni &isti dikazu, 4dnou z funkef
Uy, W, Protunout a tedy |u,(z) — uy(2)] < |v,(x) — w,(x)| pro viechna n. Musi
platit u;(x) = uy(x) a tedy bodem [x,, ¥,] prochazi pravé jedno feSeni rovnice:
(2,12).

Pozndmka. Je zfejmé, Ze pro [z, yle B, — {0, x> X (0, 1> mi¥eme po-
loZit g(z, y) = 0 a spojitost a jednoznaénost FeSeni rovnice y’ = g(z, ) zlstane
zachovéna. '

IIx
Nyni sestrojime na intervalu <0, 8x) funkce o a 7. Na definiénim intervalu,
<0, 87y sestrojime nejprve déleni popsané v kap. I takové, Ze za prvni Gleny
posloupnosti zvolime § resp. z. »
Bud TW, (1=1,2,...,4.3"1) délici body vzniklé pfi n-tém kroku. Pak

JT
4n—1 "™

intervaly <T@ ., T® >, <T@, TH>, k=1,2,...,3" 1 maji délku
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Defiﬁujme funkei ¢’ takto

o'(t) = (— 1) pro te (T3, TR o),

o'(t) =(— 1% pro te(TH 4, TH).
Podle véty 1,1 mame timto predpisem definovdnu funkei o’ skoro vSude na
intervalu <0, 8x). Podle zndmych vét z integrilniho podtu plati nasledujici
véty:

Véta 3,1. Funkce o’ md Lebesguetv integrdl v intervalu <0, 87).
t

Véta 3,2. F;unkce o definovand vztahem o(t) = [o’(v) dv pro t € 0, 87> je abso-
[

lutné spojitd, lipschitzovskd s konstantou jedna a plati a(ltar(t)‘= a’'(t) skoro
véude v <0, 8x).

Z definice funkce o dokéZeme nésledujici vétu:

Vita 3,3. Bud (T, T*) interval délky f—:—f; sestrojeny pri déleni intervalu
<0, 87), T 4, T o, TP 1, T jeho délict body. Pak plati

(3,1) o(Ty) = o(Ts) = o(TF) = o(T¥),

S

T
" gLt

o(TE_,) — o(TP_5) = o(TH_1) — o(TH) = (— 1)
Duikaz.
41;)—3 T:(l”)

AT = o) + [ o) dr=o(ly) +(~1y [ o(r)dr =
*

@ 2.8m-n—1 T{Y 5 Ly
—dT)+ S S (—( [ d@drd [ o(x)dn) = o(Ty).
nia 5 iy o,

Stejné se spodte, Ze o(T*) = o(T) a o(T$) = o(Ts ;). Vztahy (3,1) plynou
piimo z definice funkee o.

Nyni stejnym zplsobem budeme definovat funkei % na intervalu <0, 8x)
takto

W) =5 .4t sinarNe — T,) pro te (T, TR),

kde a, bylo zavedeno p¥i konstrukei funkece g. Stejné jako v predchéizejicim
mame funkei n” definovanu v intervalu <0, 8z) skoro vude a plati:

Véta 3,4. Funkce " md v intervalu <0, 8x) Lebesguetiv integrdl.
i

Vita 3,5. Funkce 3 definovand vztahem n(t) = [7'(v) dr pro te <0, 8x)> je
0

absoluiné spojitd, rostouct a skoro véude v 0, 8> je d% n(t) = n'(8).
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Nyni dokéZeme nékteré vlastnosti funkce 7:

Véta 8,6. Platt n(T) = Y, kde k= 1,2, ..., 4. 371 (¥ ¢ D(n) provede-
ného na interval <0, 1) pfi konstrukct funkce g).
Dikaz. Nejprve dokaZeme, Ze plati

(3,2) n(T§) — n(TH,) =
T3y T
= [ 7' r) dr = {a,. 4" [ sindrYr— T )dr=a,.
T, T 1

. Diikaz dokon&ime tplnou indukei. Pro » = 1 plati

© 2.3n-1 T(n+1)

n(T(l))_z Z f 77(77)‘17—‘22 3n— 1a,,+1—bl—Y(1)

N=l I=1 T(n+1)
Podobné :
(TP =YL, TP =YL a TP =Y.
Bud nyni {T,,T*) interval délky % sestrojeny pfi dsleni inter'v‘a,]‘_ui,
0,8 @y a T&tY, ..., To+® délici body tohoto intervalu. Plati o
T) =Y., n(T*=TY*, Y*—Y¥,=b,; Y, T*eDm)

a
7D S Tl , T{n-u) :
l TG = f n'(z) dv = 7(Ty) + f 7'(v) dv = n(T) + [ 7/(x) dv =
. @ 2.3m-s-2 TEP w  2.3m-n-3 .
— TN+ > S [ r@dr=nT+ > 3 am=
M=N+2 L=l T;,,lnll m-n+2 I=1
=0Ty + 3 247 —n(T )+ bas = TRLD
T mesng2

Podle (1,3) a (3,2) plyne 5(T4Y) = Yt a podobnd se dokézi dalsi rovnosti.
Véta 3,7. Bud t e KTSY 1, TS Pak plati n(t) = v (a(t)), kde 1p§¢") bylo defino-
vdno v kap. I1.
Dikaz. Bud te (T‘”’_I, TR>. Pak jeste

00 = 7T + f n 403 gin 4v-i(o — T) e

) 1)——<Y;’z>.1 +¥@) -,

- % cos 4"-1(t — Tg;g 1),
C s 4 k(k.i) o
oft) = G(T‘z’;',’_l) + f () dz = G(T§’¥.1) + (— ) * (t - T";‘Z.1)

(n)
Tog-1
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Déle jo o(T2.,) = &t + ¢ 3 o g 4:‘—_1, g = 0,1, —1; p¥itom &, + 0

pro k sudé, ¢, =0 pro k ]mhé 8 &, = m —;, kde m je vhodng &islo. Odtud

4;1 dn—z?

HP(o(B) = (—1)% % cos 45 (oft) — 22) + 3 (VR + 7)) =

= (—1)k 921‘- cos 471 [sln +..4e, 4—:::1— +
Re(k--1) ’
+(¢—TR).-(—1) : 4,,_2] + 3 (Y(a’?_1 +YR) =
A(k_.1)

= (— 1) 08 {4“-1« —TR M- T 4+ e,.n} + TR, + T = 90).

Mgjme nyni fankei g, definovanou v kap. IT. M&jme systém diferencidlnich
rovnic ‘

Codr o, dy

([®, y1e <0, > X €0, 1}).

Tento systém je ekvivalentnf s rovnicf (2,12) a tedy poditednimi podminkami

x(t) = xy, Y{Es) = ¥, je ddno pravé jedno fefeni. Prepifme systém rovnic {3 4)
na systém integralnich rovnic

. _ ]
(3,5) () = %4 +‘f dr, YO =y + [9(x(z) y(v)) dv.
Také tento systém mé prave jedno Fedeni [x(f), y(¢)]. Aviak plati:

Vita 3,8, Budle o, n funkee definované v téo kapitole. Potom systém infegrdl-

nich rovnic

13 i .
(3,8} w(t) = of do(z), y(f) = ! g(x(1), y(1)} do(z)

Fedt na intervalu <0, 87> jednak [o(t), 0}, jednak [o(t), #(H)]-

Dikaz. Z konstrukee funkee g plyne, fe g{z, 0) = 0 atedy [o(t), 0] je YeSenim
(8,6). Déle ze vztahu

¥ (o(®) —~ ¢ o(T5).)) = f g(z, v§" ’(w))dx

o(T5_1)
vyplyvé podle vét 3,6 a 3,7

7{t) — n(Th ) = f g(z, vt ’(x))dx— f g(o(7), n(x)) do(7).
: TP 1) T 1

t
Odtud plyne n{f) = [ g{o(r), 5(z)) do(z). Tim je diékaz proveden.
]
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Budte {a,}, {b,} posloupnosti, Y{” body a ¢ funkce zavedené v kapitole IT
tohoto ¢lanku.

Polozme d = 5—3%—27; Nejprve sestrojime na ose ¢ body 4, (n=1,2,...)
takto: 4, = — %%1 i A,y — A, = d*. Ziejmé plati
L —
(4,1) A, +n§1 (Apy, — 4,) = 4, +n21d” =0.

Kazdy interval (4,, A,+,)> budeme dale d&lit. P¥i prvnim kroku rozdélime
tento interval na t¥i stejné dily a tak obdrzime body T, T'( (index n, ktery
by oznadoval, Ze se jednd o body intervalu {(A4,, 4,.,> pro jednodussi psani
vynechdme). P¥i druhém kroku ka¥dy z intervald (4,, T{">, <T{", T§),
(TP, 4,4,> opét rozd&lime na t¥i stejné dily. Tak obdrzime body 7'®, TP, ...,
T®. Tak postupujeme déle, aZ naposledy p¥i n-tém kroku obdrzime body 7,

TP, ..., T Takto vzniklé mtervaly ‘majf délku g— Dale oznaéme

TR =TH, + - (r=12, ...', nl=12...2. 37"1) Timto zpusobem

23"

jsme puvodn{ interval <4,, 4,+,> rozdé&lili na mterval delky ana (3” — 1) 2
intervalt délky ——— 2 TR ‘
“Nyni sestrojime posloupnosti funkei @,(t), nn(t) (n=1,2,..) a funkci
fy, 1) pro te<4,, —A4,>, ye(—0, c0).
Necht ¢, (n = 1, 2, 3, ...) je spojitéd funkce takova, Ze plat1
(Pn()_o pro tE<A1>An>U<0"' 1>:
@at) >0 pro te(dny,0),
(—' 1)8_1 . (Pn(t) > 0 Pro . te (Tg;)_s, Tg)_z) B
(— 1), @alt) >0 pro te (T4 1, TY),
kde T() 5, ..., TV € (An, Apydi 7 =1,...,m; 8 = 1,..., 3™1. Pro ostatni body
intervalu <A,,, An+1> bud @,(t) = 0. Dale necht plati

TS 5 T S 0
(4:2) f ¢n(7) dr = — f (Pn(r) dr = (-' 1)3—1 '4?‘: f‘pn(r) de=1.
T 5 | T 1 A1

Ukazeme %e takto definovand posloupnost funkci @r konverguje k Diracov¥
funkei podle definice 5,1 &lanku [2], tj. dokdZeme, Ze jsou spln&ny podmlnky
(0,2)—(0,6) tohoto €lanku.
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Plati

—4, n g1 8 . : T
f pailar=> > [ [ oidr+ - f rule) dr] +
r=1s=1 Tn(l,;)—3 Tz;) 1 )
n 3r-1 n -
-’r—fzp,,(‘r)d‘r— 22 —~+1 %Z(g) +1
r=18=1 r=1
a tedy n+1 N
—4, w -
limsupf[qn,,(r)]dr—-—Z() +1=2x+4+1=L< .
N—>c0 Py r=l

Podminky (0,3), (0,4) a (0,5) jsou zfejmé splnény, nebot jak plyne z (4,1), od
jistého 7 je @,(t) = 0 pro ve (A4,, t> resp. je ¢,(t) = 0 pro ve <0, —4,>.
Pro te (0, — A4,) plati

. w1 TE 0

f(»vn T) dr = f‘Pn(T) dr = Z z [ f (P,,,(T) dz + f (Pn(r)' d.‘l,’] -+

P 2,
+ f%(f) dr = fzp,,(r) dr =1,
An 41 Apyy

a odtud plyne podminka (0,6).
Obdobnym zpisobem jako véta 3,3 dokiZe se nasledujici tvrzeni: A
i
© Véta 4,1. Bud @,.(t) = [¢.(r) dr a necht TY jsou délict body intervalu
4
{A,, Ap1>. Potom plati
DT = D (TY V) = D,(TV) = 0.
D (TCE s 2= DTS 3P) = P (T h) = 0
Budte Ty T*e{T®, .., T8, TP, ..., T%, ... T, ..., TOW1}  takové, Ze
TGP < Ty < TEIP <. < TGP < T* < TG3Y. Potom
Do(Ts) = Po(T41F) = Pu(TL™) = o(T)
B (TGD) = BUTEY) . u
Na zikladé této véty a vztaht (4,2) miZeme definovat funkce %, (n =
=1, 2,...) takto (viz obr. 2): ’
n(4,) = Y9, 7]1“) = y((P,(t)) pro te TP, Ty,
m(t) = 98Py (1) pro te<TP, TP, kde TP, ..., TP (A4, 4y,
m(8) = y{(@y(2)) Pro teddy, —Ap. _
Na zbytku intervalu (4,, 4,> doplnfme funkei 7, tak, aby méla spojitou prvni
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*) —
derivaci a aby pro fe (T, T*) platilo |(t)] < 2. ’71(TTl Z:(T*). Jestlize
T %

nyni mame jiZ definovénu funkei #,-,, pak polokime 7,(t) = 5,-,(f) pro

n-1 n~1
te <A1, A, + (g—) >, () = Y pro te <An_1 -+ (g—) , A,,>. Na inter-

valu {4,, A,+,) definujeme funkei 7, takto:
nn(t) = 'ngﬂ)(@n(t)) Pro te <T§Q_3; T«g:)_.2> ’
alt) = 9§ Pult) pro te<TE L, TE)
kder=1,2,...,m; s =1, 2, ..., 31, Na intervalu {(4,+;, —4,> definujeme
7,(t) = vP(D,(t)) ana zbytku intervalu (4,, 4,+,> doplnime funkei 7, tak, aby
2

Y

R AR

TR

o N
g8

[t
8

TS
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méla spoptou prvni derwam a aby pro te(T* T,) platilo ]nn(t]

nn(T ) — (T *)
< i~ . Z¥ejmé pro Vsechna n plati

Cma(dy) = TP, () = yP(1) pro te {0, — Ay .

Véta 4,2. Bud TP € (4,, A,+,>, potom plati 1111010 7In( 2) ___ Z?(SnT ) 0. Bud

Ty, T*> c{4,, An+1> interval, kde @, je identicky rovno nule. Potom plati

o ) = n(Ty)
L L

Dikaz. ProtoZe plati 7,(4,) = Y a 9,(T{) = y{"*N(D,(TM)) = YD, je

nn(A'n) - nﬂ(T(ln)) _ 2a"n+1 + 2bn+1
_An — T(ln) - (d)n

= (2a; + 2b,)"*L,

3
coZ konverguje k nule pro n — c0. Déle z konstrukce plyme, Ze 5,(T*) —
— Nn(T%) = buyy. Tedy

Na(T*) — na(Ty) D

n — 2p, (20, + 2b,)"

T* —‘T* - 1({d\"
1
a
Na(T*) — 1a(Ty) _
fim T,

Z definice funkce 7,, pfimo plyne
Véta 4,3. Bud T délici bod intervalu {4,, An+,) (n =1, 2, ...). Potom plati

).~
dt Jir dt fioa,,, )

Funkei f(y, t) budeme definovat na mnoZing y ¢ (—o0, o0), te {4;, —4;>.
Polozme f(y, t) = %l pro te <A1, 4, + %> .

-

Pfedpoklddejme, Ze méme funkei f definovdnu pro viechna y a pro

d n . Cl n d n+1
te(d,, 4, + 3] )- Na intervalu J, = (4, + 3] Al + 3 budeme
definovat funkei f takto:

Bud (T, T*) c J, takovy interval, kde ¢,(t) == 0. Potom pro te (T, T*)
definujeme f(y, £) = 0.
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X n+1
Bud J, > (Ty, T*) =+ <An+1, Appy + (g) > takovy interval, kde ¢» je iden-

ticky rovno nule. Potom pro ¢ e (T; T*) definujeme

fy,8) =0 . pro y < YYD nebo y =T,
d: " — Y(n+1)
f,t) =37 ,Ty(t)—yam pro  ye XY, (0))

o, _y TP |
f(y3 t) = . _Tt)-—_:;}—:(l.l_) pro Yye <77'n(t): Y;(|.1)> .

n+1!
Bud te <An+1, A,y + (g) > Potom definujeme

fly,t) =0 | pro y =<0 mnebo- y-;ﬂl’,

dn, —Yy®
fot) = =2 LnTym PO yeGn(®), TE),

flon 1) = Llntz_y Pro € O, 7ps)
Bud 7 dglicf bod intervalu {(4,, 4,,,,>. Potom poloZime f(y, T =y, 4ppy) =
= ]‘(y, A+ (g)”ﬂ) = 0. Na intervalu <0, —4,> definujeme f(y, ) =
Z konstrukee funkce f a z v&t 4,2 a 4,3 vyplyva

Yéta 4,4. Funkce f(y, t) je pro y e (— o0, o0), t e <4,, —A,> spojitd. ‘

Nyni vyslovime &ty¥i véty, jejichZ dikazy trividlné plynou z p¥edchazejiciho.

‘Véta 4.5. Bud wu(t) = Lim 7,(¢) pro te (4,, 0), u(0) = 0. Potom funkce [0, u(t)]
je jediné feSent soustavy diferencidlnich rovnic

dz dy
37—0, E——f(?/,t)

pro te {4y, 0y s poldtedni podminkou x(A;) = 0, y(4,) = Y.

Véta 4,6. Funkce [t + %, 0] je jediné FeSent soustavy diferencidinich rovnic

dz dy

s poldteént podminkow x(— %) = 0, y(— }) = 0.

Vita 4,7, Funkce [1, 0] Je jediné Fedent soustavy diferencidlnich rovnic
dx dy

'&Z‘ =0 ) E = j (y, t)

pro te 0, —A,> s poédteni podminkou 2(0) = 1, y(0) =
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Vita 4,8, Funkce [Pn(t), 7(t)] ?’e fedent soustavy diferencidlnich rovnic

dz
7 = 0, =1 1) + eu(0) . 9(z, )
prote {4, —A,> s poldtetni podminkou z(4,) = 0, y(4,) = Y{.

Z t&chto v&t 4,5 aZ 4,8 vyplyva, %e neni moZné, aby byla splnéna podminka
(0,7) tohoto ¢lanku.
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PeswoMme

O HEOOHO3HAYHOCTY PEMEHUN CUCTEMBIL
JUOOEPEHIUAJBHBEIX YPABHEHUN

BIATUMUP JONEKAJ (Vladimir Doleal), Tpara

Bonpocs, paccMOTpeHHHEe B HACTOAMEH ¢rarhe, MOABHIINCH IPHU H3YYCHAN
0600merrHX guddepeRnmaIbEHX ypaBEeHNH, NOHATHe KOTOPHX GEIIO BBEleHO
A. Kypuseitmewm B [1], ocoGenro npn usygennan Gyaxmun Jupaka B HemHeit-
BEHX napdepeEnnansHEX ypaBHeHHEAX B [2], § 5.

f1. Rypunseiinp B memMme 5,1 fOKas3kBaeT clelylonlee OpeioKeHne: Hycrh x(n),
7 = 0 — Bo3pacTaomas HenmpepeBEag ¢yErnma, x(0) =0, f o) =
0

IIycrs o(t), te{0, S), — HenpepHBHAA BeMeCTBeHHAA QYHKIMA ¢ OTPaHMYSHHEIM
msmenermeM. 1lyers ¢() = [§3(%1, -~ Twm), - ovy Im(Zy - .., Ts)] — HempepHIBHaA
BeKTOpHasA (yHKOUA HA OTKpHTOM MHOKectBe D C E,, raxas, 410

(0,1) lg(@y) — 9@l = x(llex — 2*[)  maa @y, a*eD.
Ilyers zge D, £, € (0, S>. Torma ypaBHeHne
z(t) = %, + f g(x(v)) do(z)

mMeeT caMoe OoJIbIle OJHO peIIeHHe.

B sroii craTre Ha mpuMmepe mokasaHO, 4TO ycaosme (0,1), KOTOpoe HOKEA
BHIIONHATH QYHKNUA g(), Helb3sl 3aMeHATH Gonee ciabbiM ycaosmem: Ilycrs
g(x) — BenmpepwBHaA, BeKTOpHaA QyHKUEA Ha MHOkecTBe D C K, rakas, 410
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t
ypaBHeEme z(t) = 2, + [g(x(7)) dv mmeeT 1IA Z, € D, t, €40, §) ogHO 7 TOIBKO
1,

OXHO peleHme.
B rmase IT mul mocrpoum Ha mEOskectBe (0, @) X 0, 1> dymrnmio g(z, y)
TaKky1o, aro miaA b, € <0, 87y, xy € {0, M), Y, € <0, 1) cmcrema

t t
x(t) = o + tf dr, y(t) =y, + tf g(x(7), y(r))de

HMeeT OJJHO ¥ TONIbKO oxHo pemenue. B riase IIT mur mocrpomm HempepHBEO
BemecTBeHHY0 QyEKNEIL 0(f), t€ {0, 87) ¢ OrpaHMYEHHLIM H3MEHEHHEM Ta-
KYyI0, 9T0 CHCTEME '

= af do(v), y(t) = of g(x(z), y(v))do(z)

YIOBIETBOPSAIOT BA PeIIeHU.

B nanspeiimenm fl. Kypnseiins B Teopeme 5,1 mokashiBaer ciefyiomee IPeIo—
mernme: Ilyers f(x, t) = [f1(®y, ..., Ty £), ..oy fu(@y, ..., Ty )] — HempephiBHaA
BekTopHaA Qymknua pug x € D, t e (— Ty, Ty). Ilyers g(x) — dynrrnus, Koto-
* paa BemouHser yciopma demMel 5,1. Ilycrs @,(f), n=1,2,3,... — Hempe~

. i

puBHas BemecrBemHaA OymrmEA mua te{—T,, T,>, D.(t) = [ () dr.

ITycrs mocnexoBaTeIBHOCTH (bynmmeﬁ @, BHIIOJHAET CHeRYOIEE YCIOBHAS

lim sup f I(p,,(‘t)] dr=L < o0,

lim fl%(f)ldr=0 ma —T,<t<0,
N—>00 -~Ty

Tl
lim [lga(@)|dzr =0 gma O0<t<T,,
17

N—>c0

lim D,(t) =0 ma —T,=t<0,
Nn—>00

Clim D,(t) =1 ma 0<t, =T,

N—c0

Ilycrs pemenne u(?), ¢ e (— T, 05, <0 < Ty, < T',>, ypaBHeHEs
dx
*
_— = t
*) 7 = f@
ONIHOSHATHO OUpefielAercsa HaYalbHbM yeroBumeMm u(— 7) = y,. Ilycrs peme-

dz
mme o(t), t e {(— 35 — >, YPaBHEHHUA I = (%) OMHOBHAYHO OLpeNeIAeTCa Ha-

9aJIBHBIM YCTOBHEH v(— }) = u(0) m mycts, Hakomen, pemenme w(t), ¢ € <0, Ty,

*
ypasHeEns (*) ONHOBHAYHO onpefeiisieTcs HAYATBHEIM yeaossex w(0) = o(3).
IIyeTs 9n = Yo B M — o0.
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Torna AmA MOCTATOYHO GONBMAX 7 CYMECTBYeT pememe x,(f) YPaBHenuma

j_j = f(@,8) + 9(@) . Pult), Fal—To) = Y,

u
limz,(f) =u(t) ma —T,<t<0, limz,() = w(t) ma 0<t<T,.
N—>c0 N—>co

B craThe MBI mOKaskem Ha IpmMepe, 9TO Opu Gosee ciaGoM yClIoBHE 0 QYHK-
nmu g(x) 9TO YTBEpIKAEHUe HeIPaBHILHO.

Summary

ON NON-UNICITY OF SOLUTIONS OF A SYSTEM
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS

Vwiapmmfr DoLEZAL, Praha

The problems considered in this paper have their origin in the theory of
generalized ordinary differential equations introduced by J. Kurzwem in [1],
especially in the part concerning the theory of Dirac functions, Chapter 2 of
paper [2]. ,

J. Kurzweil has proved, 1. c. Lemma 5,1, the following proposition: Let

t
d

%(n), 7 = 0 be an increasing and continuous function, 4(0) = 0, f e} =

Let o(t), ¢ € <0, 8> be a real continuous function with bounded variation. Let

9(x) = [91(%15 ces Tm)y ooy Im(Z1s - - +» Tm)] be a vector function, continuous on
the open set D c E,, and such that

(0,1) lg(zs) — 9(@*)| < gl — 2*) for zy,a*eD.
1
Let z,e D, tye <0, 8>. Then the equation xz(f) =z, + [g(x(7)) do(v) has at
- to '

most one solution.

In this paper an example is contained showing that the condition (0,1) on the
function g(z) cannot be replaced by the weaker condition: Let g(x) be a vector
function continuous on the set D c E,, such that the equation

#(t) = 2, + [g(e(r)) dr

has a unique solution for z, € D, ¢, € <0, §). In Chapter IT we construct a function
g(x y) on the set (0, #) X <O 1>, such that the system

z(t) = %o + ffhr yt) =y, + tfg(x(f), y(z)) dz
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has a unique solution for ;e <0, 87>, Zy€ {0, ), Yoe <0, 1>. In Chapter IIT
Wwe construct a continuous real function o(f), ¢ € <0, 8x) with bounded variation
such that the system

(f) = of do(z), y(t) = Of g((7), y(7)) do(z) .

has two distinct solutions.

Further, in theorem 5,1, J. Kurzweil proves the following proposition: Let
F(, 8) = [fu®@1s oo os T B)y ey fu(@gy -+ ey Ty £)] be & continuous vector function

for zeD, te (—Ty, T,>. Let g(x) be a function satisfying the conditions of
Lemma 5,1.

Let the sequence of real continuous functions ¢,(f), n=1,2,3,
te (—T,,T,>, fulfil the following conditions:

DERY

lim sup_ f[qa,, -c)]d-z—L<oo
lim ,Tf[%(r){dr:O forr —T,Zt<0,

Tl
lim 5quﬂ(r)[d-x=0 for O0<t<=T,,

. —

- lim D, (t)y=0 for —7T,<t<0,
‘ﬂ-—wo )
lim D,.0t) =1 for o0<t=T,,
N—>00

i t . .
where @,(f) = [¢.(7) dv.
Tl
Let u(t), te (<— Ty, 05, (0 < Ty < T,) be a unique solution of
dz
*) T =f,8); u(—To) ="Yo;

let the solution v(t) of % = g(x), v(— %) = «(0) be defined for { e (— %, —2—>,

and let the solution w(t), ¢ € <0, T'y> of (*) be unique. Let y, — u(— T',) with
n — o0.

Then there exists a solution x,(t), t € {<—Ty, Ty of

& — 1w, 1) + 0@ - al)

Z,(—T,) = yYp, (not necess&rﬂy unique) for n sufficiently large and such that

limz,@t) =u@) for —7T,t<0, limz,()=wl) for 0<t=T,.
N—>0 N—0

In this article we show an example proving that this proposition is wrong
under some weaker conditions on the function g(x).
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