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ČASOPIS PRO PĚSTOVÁNÍ MATEMATIKY 
Vydává Matematický ústav ČSAV, Praha 

SVAZEK 85 * PRAHA 18. V l i l . 1960 * ČÍSLO 3 

0 JISTÉ POLOGRUPĚ ENDOMORFISMÚ 
NA JEDNODUŠE USPOŘÁDANÉ MNOŽINĚ, II 

BEDŘICH PONDĚLÍČEK, Poděbrady 

(Došlo dne 13. března 1959) 

Článek je druhou částí autorovy práce [1] a zobecňuje některé vý­
sledky § 2 článku [2] pro pologrupu _F s vlastností (y), zavedenou 
v 1. části práce, která je jistou pologrupou endomorfismů na jednoduše 
uspořádané množině %Jt. V článku se studují vztahy mezi vlastnostmi 
pologrupy r a uspořádáním množiny Wl. 

V článku budeme používat označení a pojmů, uvedených v práci [I]. 

Definice 1. Nechť Fc Jp, Q c ffi. Řekneme, ze T je transitivní na Q, jestliže ke 
každým dvěma x,yeQ existuje feF takové, ze f(x) = y nebo x = f(y). 

Jestliže Q = ffi, potom řekneme, že F je transitivní. 

Lemma 1. Nechť F c Jj) je transitivní, potom množina ffi[F] má nejvýše jeden 
prvek. 

Důkaz. Nechť ffi[F] má dva různé prvky x, y, potom existuje feF takové, 
že f(x) = y nebo f(y) = x. Tedy y = f(x) = x nebo x = f(y) = y, což v obou 
případech je spor. 

Lemma 2. Nechť pologrupa r c S} je transitivní na ffi(F), potom F je diver­
gentní. 

D ů k a z je zřejmý. 
Lemma 3. Nechť pologrupa F c Jj je transitivní, silně monocyklická a má vlast­

nost (y), potom bod xeffi je koncovým bodem množiny ffi tehdy a jen tehdy, jestliže 
xeffi[F]. 

Důkaz. Nechť x je levý koncový bod množiny ffi. Předpokládejme, že 
x e ffi(F), potom existuje feF takové, že x < f(x). Nechť x = f(u), kde u € ffi, 
a tedy x < u. Zřejmě f(x) ^ j(u) = x, a to je spor. Stejným způsobem dojdeme 
ke sporu v případě, že # je pravý koncový bod množiny ffi. Tedy x e 5Dí[.Z1]. 

Nechť x e ffi[F] a není koncovým bodem množiny ffi. Zřejmě existují u, v <= ffi 
taková, že u < x < v. Množina ffi má tedy aspoň tři prvky, z ěehož vyplývá, že 
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transitivní pologrupa F má aspoň jeden endomorf ismus / =# e-. Z předpokladu, 
že F je silně monocyklická pologrupa a z lemmatu 1 vyplývá, ze u, ve SDí(/). 
Tedy ^ #= /(%) íg /(#) -= a; jS /(v) 4= ^ -a to je spor , protože F je silně mono­
cyklická pologrupa, která nemá oboustranné cykly. 

Lemma 4. Nechť pologrupa F c $> je transitivní, komutativní a silně mono­
cyklická. Nechť f(u) = f(v), kde u, v e Wl (u ^ v) a f e F, potom f(u) e ^St[FJ. 

Důkaz. Označme x = f(u). Z transitivnosti JT vyplývá, že existuje g*F 
takové, že g(u) = v nebo g(v) = u. Nechť tedy gfa) = v, potom x ==- f(v) = 
= fg(u) =gf(u) = g(x). Zřejmě g =f= e, a tedy x e 3%] = Wt[F]. Stejným 
způsobem dokážeme lemma pro případ, že g(v) — u. 

Definice 2. Ěekneme, ze pologrupa F endomorfismit, na SD? má vlastnost ((3), 
jestliže platí: 

Nechť /, y € JT (/ =j= fif), /(a?) = g(x), kde xeWl, potom f(x) e Wl[F]. 

Lemma 5. Nechť, pologrupa F cty je silné monocyklická a má vlastnost (y)» 
potom má též vlastnost ((J). 

Důkaz. Nechť f,geF (f 4= g), f(x) = g(x), k d e x e SK. Zřejmě / == rg nebo 
gr = rf, kde r e F a r 4= e. Nechť / = rg, a tedy /(a;) = r <7(a;) = r f(x), z ěehož 
vyplývá, že f(x) e 3Jí[rJ = SDí[.T]. Stejně tak i v př ípadě, že g = rf. 

Lemma 6. Nechť pologrupa F c Jg> ýe transitivní, komutativní, monocyklická 
a má vlastnost (y). NecM množina SK má Ze## (pravý) koncový bod, potom tento bod 
je význačným bodem cyklů, všech feF (f 4= e) & 2-wo všechna f eF platí / šs e 
(/ Š= e). 

Důkaz. Podle poznámky 2 v [1] je _F silně monocyklická. Nechť y je levý 
koncový bod množiny SPÍ. Z lemmat .1 a 3 vyplývá, že {y} = %Jl[F]. Nejdříve 
dokážeme, že pro všechna feF platí / <£ e. Předpokládejme opak, což podle 
věty 2 z práce [I] znamená, že existuje feF takové, že / > e. Zřejmě existuje 
xeWl takové, že y < x, potom též existuje geT takové, že g(x) = y, a tedy 
g < e« Zvolme u e 5DÍ a # e JV tak, že /n(^) = o;. Zře jmě g fn(u) = c/(#) = y < u, 
a tedy fng < e pro všechna n e N, a to je spor, protože podle věty 3 a poznámky 
2 v práci [1] jeTarchimedovsky uspořádaná pologrupa. Nyní dokážeme, že y je 
význačným bodem cyklů všech feF (f 4= e). Předpokládejme opak, což zna­
mená, že existuje feF(f<e) takové, že pro všechma xe 9ffř (y < x) a všechna 
ne N platí y < fn(x). Zřejmě existuje g eF takové, že g(x) = y < fn(x), a tedy 
g <fn pro všechna w e N, a to je podle lemmatu 4 práce [1] spor. 

Věta 1. Nechť SPÍ je jednoduše uspořádaná mnoíirba bez koncových bodů, potom 
každá transitivní, komutativní a monocyklická pologrupa endomorfismů na 2W>: 

která má vlastnost (y), je pologrupou automorfismů na Wl. 
Důkaz. Z věty 3 a poznámky 2 v práci [1] vyplývá, že F je silně mono­

cyklická pologrupa. Nechť / €fa / («) = f(v), kde i*, v e 3Jř (w 4= v). Z lemmatu .4 
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vyplývá, že f(u) € SD?[il> a tedy podle lemmatu 3 je f(u) koncový bod množiny 
SDí, a to je spor. Tedy / je automorfismus na SDí, a tím je důkaz věty 1 ukončen. 

Nechť jednoduše uspořádaná množina SDí má aspoň dva prvky. Skokem mno­
žiny SDí rozumíme její podmnožinu {a, b} (a <b;a,b e SDí) takovou, že neexis­
tuje x e SDí, aby a < x < 6. Isolovaným bodem množiny SDí rozumíme každý její 
nekoncový bod, který je bodem průniku dvou různých skoků množiny SDí 
a každý její koncový bod, který je bodem některého skoku množiny SDí. 

Věta 2. Jednoduše uspořádaná množina SDí se skokem, jehož žádný bod není kon­
covým bodem množiny SDí, je typu co* nebo a>* © co nebo a> tehdy a jen tehdy, 
jestliže existuje transitivní, komutativní a monocyklická pologrupa F endomor­
fismů na SDí, která má vlastnost (y). 

Důkaz. 1. Nechť množiny SDí je typu co*. Můžeme předpokládat, že množina 
S0Í je jednoduše uspořádanou množinou Z všech celých nekladných ěísel. Nechť 
ke Z, potom definujme endomorfismus /& následujícím způsobem: 

fh(x) = min (0, x — k) , kde x € Z . 

Zřejmě platí fji = / fe+ř (k, leZ). Množina všech endomorfismů fh (k e Z) tvoří 
požadovanou pologrupu. 

Nechť množina SD? je typu co* @'<x>. Můžeme předpokládat, že množina SDí je 
jednoduše uspořádanou množinou C všech celých ěísel. Zřejmě množina všech 
celých translací tvoří požadovanou pologrupu. Stejným způsobem dokážeme 
existenci požadované pologrupy v případě, že množina SDí je typu co. 

2. Nechť existuje pologrupa F endomorfismů na SDí, která je transitivní, 
komutativní, monocyklická a která má vlastnost (y). Nechť {a, b} (a < b; 
a,beWl) je skok množiny SK. Pologrupa F je zřejmě silně monocyklická, a tudíž 
podle lemmatu Z a, b € SDí (I1). Nejdříve dokážeme, že každý bod množiny SDí je 
isolovaný. 

Nechť X€Wl(F). Zřejmě existuje ftF takové, že f(b) = x nebo f(x) = b. 
Nechť f(b) = x. Jestliže f(a) = x, potom podle lemmatu 4 x e SDí|T], a to je spor. 
Tedy /(a) < x. Jestliže existuje u e SDí takové, že f(a) < u < x, potom existuje 
v e SK tak, Že u =- f(v), a tudíž a < v < b, a to je spor. Nechť f(x) = b. Zřejmě 
existuje u e SDí takové, že f(u) = a, a tedy u < x. Jestliže existuje v € SDí takové, 
že u < v < x, potom a = f(u) i£ f(v) f£ f(x) = 6, a tudíž a nebo b c S0Í[JT], a to 
je spor. Dokázali jsme tedy, že x je pravým koAcovým bodem skoku množiny 
SDí. Stejným způsobem dokážeme, že x je levým koncovým bodem některého 
skoku množiny SDí, a tedy x je isolovaný bod. 

Nechť x e Wl[F], potom x je koncovým bodem množiny (viz lemma 3). Nechť 
tedy x je levým koncovým bodem. Zřejmě existuje feF takové, že f(b) = a 
nebo f(a) = b. Jestliže f(a) == 6, potom / > e, a to je spor (viz lemma 6). Platí 
tedy f(b) = a. Podle lemmatu 6 existuje ue SDí (x < u) takové, že f(u) = x« 
Jestliže existuje ve SDí takové, že x < v < u, potom f(v) = x. Zřejmě existuje 
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g € r, kde g(u) = b nebo g(b) = u. Nechť g(u) = b, potom g(x) = g /(w) ==-
= / gr(^) = f(b) = a, a tedy g > e, což je podle lemmatu 6 spor. Nechť g(b) =_=. 
= i£, potom g(a) = c//(b) = / fif(č>) = /(w) = # a existuje w e SK takové, že 
g(w) = Í;, a tudiž a < w < b, a to je spor. Dokázali jsme tedy, že x je isolovaný 
b o d množiny tyl. Stejným způsobem dokážeme, že pravý koncový bod x mno­
žiny SR je isolovaný. 

N y n í dokážeme, že mezi dvěma body množiny SDí leží pouze konečný počet 
b o d ů množiny tyl. Předpokládejme opak. Nechť tedy existují x, y} xn, yn e SPÍ 
(n e N) tak, že 

x <xx<xz < ... <xn < ... <yn< ... <yx<y, 
k d e {xn_l9 xn}} {yn, yn_^ tvoří skoky množiny SDí (a?0 = x,y0 = y). Nemá-li tyl 
koncové body, pak F jepologrupa automorfismů (podle věty 1). Existují auto-
morfismy /, g na SDí tak, že f(x) = xv g(x) = y, feF nebo f~x e F a g eF nebo 
g~~x € J I Platí fn(x) = xn, fn < g, což je ve sporu s lemmatem 4 v [1]. Má-li tyl 
l evý koncový bod, pak podle lemmatu 6 existuje f,ge T tak, že f(x2) = xx, 
g(y) = x; platí tedy g <f <e a přitom fn(xn+1) = xl9 tedy g < fn, a to je 
spor. Stejně nemůže nastat duální případ (existence pravého koncového 
b o d u v SDí). 

Množina SR je nutně typu co* nebo co* © co nebo co, protože podle předpokla­
d u m á aspoň dva prvky a podle lemmat 1 a 3 nemá dva různé koncové body. 
T í m je důkaz věty 2 ukončen. 

P o z n á m k a L Předpoklad ve větě 2, že žádný bod skoku není koncovým 
b o d e m množiny SDí, je nutný, protože, jak ukazuje následující příklad, existuje 
množina se skokem, jehož jeden bod je koncovým bodem této množiny, která 
n e n í ani typu w* ani o>* © co ani co a která má transitivní, komutativní a mono-
ey Mickou pologrupu F endomorfismů s vlastností (y): Buď tyl množinou reál­
n ý c h čísel, kde SDí == <0, +oo) — (0, 1). Nechť oc je nezáporné reálné číslo. 
Definujme potom endomorfismus fa následujícím způsobem: 

fa(x) = x — oc, x^>oc+ l , fjx) = 0, x < oc + 1 , 

k d e xe SR. Zřejmě fjfi = fa+fi. Množina všech endomorfismů /a, kde oc je libo­
volné nezáporné reálné Číslo, zřejmě tvoří pologrupu, která má požadované 
vlastnosti . 

Nechť A c tyl (A 4= 0). lekneme, že množina A je shora omezená, jestliže 
existuje y e tyl takové, že pro všechna xe A platí x <* y. Bod y nazveme horní 
závorou množiny A. Nechť A je shora omezená podmnožina množiny SDí. Nechť 
y c SR je její horní závora. Jestliže ke každému x e SOČ (x < y) existuje x' e A 
takové, že x < x\ potom y nazveme supremem množiny A a označíme y = 
== sup x = sup A. Zřejmě ke každé shora omezené podmnožině množiny SDí 

xeA 

existuje nejvýše jedno supremum. Řekneme, že množina SDí j e bez mezer, jestliže 
k e každé shora omezené její podmnožině existuje supremum. 
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Nechť r je pologrupa endomorfismů na SDí. Nechť A je množina všech auto-
morfismů na SDí, které jsou obsaženy v T. Symbolem ZV1 označme množinu 
inversních automorfismů k automorfismům z A. Rozšířením pologrupy F endo­
morfismů na SOí o inversní prvky budeme rozumět množinu T = T u Zl"1. 

Lemma 7. Nechť pologrupa T c $ je transitivní, komutativní, monocyklická 
a má vlastnost (Y). Nechi množina SOÍ nemá koncové body, potom, rozšíření polo­
grupy r o inversní prvky tvoří monocyklickou grupu automorfismů na SDí. 

Důkaz. Z věty 1 vyplývá, že T je pologrupou automorfismů na SDí. Zřejmě 
r=ru A'1 c ®. Dokážeme nejdříve, že f,geT=> fg"1 e F. Nechť tedy 
/, g€ T. Jestliže f,geF, potom / = gr nebo g = fr, kde reF. Zřejmě r = /g""1 

nebo r = gf"1, a tedy buď /^r1 e f c T anebo g/"1 e r=í> /g^1 e P. Jestliže / e F, 
r/ ě r, potom g"1€r=>fg'-1€rcT. Jestliže / ě T, g e T, potom f~1eF=> gf^1 e 
€r=>/r/-1€7' . Jestliže__/,griF, potom f~\ g^eF,^ tedy buď fg^eFcT 
anebo gf'1 e F'=> fg^1 € F. Množina F tedy tvoří grupu, a zřejmě každý její 
prvek je monocyklický. 

Poznámka 2. Následující příklad ukazuje, že rozšíření pologrupy auto­
morfismů na SDí o inversní prvky nemusí tvořit grupu. Buď SDi množinou všech 
reálných éísel. Nechť oc e SDí, definujme potom automorfismus fa následujícím 
způsobem: 

fjx) = x + oc, kde x e 93? . 

Zřejmě faffi = /a+/?. Množina F všech automorfismů /a, kde oc = k + J]/2 (k, Z 
jsou celá nezáporná čísla) tvoří komutativní a monocyklickou pologrupu, která 
není transitivní a nemá vlastnost (Y). Rozšíření F pologrupy F o inversní prvky 
zřejmě netvoří grupu, neboť fv f„y%€ T, ale f^yil F. 

Definice 3. Řekneme, ze jednoduše uspořádaná aditivní pologrupa reálných čísel 
má vlastnost (8), jestliže obsahuje aspoň jedno z čísel oc> —oc (oc je libovolné reálné 
číslo). 

Poznámka 3. Zřejmě aditivní pologrupa všech nekladných nebo všech 
nezáporných nebo všech reálných čísel má vlastnost (8). Existenci jiné aditivní 
pologrupy reálných čísel, která má vlastnost (8), ukazuje následující příklad. 
Nechť H = {oc0, oclf ...} je taková Hamelova base reálných čísel (viz [3]), kde 
0 < oc0 < ocx. Množina A všech reálných čísel oc tvaru a = a0oc0 + aloc1 - (- . . . 
kde a0, ax, ... jsou racionální čísla, při čemž jich je jen konečně mnoho různých 
od nuly a a0 ^ 0, zřejmě tvoří aditivní pologrupu, která má vlastnost (8), 
Pologrupa A neobsahuje ani všechna kladná ani všechna záporná reálná čísla, 
protože oc0 — ocx < 0, oc0 > 0 a oc0 — ocx, oc0 e A. 

Yěta 3. Nechť pologrupa f c 4 která má vlastnost (y), je transitivní, komuta­
tivní a monocyklická. Nechi množina 5DÍ nemá koncové body. 

a) Jestliže množina 9JČ má skok, potom pologrupa F je isomorfní s jednoduše 
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uspořádanou aditivní pologrupou všech celých nekladných nebo všech celých nezá­
porných nebo všech celý čísel. 

b) Jestliže množina Wl má aspoň dva prvhy a nemá mezer a skoků, potom polo-
grupa F je isomorfní s jednoduše uspořádanou aditivní pologrupou reálných čísel, 
která má vlastnost (8). 

Důkaz plyne z lemmatu 7 a věty 8 práce [2], jestliže si uvědomíme, že adi­
tivní pologrupa celých čísel, která obsahuje aspoň jedno z čísel n, — n (kde n je 
celé číslo), je pologrupou všech celých nezáporných nebo všech celých neklad­
ných nebo všech celých čísel.1) 

Pro množinu Wl, která má koncový bod platí obdobná věta. 

Věta 4. Nechť pologrupa F cSp, která má vlastnost (y), je transitivní, komuta­
tivní a monocyklichá. Nechť množina 5JÍ má levý (pravý) koncový bod. 

a) Jestliže množina 20Í má skok, jehož žádný bod není koncovým bodem mno­
žiny 9JÍ, potom pologrupa F je isomorfní s jednoduše uspořádanou aditivní polo­
grupou všech celých nekladných (nezáporných) čísel. 

b) Jestliže množina 9)í má aspoň dva prvky a nemá mezer a skoků, potom polo­
grupa F je isomorfní s jednoduše uspořádanou aditivní pologrupou všech neklad­
ných (nezáporných) reálných čísel. 

Dříve než přistoupíme k důkazu této věty, dokážeme dvě lemmata. 

Lemma A. Nechť jsou splněny předpoklady věty 4, potom množina SD? je anti-
podobná s uspořádanou pologrupou F. 

Důkaz. Zřejmě v obou případech množina 3)í má aspoň dva prvky a nemá 
mezer (viz větu 2). Předpokládejme, že množina 9)í má levý koncový bod y. 
Definujme zobrazení cp pologrupy F do množiny SDÍ následujícím způsobem: 

<p(f) = suVF(feF), 

kde F je množina všech x e SDí takových, že f(x) = y. Jestliže y < x < f[<p(/)], 
potom existuje U€%Sl tak, že f(u) = x. Zřejmě u < <p(f), a tedy existuje v e 50Í 
tak, že f(v) = ya u < v, z čehož plyne, že x ^ y, a to je spor. Jestliže {y, f[<p(f)]} 
je skok množiny 9Jř, potom existuje creSOí takové, že {x, <p(f)} je opět skok. 
Zřejmě x < <p(f), a tedy existuje u e SDí tak, že f(u) = y a x "< u, z éehož plyne, 
že <p(f) ^ u => f[<p(f)] ^ y, a to je spor. Platí tedy y = /[?(/)]. 

Nyní dokážeme, že zobrazení <p je prosté. Předpokládejme opak. Nechť tedy 
existují /, g e F (f 4= g) taková, že <p(f) = <p(g). Nechť / = rg, kde r e F. Nechť 
y < x (x€ SD?), potom existuje ue 20? tak, že x = g(u). Zřejmě <p(f) = <p(g) < u, 
z čehož plyne, že y < f(u) = r g(u) = r(x), a tedy podle lemmatu 6 r = e. Tedy 
/ = g, a to je spor. 

x) Dokážeme, že zmíněná pologrupa obsahuje všechna celá čísla, obsahuje-li číslo 
kladné i záporné. Necht a (b) je nejmenší (největší) kladné (záporné) Číslo pologrupy. 
J e 4 i c číslo pologrupy, potom c = ap -f- r (kde p> r jsou celá čísla a O g r < a) a r -= 
= c—pa patří do pologrupy, a tedy r = 0, což znamená, že a/c. Podobně dokážeme, že 
bjc. Pologrupa nutně obsahuje 1 nebo — 1 , a tudíž a = 1 a b — — 1. Odtud tvrzení. 
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Dále dokážeme, že <p je zobrazení plné. Zřejmě <p(e) = y. Nechť je tedy dáno 
x € SDí takové, že y < x. Zřejmé existuje / eF (f 4= e) takové, že y = f(x), a tedy 
existuje ue$Jl takové, že x = /(^) a # < u. Nechť A je množinou všech h e F 
takových, že h(x) = y. Zřejmě h(u) < u pro he A. Označme v = sup {h(u)}. 

Zřejmě x <; ;̂ ^ u9 protože f € A. Z transitivnosti a z lemmatu 6 vyplývá, že 
existuje g e F takové, že v = #(^). Jestliže y <z < g(x) = ^ f(u) = / jrfit) = 
= f(v), potom existuje w e SDí tak, že z = /(w). Zřejmě v̂ < ;̂, a tedy existuje 
A € A takové, že w < h(u)9 potom y < z <£ / h(u) = h f(u) = h(x) = y, a to je 
spor. Jestliže {y, g(x)} tvoří skok, potom existuje w e 9)í takové, že {«?, ;̂} tvoří 
též skok. Zřejmě w < v9 a tedy existuje A e zj takové, že w < h(u)} potom y < 
< g(x) = /(v) = / h(u) = ft/(^) =.h(x) = 2/, a to je spor. Tedy y = gr(a?). 
Zřejmě ^ € A, g =j= e, a tedy v <u. Předpokládejme, že existuje w e SDí takové, 
že £ < w a g(w) = £/. Zřejmě existuje r e F takové, že x = r(w), & tedy r + e. 
Dále existuje z € SDí takové, že j / = r(;s) a y < z . Zřejmě 3 < w, a tedy existuje 
k € JP takové, že z = i (^) . Ze vztahu y = r(z) = r h(w) = & r(w) = &(&) vy­
plývá, že h € J . Tedy platí g <h9 protože g(w) = y <z = k(w)9 a tudíž g(u) <5. 
<S jfc(w). Jestliže g(u) < k(u)9 potom v < k(u)9 a to je spor. Jestliže g(u) = i|«),„ 
potom podle lemmatu 5 y = v9 a to je spor. 

Zbývá dokázat, že 99 je antipodobné zobrazení. Předpokládejme opak. Nechť 
tedy existují /, geF (f <. g) taková, že <p(f) < <p(g). Potom g[<p(g)] = y = 
= fí<P(f)] < K<P(9)]> a t u d í ž gr < /, a to je spor. Platí tedy cp(f) ^ y(gr), a tím 
je důkaz lemmatu A ukončen, protože stejným způsobem bychom dokázali 
lemma A v případě, že množina SDí má pravý koncový bod. 

Lemma B. Něchf jsou splnény předpoklady vety 4, potom pro /, g e F (/ =j= e) 
platí u = <p(fg) tehdy a jen tehdy, jestliže g(u) = <p(f). 

D ů k a z . Zřejmě stačí dokázat lemma B pro případ, že množina SDí má levý 
koncový bod. Užijme označení z důkazu lemmatu A. Nechť u = <p(fg). Jestliže 
<p(f) < g(v), potom y < f g(u) = / g[<p(fg)] = y, a to je spor. Jestliže g(u) < <p(f)9 

potom existuje veŠBl takové, že <p(f) = g(v)9 a tedy u < v. Podle předpokladu 
je <p(fg) = u < v9 a tudíž y < f g(v) = /[>(/)] = y9 a to je spor. Tedy g(u) = 
= 9(fh 

Nechť gr(̂ ) = <p(f). Zřejmě / g(u) = f[<p(f)] = y, a tudíž ^ <£ <p(/gO. JestUže 
u < <p(fg)9 potom z nerovnosti / 4- e a z lemmatu 4 vyplývá, že y < <p(f) = 
— S^) < 0l>(/flO3> z S e h o ž y < / ?!>(/.?)] = 2/5 a to je spor. Tedy u = y(/sr). 

D ů k a z věty. Dokážeme větu pro případ, že množina 9Dí má levý koncový 
bod y. Nechť SK' = SK X {1} u W X {0}, kde Wl = 3JÍ - {y}. Množinu SW' 
uspořádáme následujícím způsobem: 

(#, 1) < (2:, l)«-># < z , kde £, z e SDí ; 
(a?, 0 ) < ( z , 1), kde x* Wt9 ze Wt; _ 
(a;, 0) < (3, 0)<=># > 2;, kde x, zeWl. 

Zřejmě SDt' tvoří jednoduše uspořádanou množinu bez koncových bodů. 
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Nechť e' je identický automorf ismus na W. Nechť feT (/ =)= e). Definujme 
monocykl ický automorfismus / ' na W následujícím způsobem: 

f(x, 1) = (/(«), 1), kde ^ ( / ) ^ e $ K ; 

/ ' (s , 1) = (^(r), 0) , kde <p(f) > xe $11 a, reT (r =$= e) 

t a k o v é , že x = r[<p(f)] (podle lemmatu 5 existuje právě jedno r); 

ť(y, i) = (?(/), 0 ) ; _ 
f(x, 0) = (tt, 0) , kde x, u e SDí a a; = /(w) 

(podle lemmatu 4 existuje právě jedno u). 

Nejdř íve dokážeme vztah (/g)' = /'g' pro /, g c l l Pro / == e nebo g = e je 
d ů k a z triviální. Nechť tedy / =j= e #= g, potom platí y < g?(gr) < <p(fg). Jestliže 
<p{fg) ^ X€$fly potom podle lemmatu B <p(f) = g[<p(fg)] ^ g(#), a platí tedy 
</flO' (*> 1) = (/?(*), 1) = /'(?(*), 1) = /' ?'(*, 1)- "Jestliže <p{g) <x< <p(fg) 
(x € SDř), potom y < g(x) < <p{f) = g[>(/g)], a existují tedy r,her taková, že 
x = r[<p(fg)] a g(x) — h[<p(f)]. Dle lemmatu 5 r = h, protože h[<p(f)] = g(x) = 
= ř f [ p ( / ř ) ] = rg[<p{fg)] = r[V(/)]. Tedy (/g)' (*, 1) = (<p(r), 0) = (<p(h), 0) = 
= f(g{x), 1) = f g'{x, 1). Jestliže x = <p(g), potom existuje rer takové, že 
rttp(fg)] = x = <p(g) = /M/g)], z čehož r = /. Tedy (fg)' (z, 1) = (<p(f), 0) = 
= f'{y, 1) = / ' g'(x, 1). Jestliže cp(g) > xetyfl, potom existují r, fe e JP taková, že 
x = r[9?(/gr)] a a; == A[9?(g)]. Dle lemmatu 5 A/ = r, protože ^ ( / g ) ] = ^[^(g)] = 
= hf[<p(fg)]. Tedy (/g)' (*, 1) = ( ř(r), 0) = f(<p(h), 0) = / ' g\x, 1), protože 
/ O ( r ) ] == f[<p(fh)] = <p(h). Jestliže a? = y9 potom (/g)' (a;, 1) = (jp(fg)9 0) = 
= f'(<P(9)> 0) = / ' gr'(a:, 1), protože f[<p{fg)~\ = 9?(g). Jestliže a; e SDí, potom 
(/»)' (*, O) = («, 0), kde / g(u) = s(tt e SR) a / ' g'(a;, 0) = f'(v, 0) = (w, 0), kde 
g(v) = x a, f(w) = v (v,we^Sl). Dle lemmatu 4 ^ = w, protože y < x = g(v) = 
= 9 f(w) = / g(w) = / g(u). 

N y n í dokážeme, že / < g (/, g e JP) => / ' < g'. Implikace zřejmě platí, jestliže 
g = e. Nechť tedy / < g < e (/, g € T), potom y < ^(g) < <p{f). Tedy /'(y, 1) = 
= (?>(/), 0) < (^(g), 0) = g'(y, 1), z čehož / ' < g'. 

Označme F' množinu všech /', kde feT. Zřejmě rr tvoří monocyklickou 
a komuta t ivn í pologrupu automorf ismů na W, která má vlastnost (y). Pólo-
g r u p y Faf jsou isomorfní a podobné. 

Z b ý v á dokázat, že pologrupa P je na W transitivní. Jestliže (z, 1) 5£ (2, 1), 
k d e a;, 2; € ŠĎř, potom existuje / € T takové, že x = /(z) a g?(/) < z. Tedy /'(«, 1) = 
= (/(z), 1) = (x9 1). Jestliže (y, 1) ^ (2, 1), kde Z€?TO, potom existuje feP 
t akové ,_že 2 = tp(f). Tedy / > , 1) = (f(z), 1) = (y, 1). Jestliže (x, 0) < (z, 1), 
k d e x c ?j)ř a z € Šíř, potom existují /, g e F taková, že x = <p(/) a z = <p(g). Tedy 
/ ' / í ^ ) = f'(g(*)> l) = /'(y, 1) = (^(/), 0) = (a?, 0). Jesthže («, 0) ^ (z, 0), kde 
^ , z € 2K, potom existuje / e F takové, že z = /(#). Tedy / > , 0) = (a?, 0). 
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Dokončení důkazu je velmi snadné, jestliže si uvědomíme, že 

a) pologrupa F' automorfismů na SEJÍ' splňuje předpoklady věty 3, 
b) pologrupy F &F' jsou isomorfní a podobné, 
c) podle lemmatu 6 pro všechna f eFplatí / ^ e. 
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Резюме 

ОБ ОПРЕДЕЛЕННОЙ ПОЛУГРУППЕ ЭНДОМОРФИЗМОВ 
НА ПРОСТО УПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТВЕ, I I 

БЕДРЖИХ ПОНДЕЛИЧЕК (ВесШсЬ РопаёШек), Ройёогаау 

Статья исходит из работы [1] и обобщает некоторые результаты 2§ 
статьи [2] для определенной полугруппы эндоморфизмов на просто упоря­
доченном множестве Щ. Здесь доказаны следующие теоремы: 

Теорема 1. Пусть Щ—просто упорядоченное множество без концов, та 
всякая транзитивная, коммутативная и моноциклическая полугруппа 
эндоморфизмов на Щ, которая обладает свойством (у), является полу­
группой афтоморфизмов на Щ. 

Теорема 2. Просто упорядоченное множесргво Щ, обладающее скачком, ко­
торого никакая точка не является концом множества Щ, является множе­
ством типа со* или со *© со или со тогда и только тогда, если существует 
транзитивная, коммутативная и моноцилическая полугруппа Г эндо­
морфизмов на Щ, которая обладает свойством (у). 

Теорема 4. Пусть Г—полугруппа эндоморфизмов на Щ, которая обладает 
свойством (у) и она является транзитивной, коммутативной и моно­
циклической. Пусть множество Щ содержит левый (правый) конец. 

а) Если множество Щ обладает скачком, которого никакая точка не 
является концом множестеа Щ, то полугруппа Г изоморфна просто упоря­
доченной аддитивной полугруппе всех целых неположительных [неотрица­
тельных) чисел, 
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б) Если множество $Я содержит по крайней мере два элемента и не обла­
дает ни скачком ни простветом, то полугруппа Г изоморфна просто 
упорядоченной аддитивной полугруппе всех неположительных (неотрица­
тельных) действительных чисел. 

Теорема 3. Пусть Г—полугруппа эндоморфизмов на Ш, которая обладает 
, свойством (у) и она является транзитивной, коммутативной и моноцикли­

ческой. Пусть множество Щ без концов. 

а) Если множество Ш обладает скачком, то полугруппа Г изоморфна 
просто упорядоченной аддитивной полугруппе всех целых неположитель­
ных или целых неотрицательных или всех целых чисел. 

б) Если множество Ш содержит по крайней мере два элемента и не обла­
дает ни скачком ни просветом, то полугруппа Г изоморфна просто упоря­
доченной аддитивной полугруппе действительных чисел, которая обладает 
свойством (д). 

Мы будем говорить, что просто упорядоченная аддитивная полугруппа 
действительных чисел обладает свойством (<5), если она содержит по край­
ней мере одно из чисел ос, —ос (ос произвольное действительное число). 

Zusammenfassung 

ÜBER EINE HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN 
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE, I I 

BEDÄICH PoKöÄiiÖEK, Podebrady 

Der vorliegende Artikel ist eine Fortsetzung der Arbeit [1] und verallge­
meinert einige Resultate §2, Artikel [2] für eine Halbgruppe der Endomor-
pMsmep. auf einer einfach geordneten Menge SK. Es werden folgende Sätze 
beweisen: 

Satz 1. Es sei SÄ eine einfach geordnete Menge ohne Endpunkte. Dann ist jede 
transitive* kommutaiive und monozyklische Halhgruppe der Endomorphismen auf 
Wt mit der Eigenschaft (y) eine Halhgruppe der Automorphismen auf §D?. 

Satz 2 . Eine einfach geordnete Menge STO mit einem Sprung, dessen kein Punkt 
der Endpunkt der Menge Wt ist, ist dann und nur dann vom Typus o>* oder co* ® co 
-oder o>, wtnn eine transitive, kommuiaMve und monozyklische Halbgruppe J7 der 
JSndornorphismen auf 20? existiert, welche die Eigenschaß (Y) hat. 

Satz 4 . Es sei F eine transitive, kommutaiive und monozyklische Halbgruppe der 
JEndomorphismen auf ?D?} welche die Eigenschaft (Y) hat. Die Menge SD? habe den 
linken (rechten) Endpunkt. 
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a) Wenn die Menge 9DJ einen Sprung hat, dessen hein Punht der Endpunkt der 
Menge Wl ist, so ist die Halbgruppe F isomorph mit der einfach geordneten addi­
tiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven (nichtnegativen) Zahlen. 

b) Wenn die Menge 9)1 mindestens zwei Punkte und keine Lücken und keine 
Sprünge hat, dann ist die Halbgruppe F isomorph mit der einfach geordneten addi­
tiven Halbgruppe aller nichtpositiven (nichtnegativen) reellen Zahlen. 

Satz 3. Es sei F eine transitive kommutative und monozyhlische Halbgruppe der 
JEndomorphismen auf SD?, welche die Eigenschaft (y) hat, Die Menge SD? habe keine 
Endpunkte. 

a) Wenn die Menge SD? einen Sprung hat, dann ist die Halbgruppe F isomorph 
mit der einfach geordneten additiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven oder 
aller ganzen nichtnegativen oder aller ganzen Zahlen. 

b) Wenn die Menge SD? mindestens zwei Punkte und keine Lücken und keine 
JSprünge hat, dann ist die Halbgruppe r mit einer einfach geordneten additiven 
Halhgruppe der reellen Zahlen, welche die Eigenschaft (8) hat, isomorph. 

Man sagt, dass eine einfach geordnete additive Halbgrappe der reellen Zahlen 
die Eigenschaft (8) hat, wenn sie mindestens eine der Zahlen oc, —oc(oc ist eine 
beliebige reelle Zahl) enthält. 
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