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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY

Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha
SVAZEK 85 * PRAHA 18. VIII.1960 % &[SLO 3

0 JISTE POLOGRUPE ENDOMORFISMU
NA JEDNODUSE USPORADANE MNOZINE, II

BepkicHE PoNDELICEK, Podébrady
(Doslo dne 13. bfezna 1959)

(Clének je druhou &4sti autorovy préce [1] a zobeciiuje nékteré vy-
sledky § 2 élénku [2] pro pologrupu I s vlastnosti (y), zavedenou
v 1. 8dsti préce, kters je jistou pologrupou endomorfismii na jednoduse
usporddané mnoziné M. V &ldnku se studuji vztahy mezi vlastnostmi
pologrupy I" a uspoiéddédnim mnozZiny M.

V ¢lanku budeme pouZivat oznadeni a pojmi, uvedenych v préci [1].

Definice 1. Necht I' c §, Q@ ¢ M. Rekneme, Ze I' je transitions na Q, jestlize ke
kaZdygm dvéma z, y € Q existuje f ¢ I' takové, Ze f(x) = y nebo z = f(y).

Jestlize Q@ = M, potom Fekneme, Ze I" je transitivni.

Lemma 1. Necht I' c § je transitioni, potom mnozina M[I"] md nejvyse jeden
proek.

Diukaz. Necht M[I"] mé dva rizné prvky z, y, potom existuje f e I' takové,
Ze f(x) = y nebo f(y) = x. Tedy y = f(x) = « nebo z = f(y) = y, coZ v obou
piipadech je spor.

Lemma 2. Necht pologrupa I' c § je tramsitivni na M(I"), potom I' je diver-
gentni.

Dikaz je ziejmy.

Lemma 3. Necht pologrupa I' C §) je tramsitivni, silné monocyklickd a md viast-
nost (y), potom bod x € M je koncovym bodem mnoZiny M tehdy a jen tehdy, jestlize
xe M. '

Dukaz. Necht z je levy koncovy bod mnoZiny IM. Predpoklidejme, Ze
z e M), potom existuje f e I" takové, Ze x < f(x). Necht z = f(u), kde u e M,
atedy x < u. Zfejmé f(x) < f(u) = z, a to je spor. Stejnym zpisobem dojdeme
ke sporu v ptipadsé, Ze z je pravy koncovy bod mnoziny M. Tedy x ¢ M[I].

Necht x ¢ M[I'] a neni koncovym bodem mnoZiny M. Z¥ejmé existuji u, v e M
takova, Ze u < x << v. MnoZina M m4 tedy aspon t¥i prvky, z dehoZ vyplyva, Ze
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transitivn{ pologrupa I m4 asponi jeden endomorfismus f == e. Z predpokladu,
ze I je silnd monocyklickd pologrupa a z lemmatu 1 vyplyva, Ze u, ve M(f).
Tedy w = f(u) < f(z) =z < f(v) = v, a to je spor, protoze I" je silné mono-
cyklicks pologrupa, ktera neméa oboustranné cykly.

Lemma 4. Necht pologrupa I'c &) je transitivnd, komutativni a silné mono-
cyklickd. Necht f(u) = f(v), kde u, ve M (v = v) a f e I, potom f(u)e M[I].

Dikaz. Oznadme & = f(u). Z transitivnosti 7" vyplyvd, Ze existuje gel’
takové, Ze g(u) = v nebo g(v) = u. Necht tedy g(u) = v, potom z = f(v) =
= fg(u) = g f(u) = g(x). Ziejmé g e, a tedy z=e Mg] = M[I"]. Stejnym
zpusobem dokézeme lemma pro ptipad, Ze g(v) = .

Definice 2. Rekneme, e pologrupa I' endomorfisms na M md vlastnost (B),
jestlize plati: '
Necht f,ge I (f +9), f(z) = g(), kde x ¢ M, potom f(x) e ML].

Lemma 5. Nechi pologrupa I' C § je silné monocyklickd a md vlastnost (Y),
potom md téZ vlastnost (B).

Dikaz. Necht f,gel" (f & 9), f(x) = g(x), kde z e M. Ztejmé f = rg nebo
g =rf, kde re I a r &=e. Necht f = rg, a tedy f(x) = r g(x) = r f(z), z &ehoZ
vyplyva, Ze f(x) e M[r] = M[I"]. Stejnd tak i v p¥ipads, ze g = rf.

Lemma 6. Necht pologrupa I' c §) je transitivné, komutativni, monocyklickd
a md vlastnost (y). Necht mnogina M md levy (pravy) koncovy bod, potom tento bod
je vyznalnym bodem cykli, véech feI' (f f=e) a pro vechna fel plati f < e
(f=e.

Dikaz. Podle pozndmky 2 v [1] je I' silnd momocyklickd. Necht y je levy
koncovy bod mnoziny M. Z lemmat 1 a 3 vyplyva, Ze {y} = M[I"]. Nejdiive
dokazeme, Ze pro vSechna fe " plati f < e. Pfedpoklddejme opak, coZ podle
véty 2 z price [1] znamend, Ze existuje fe I" takové, Ze f > e. Ztejms existuje
z e M takové, Ze y < x, potom téZ existuje ge I" takové, Ze g(z) = y, a tedy
g <e.Zvolme ue ManelN tak, Ze f/(u) = z. ZFejmé g f*(u) = g(z) = y < u,
a tedy g < e pro viechna n ¢ N, a to je spor, protoZe podle véty 3 a pozndmky
2 v préci [1] je I archimedovsky uspofddand pologrupa. Nyni dokdZeme, Ze y je
vyznaénym bodem cykli vSech fe I (f = e). Pfedpoklddejme opak, co% zna-
men4, Ze existuje f e I' (f < e) takové, Ze pro viechna z ¢ M (y < x) a viechna
n e N plati y < f(x). Ziejmé existuje g e I' takové, Ze g(x) = y < f*(x), a tedy
g < f» pro viechna n e N, a to je podle lemmatu 4 préce [1] spor. |

Véta 1. Necht M je jednoduse uspofddand mnoinna bez koncovijch bod, potom
kaZdd tramsitivni, komutationi a monocyklickd pologrupa endomorfisma na IM,
kterd md vlastnost (), je pologrupow automorfism ra M.

Dikaz. Z véty 3 a pozndmky 2 v prici [1] vyplyva, Ze I' je silné mono-
cyklické pologrupa. Necht f e I'"a f(u) = f(v), kde 2%, v € M (v == v). Z lemmatu 4
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vyplyva, ze f(u) e M[I'], a tedy podle lemmatu 3 je f(u) koncovy bod mnoZiny
M, a to je spor. Tedy f je automorfismus na M, a tim je dikaz véty 1 ukonéen.

Necht jednoduse uspotddand mnozina IM m4 aspori dva prvky. Skokem mno-
Ziny M rozumime jeji podmnozinu {@, b} (¢ < b; a, b ¢ M) takovou, %e neexis-
tuje z e M, aby a < x < b. Isolovanym bodem mnoziny M rozumime kazdy jeji
nekoncovy bod, ktery je bodem primiku dvou rtznych skokd mnoZiny IM
a kazdy jeji koncovy bod, ktery je bodem nékterého skoku mnoziny IN.

v vz

Véta 2. Jednoduse usporddand mnozina M se skokem, jehoz Zddny bod nent kon-
covym bodem mmoZiny M, je typu w* nebo w* @ w mebo w tehdy o jen tehdy,
jestlize existuje transitivnt, komutativni o monocyklickd pologrupea I' endomor-
fismd na M, kterd md viastnost (y). ’

Dikaz. 1. Necht mnoZiny M je typu w*. MiZeme piedpokléddat, Ze mnoZina
M je jednoduse uspoiddanou mnozinou Z viech celych nekladnych ¢éisel. Necht
ke Z, potom definujme endomorfismus f; nésledujicim zptasobem:

fi(@) = min (0,z — k), kde ze¢Z.

Ziejmd plati fify = frrr (k, Le Z). MnoZina vech endomorfismid f, (k € Z) tvori
pozadovanou pologrupu.

Necht mnoZina IM je typu o* @-w. Miazeme predpokladat, Ze mnozina IM je
jednoduse uspofadanou mnozinou C viech celych &isel. Ztejmé mnoZina viech
celych translaci tvo¥i pozadovanou pologrupu. Stejnym zptisobem dokiZeme
existenci poZadované pologrupy v p¥ipadg, Ze mnoZina M je typu w.

2. Necht existuje pologrupa I' endomorfismi na M, kterd je transitivni,
komutativni, monocyklick4 a kterd mé vlastnost (y). Necht {a, b} (a < b;
a, b e M) je skok mnoziny M. Pologrupa I" je zfejms silné monocyklickd, a tudiz
podle lemmatu 3 a, b e M(I"). Nejdtive dokdZeme, Ze kazdy bod mnoZiny M je
isolovany.

Necht x e M(I"). Ziejmé existuje feI' takové, Ze f(b) = x nebo f(x) = b.
Necht f(b) = x. JestliZe f(a) = z, potom podle lemmatu 4 x ¢ M[I'], a to je spor.
Tedy f(a) < . JestliZe existuje w ¢ M takové, e f(a) < u < x, potom existuje
v e M tak, Ze u = f(v), a tudiZ ¢ < v < b, a to je spor. Necht f(x) = b. Ziejmé
existuje u ¢ M takové, Ze f(u) = a, a tedy u < . JestliZe existuje v e M takové,
Ze u < v <z, potom a = f(u) = f(v) = f(x) = b, a tudiZ a nebo b e M[I'], a to
je spor. Dokézali jsme tedy, Ze = je pravym koncovym bodem skoku mnoZiny
M. Stejnym zpisobem dokiZeme, %e z je levym koncovym bodem nékterého
skoku mnozZiny M, a tedy z je isolovany bod.

Necht z ¢ M[I'], potom z je koncovym bodem mnoziny (viz lemma 3). Necht
tedy z je levym koncovym bodem. Ziejmé existuje fe I" takové, Ze f(b) = a
nebo f(a) = b. JestliZe f(a) = b, potom f > e, a to je spor (viz lemma 6). Plati
- tedy f(b) = a. Podle lemmatu 6 existuje ue M (x < u) takové, Ze f(u) = =.
Jestlize existuje v e M takové, Ze x < v < u, potom f(v) = ». Ziejmé existuje
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g eI, kde g(u) = b nebo g(b) = u. Necht g(u) = b, potom g(z) = g f(4) =
= f g(u) = f(b) = a, a tedy g > e, co je podle lemmatu 6 spor. Necht g(b) =
= u, potom g(a) = g f(b) =7g(() =f(u) ==z a existuje weM takové, %e
g(w) = v, atudiz e < w < b, a to je spor. Dokdzali jsme tedy, Ze x je isolovany
bod mnozZiny M. Stejnym zpisobem dokizeme, %e pravy koncovy bod x mno-
Ziny M je isolovany.

Nyni dokiZeme, ze mezi dvéma body mnoziny M lezi pouze koneény polet
bodl mnoziny M. Predpoklddejme opak. Necht tedy existuji z, y, Z,, Yne M
(n e INV) tak, Ze

< <L <. <2, <. <Y, <..<y <y,

kde {z,_,, 2.}, {¥n Yn_} tvoH skoky mnoZiny M (x, = =, y, = y). Nemé-li M
koncové body, pak I' je pologrupa automorfismi (podle vty 1). Existuji auto-
morfismy f, g na M tak, Ze f(z) = z,, g(xr) =y, fe I'nebo f1el"a gel nebo
g ' e I'. Plati fr(z) = z,, f* < g, coZ je ve sporu s lemmatem 4 v [1]. Ma-li M
levy koncovy bod, pak podle lemmatu 6 existuje f, geI' tak, Ze f(z,) = =,
9(y) = z; plati tedy ¢ < f < e a pfitom f*(z,,,) = z,, tedy g < ", a to je
spor. Stejné nemiZe nastat dudlni pfipad (existence pravého koncového
bodu v M).

MnoZina M je nutné typu v* nebo w* @ « nebo w, protoze podle ptedpokla-
du m4 asponi dva prvky a podle lemmat 1 a 3 nemé dva razné koncové body.
Tim je diikaz véty 2 ukonden.

Pozndmka 1. Pfedpoklad ve vété 2, Ze Zadny bod skoku neni koncovym
bodem mnoziny M, je nutny, protoze, jak ukazuje nasledujici piiklad, existuje
mnoZina se skokem, jehoZ jeden bod je koncovym bodem této mnoZiny, ktera
neni ani typu o* ani o* @ o ani w a kterd mé transitivni, komutativni a mono-
cyklickou pologrupu I" endomorfismt s vlastnosti (y): Bud MM mnoZinou real-
nych d&isel, kde M = <0, + o) — (0, 1). Necht « je nezdporné reilné dislo.
Definujme potom endomorfismus f, nasledujicim zptsobem:

fa(x)=z"‘“’x£‘x+ls fa(x)=0>x<“+l’

kde xz e M. Ziejmé f,fz = f,.s. MnoZina vSech endomorfismi f,, kde « je libo-
volné neziporné realné &islo, zfejmé tvoii pologrupu, kterd ma pozadované
vlastnosti.

Necht 4 c M (4 + 0). Rekneme, %e mnozina A je shora omezend, jestlize
existuje y ¢ M takové, Ze pro viechna z ¢ 4 plati 2 < y. Bod y nazveme horni
zdwvorow mnoziny 4. Necht A4 je shora omezenad podmnozina mnoziny . Necht
Yy « M je jeji horni zdvora. Jestlize ke kazdému ze M (x < y) existuje x' € 4
takové, Ze x < 2/, potom y nazveme supremem mnoziny A a oznalime y =
= sup x = sup 4. Ziejmé ke kazdé shora omezené podmnozing mnoZiny N

xeA

existuje nejvyse jedno supremum. Relmeme, e mnozina I je bez mezer, jestlize
ke kazdé shora omezené jeji podmnoziné existuje supremum.
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Necht I' je pologrupa endomorfismt na M. Necht 4 je mnoZina vSech auto-
morfismt na M, které jsou obsazeny v I'. Symbolem A~! oznatme mnoZinu
inversnich automorfism# k automorfismim z A. Roz§ifenim pologrupy I” endo-
morfism® na M o snversni proky budeme rozumét mnozinu I' = I"u A1,

Lemma 7. Necht pologrupa I' c §) je tramsitivnt, komutativni, monocyklickd

a md viastnost (y). Necht mnofina M nemd koncové body, potom rozsifent polo-
grupy I' o inversni proky tvort monocyklickow grupu automorfismd na M.

Dikaz. Z véty 1 vyplyvi, Ze I' je pologrupou automorfismd na M. Ziejms
I'=Tu A71c@. Dokizeme nejdiive, e f,gel =fg'e . Necht tedy
f,geT. Jestlize f, g € I', potom f= gr nebo g = fr, kde r e I'. Z¥ejm& r = fg~*
nebo r = gf~%, a tedy bud fg~teI' c T anebo gflelI'= fg~le I. Jestlize fe I,
gel, potom glel'=fgte I T. Jestlize fe I, ge I', potom fleI'=gfle
eI'=fgteT. Jestlite f,geI, potom f 1,97 eI, a tedy bud fgtel'c T
anebo gf'e '= fg~*e I. MnoZina I tedy tvo¥i grupu, a ziejmé ka¥dy jeji
prvek je monocyklicky.

Y2y

Poznémka 2. Nésledujici pifklad ukazuje, Ze roziifeni pologrupy auto-
morfismit na M o inversni prvky nemusi tvotit grupu. Bud M mnozZinou viech
redlnych éisel. Necht « ¢ M, definujme potom automorfismus f, nasledujicim
zpusobem:

fu@) =2 4+ o, kde xzeM.

Z¥ejmé f.fs = frsp MnoZina I' viech automorfismi f,, kde o=k + I}/2 (k,1
jsou celd nezéporna &isla) tvo¥i komutativni a monocyklickoun pologrupu, kters
neni transitivni a nem4 vlastnost (y). Rozstfeni I' pologrupy I” o inversni prvky
ziejmé netvo¥{ grupu, nebot f,, f_yze I, ale fiyze T.

Definice 3. Rekneme, Ze jednoduse usporddand aditivni pologrupa redlngch Eisel
ma vlastnost (8), jestlize obsahuje aspor jedno z Eisel x, — x (v je libovolné rediné
éislo).

Poznamka 3. Ziejmé aditivni pologrupa vSech nekladnych nebo visch
nezdpornych nebo viech redlnych &isel ma vlastnost (8). Existenci jiné aditivni
pologrupy redlnych &isel, ktera mé vlastnost (§), ukazuje nasledujici ptiklad.
Necht H = {«, x4, ...} je takovd Hamelova base redlnych &isel (viz [3]), kde
0 < &y < &,. Mnozina A viech redlnych &isel « tvaru o« = ayxy + @06, + ...
kde ay, a,, ... jsou racionalni &isla, pfi em?Z jich je jen koneéné& mnoho raznych
- od nuly a a, <0, ziejmé tvo¥i aditivni pologrupu, kterd mé vlastnost (5),
Pologrupa A4 neobsahuje ani v8echna kladné ani v8echna zdporné realnd &isla.
protoZe oy — x; < 0, 0y > 0 & oy — oy, 0xge A.

Véta 3. Necht pologrupa I' c §, kterd md vlastnost (Y), je transitiont, Icomutw~
tivnd a monocyklickd. Nechi mnofina I nemd koncové body.

a) JestliZe mnofina M md skok, potom pologrupa I' je tsomorfni s jednoduse
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usporddanow aditivni pologrupou vdech celyjch nekladnyjch nebo viech celyjch nezd-
pornych nebo vech cely Eisel.

b) Jestlize mnoéina M md aspoti dva prvky a nemd mezer a skokt, potom polo-
grupa I' je isomorfni s jednoduse usporddanou aditivnt pologrupow redlngch &isel,
kterd md vlastnost (8).

Dikaz plyne z lemmatu 7 a véty 8 prace [2], jestlize si uvédomime, Ze adi-
tivni pologrupa celych é&isel, kterd obsahuje aspon jedno z éisel n, —n (kde » je
celé ¢&islo), je pologrupou viech celych nezidpornych nebo viech celych neklad-
nych nebo v8ech celych ¢&isel.l)

Pro mnozinu M, kterd mé koncovy bod plati obdobna véta.

Véta 4. Necht pologrupa I' C §, kterd md viastnost (y), je transitivnt, komuta-
tivnd @ monocyklickd. Necht mnoZina |\ md levy (pravy) koncovy bod.

a) Jestlife mnofina M md skok, jehof Zddny bod nent koncovym bodem mmo-
Ziny M, potom pologrupa I je tsomorfni s jednoduse usporddanow aditivni polo-
grupou vdech celych nekladnijch (nezdporngch) Eisel.

b) Jestlize mnozina M md aspoti dva proky o nemd mezer a skokd, potom polo-
grupa I' je isomorfni s jednoduse usporddanow aditivni pologrupou vsech neklad-
nych (nezdpornych) redlngch isel.

Diive nez ptistoupime k dikazu této véty, dokdZzeme dvé lemmata.

Lemma A. Necht jsow splnény predpoklady véty 4, potom mnofina M je anti-
podobnd s uspofddanou pologrupou I

Dikaz. Ztejmé v obou pfipadech mnoZina M m4é aspori dva prvky a nemé
mezer (viz vétu 2). PYedpoklddejme, Ze mnoZina M mé levy koncovy bod y.
Definujme zobrazeni ¢ pologrupy I' do mnoZiny M nésledujicim zpisobem:

o) =supF (feI),
kde F je mnoZina viech z ¢ I takovych, Ze f(z) = y. Jestlize y < = < flp(H)],
potom existuje u ¢ M tak, Ze f(u) = z. Z¥ejmé u < ¢(f), a tedy existuje v e M
tak, Ze f(v) = y au < v, z &ehoZ plyne, Ze < ¥, a to je spor. JestliZe {y, flp(f)]}
je skok mnoZiny I, potom existuje x e M takové, Ze {z, ¢(f)} je opét skok.
Ziejms x < ¢(f), a tedy existuje w e M tak, Ze f(u) = y a x < u, z &ehoZ plyne,
Ze o(f) < u=> flp(f)] < y, a to je spor. Plati tedy y = f{g(f)]-

Nyni dokéZeme, Ze zobrazeni g je prosté. Pfedpokladejme opak. Necht tedy
existuji f, ge I' (f == g) takova, Ze ¢(f) = ¢(g9). Necht f = rg, kde re I". Necht
y <z (xe M), potom existuje u e M tak, Ze x = g(u). Ztejmé ¢(f) = p(g) < u,
z ¢ehoZ plyne, Ze y < f(u) = r g(u) = r(x), a tedy podle lemmatu 6 r = e. Tedy
f =g, a to je spor.

1) Dokézeme, Ze zminénd pologrupa obsahuje viechna cels &isla, obsahuje-li &fslo
kladné i zdéporné. Necht o (b) je nejmensdi (nejvétsi) kladné (z4porné) éfslo pologrupy.
Je-li ¢ éfslo pologrupy, potom ¢ = ap + r (kde p, r jsou celd &isla a 0 < 7r < a) & r =

='¢ — pa pat¥i do pologrupy, a tedy » = 0, coZ znamend, %e a/c. Podobnd dokédZeme, Ze
b/c. Pologrupa nutné obsahuje 1 nebo —1, a tudiZz @ = 1 a b = — 1. Odtud tvrzeni.
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Dsle dokazeme, Ze ¢ je zobrazeni plné. Zfejmé @(e) = y. Necht je tedy ddno
x « M takové, Ze y < z. Ziejmé existuje f ¢ I' (f + ¢) takové, Ze y = f(z), a tedy
existuje u ¢ M takové, Ze x = f(u) a x < u. Necht 4 je mnozinou viech h el
takovych, Ze h(z) = y. Ziejmé h(u) < u pro he 4. Oznaéme v = iu‘]? {h(u)}.

Ziejmé r < v = u, protoZe fe A. Z transitivnosti a z lemmatu 6 vyplyva, Ze
existuje g e I" takové, Ze v = g(u). Jestlize y < z < g(x) = ¢ f(u) = f glu) =

= f(v), potom existuje w e M tak, Ze z = f(w). Ziejmé w < v, a tedy existuje
h e 4 takové, ze w << h(u), potom y < z < f h(u) = b f(u) = h(z) = y, a to je
spor. JestliZe {y, g(x)} tvoii skok, potom existuje w ¢ M takové, Ze {w, v} tvoii
té% skok. Ziejmé w < v, a tedy existuje h e 4 takové, ze w < h(u), potom y <

< g(@) = f(v) = fh{u) = h f(u) = h(x) =y, a to je spor. Tedy y= g(x).
Ztejmé ge 4, g * e, a tedy v < u. Predpokladejme, %e existuje w e M takové,
e x < w a g(w) = y. Ziejmé existuje r e I' takové, ze x = r(w), a tedy r * e.
Déle existuje z ¢ M takové, Ze y = r(2) a y < z. Ziejmé z < w, a tedy existuje
k eI' takové, Ze z = k(w). Ze vztahu y = r(2) = r k(w) = k r(w) = k(x) vy-
plyva, Ze k « A. Tedy plati g < k, protoze g(w) = y < z = k(w), a tudiz g(u) =
=< k(u). Jestlize g(u) < k(u), potom v < k(u), a to je spor. JestliZe g(u) = k(u),.
potom podle lemmatu 5 y = v, a to je spor.

Zbyvé dokézat, Ze ¢ je antipodobné zobrazeni. Predpoklédej me opak. Necht
tedy existuji f,gel" (f <g) takové, Ze o(f) < @(g). Potom glp(9)] =y =
= fle()] < {lp(9)], a tudiz g <, a to je spor. Pla‘ol tedy ¢(f) = ¢(9), & tim
je dikaz lemmatu A ukonden, protoZe stejnym zptsobem bychom dokézali
lemma A v ptipadé, Ze mnoZina M mé pravy koncovy bod.

Lemma B. Necht jsou spinény predpoklady véty 4, potom pro f,gel (f +e)
plati w = @(fg) tehdy a jen tehdy, jestlize g(u) = ¢(f).

Dikaz. Zfejms stadi dokézat lemma B pro pipad, Ze mnoZina M m4 levy
koncovy bod. UZijme oznadeni z dikazu lemmatu A. Necht u = ¢(fg). Jestlize
#(f) < g(u), potom y < f g(w) = f glo(fg)] = y, ato je spor. JestliZe g(u) < ¢(f),
potom existuje v e M takové, %e ¢(f) = g(v), a tedy w < v. Podle pfedpokladu
je o(fg) = u < v, a tudiz y < fg(v) = flp(f)] =y, a to je spor. Tedy g(u) =
= ¢(f). .

Necht g(w) = @(f). Ztejm& f g(u) = flp(f)] = y, a tudiz » < @(fg). Jestlize
% < @(fg), potom z nerovnosti f == ¢ a z lemmatu 4 vyplyva, Ze y < ¢(f) =
= g(u) < glo(fg)], = ehot y < [ glp(fg)] = y, & to jo spor. Tedy u = p(fg)-

Dikaz v&ty. Dokd¥eme vétu pro piipad, Ze mnoZina M m4 levy koncovy
bod y. Necht ' = M x {1} u M X {0}, kde M = M — {y}. MnoZinu W’
uspofdddme nasledujicim zpisobem: ‘

(@, 1)< (2, l)<=x <z, kde z,2eM;

(x,0) < (2,1), kde 2eM, 2zeM;

(x,0) < (2,0)<>z >z, kde 2,zeM.
Ziejmé M’ tvoti jednoduse uspofadanou mnoZinu bez koncovych bodi.
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Necht e’ je identicky antomorfismus na M. Necht fe I' (f == ¢). Definujme
monocyklicky automorfismus /" na M’ ndsledujicim zpiisobem:

Fla, 1) = (fla), 1}, kde o(f) S zeM;
Pz, 1) = (p(r), 0), kde o(f)>aeMarel (r e

takové, %e x = r{o(f)] (podle lemmatu 5 existuje pravé jedno r);

1) = (9 0);
flz,0)=(u,0), kde z,ueWM a &= fu)

(podie lemmatu 4 existuje pravé jedno u).

Nejdtive dokdfeme vztah (fg)’ = f'¢g' pro f,gel. Pro f = e neho g = ¢ je
ditkaz trividlni. Necht tedy f = ¢ & g, potom platf ¥ < ¢(g) < ¢(fg). JestliZe
@(fg) < z¢M, potom podle lemmatu B ¢(f) = glo(fg)] = g(x), a platl tedy
(fg) (=, 1) = (fglx), 1) = f'(g(x), 1) = [ ¢'(x, 1). Jestlie ¢(g) <z < ¢(fg)
(z e M), potom y < g(z) < ¢(f) = glo(fg)], a existuji tedy r, keI takovd, Ze
z = r{p(fg)] a g(z) = hlp(f)]. Dle lemmatu & r = h, protoZe hlp(f)] = g(x) =
= g r[p(fg)] = r gle(fg)] = rlp(fi]. Tedy (fg)’ (2, 1) = (p(r), 0) = (p(h), O) =
= f'(g(x), 1) = f ¢'(z, 1). Jestlife = = p(g), potom existuje rel takové, Ze
r{o(fg)] = = = ¢{g) = fle(fg)], z Sehoi r={f. Tedy (fg)’ (x, 1) = (¢()), 0) =
= f'{y, 1) == ' ¢'(2, 1). Jestlife p(g) > x ¢ M, potom existuji r, b ¢ I' takova, Ze
@ = r{e(fg)] a x = AMp(g)]. Dle lemmatu 5 hf = r, protote r[p(fg)] = hlp(g)] =
= k flp(fg)]. Tedy (fg)" (z, 1) = (plr), 0) = f'(@(h), 0) = [ ¢'(=, 1), protoZe
fle(r)] = flp(fh)i = fP(h) Jestlize x =y, potom (fg)' (%, 1) = {(p(fg), 0} =
= f'(9(g), 0) = f ¢'(=, 1), protofe fle(fg)] = @lg). Jestlife xeM, potom
(fg) (=, 0} = (u, 0), kde fg(u) = z(ue T} a f ¢'(z, 0) = f'(v, 0) = (w, 0), kde
gv} =xaflw)=v(v,we M. Dle lemmatu 4 % = w, protoZe y < x = g(v) =
= g flw) = | g(w) = { g(u}.

Nyni dokdfeme, e f < g (f, g« ) = f' < ¢'. Implikace zFejmé plati, jestliZe
g = e. Necht tedy f < g < e (f,gel), potom y << plg) < p(f). Tedy f'(y, 1) =
= (¢(f), 0) < (¢(g), 0) = ¢'(y, 1), z Tehok f < g,

. Oznadme I” mnofinu viech f/, kde f¢I. Zfejm& I tvo¥i monocyklickou
a komutativnd pologrupu automorfismii na ', kterd mé vlastnost (y). Polo-
grupy I"a I jsou isomorfni a podobné.

Zbyvé dokdzat, ¥e pologrupa I je na M’ transitivni. Jestlize (z, 1) = (z, 1),
kde x, z ¢ IR, potom existuje f ¢ I" takové, #s x = f(z) a @(f) < z. Tedy (2, 1) =
== (f(z), 1) = (x, 1}. Jestlite (y,1) =< (2, 1), kde z¢ M, potom existuje felI’
takové, Ze z = gf). Tedy f'(z, 1) = (f(z}, 1) = (y, 1). Jestlife (z, 0) < (z, 1},
kde % ¢ P 8 ze M, potom existuji f, g I" takova, fe x = @(f) 8 z = @lg). Tedy
f 9= 1) = fg(2), 1) = (3, 1) = (g(f), 0} = (=, 0). JestliZe (z, 0) = (2, 0), kde
z, z ¢ N, potom existuje f ¢ I' takové, Ze z = f(z). Tedy f'(2, 0) = (=, 0).
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Dokonéeni dikazu je velmi snadné, jestliZe si uvédomime, Ze

a) pologrupa I'” automorfismi na M’ spliiuje predpoklady véty 3,
b) pologrupy I"a I jsou isomorfni a podobnsé,
c¢) podle lemmatu 6 pro vSechna fe I plati f < e.
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Peswome

OB OIPEJEJEHHON HIOJYIPVIIIIE 3HJOMOP®U3MOB
HA MPOCTO VIIOPANOYEHHOM MHOKECTBE, II

BEIPHUX IIOHIEJUYEK (Bedfich Pondélitek), Podébrady

Cratea mexomur u3 pabGorsr [1] m oGobmaer HEKOTODEE pe3yabTaTsl 2§
cTaTel [2] KA OmpenelieHHOH MOJYTPYIIEL 3HXOMOP(HA3MOB HA IPOCTO YHOPA-
JodeHHOM MHOKecTBe IN. 3mech MOKA3aHHI CIeAYIONIKe TeOPEeMEL:

Teopema 1. IIycmv M—npocmo ynopadouenroe mHoxmcecmso 6ea KOHY0S, mo
6CAKASL MPAHIUMUBHAR, KOMMYMAMUBHAS U MOHOUUEAUYECKAS TNOAY2PYNNT
sndomopgpusmos wa M, komopas obaadaem ceoticmeom (y), A6asemcs noay-
epynnoli agpmomopPpusmos na M.

Teopema 2. IIpocmo ynopsdouernoe mromcecmso M, obaadarowee CKAUkOM, Ko-
MOP020 HUKAKAS MOYKA He S8AIEMCS KOKUOM MHomwcecmea TN, A643emCs MHodmce-
cmeom muna w* uau o *@ w usl  mozda u MoabEO Mo20a, ecall Cywecmsyen:
MPAH3UMUBHARL, KOMMYMAMUBHAR W MoOHoyusudeckas noayepynna I smdo-
mopgpusmos Ha M, komopas obaadaem ceoticmeos (y).

Teopema 4. ITycmbs I'—noayepynna sudomopgusmos na M, komopas obradaem
ceolicmeom (Y) U OHA ABAAEMLI MPAHZUMUEHOU, KOMMYMAMUEHOW U MOHO-
uukauseckoii. Ilycmo muomcecmeo MM codepmcum neswiii (npaswiil) KoHey.

a) Ecau mmoocecmso MM obnadaem craukom, KOMOPO20 HUKAKASL MOYKL He
agasemcea kKoHYyom muoncecmea M, mo noayepynna I' usomopPra npocmo ynopa-
Oouennoll addumusnoll nosyzpynne 6Cex Yeavlr HENOLONCUMENOHLL (HEOMPUYa-
MeavHHT) wucen. ’
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6) Ecau mroncecmeo M codepmcum no kpaiineti mepe dea saemenma u He obaa-
daem wnu ckaukom HU npocmeemom, mo noayepynna I uzomop@ra npocmo
YNopAdoueHHOL aOOUMUSHOL NOAY2PYNNE 6CEL HENOAONCUMENbHLL (HEOMPUYL-
meabHuLE) OelcmeumesbHuL YUCen.

Teopewma 3. IIycmv I'—noayepynna sudomopgusmos na M, xomopas obiadaem
. ceoiicneom (Y) U OHQ A8AAEMCA MPAHIUMUBHOL, KOMMYMAMUBHOL U MOHOYUKLU-
ueckott. Ilycmo muomcecmeo M 6es KoHYOS.

a) Lcau mromcecmso M obaadaem ckaurom, mo nosyepynna I’ usomoppra
npocmo ynopadouerHol ad0umusHol nosyepynne 6cexr YeAblr HENOAOHCUMENb-
HYVL UAL YEABLL HEOMPUYAMENDHIL UAL BCEL YEABLL LUCEN.

6) Ecau muomcecmso M codepocum no kpatinets mepe 06a saemenma u He 064a-
daem mu ckaukom wu npocgemom, mo noayepynna I usomop@ra npocmo ynopa-
Jouernoil addumusnoll noayepynne delicmeumesvrylT duces, komopas obaadaem
cgoiicmeon (6).

MgE1 6ymeM roBopuTh, 9TO IPOCTO YHOPANOYCHHAS ANNMTHBHAS HOJIYIPYIHA
JefcTBUTENbHEX YUcel 00JIafaeT CBOHCTBOM (6), €Cam OHAa CONePIKMT IO Kpai-
Hell Mepe OgHO M3 IUCeN &, —« (o IPOU3BOIBLHOE NeHCTBUTEIFHOe TUCIIO).

Zusammenfassung

UBER EINE HALBGRUPPE DER ENDOMORPHISMEN
AUF EINER EINFACH GEORDNETEN MENGE, II

Bepiice PonDELIGER, Podébrady

Der vorliegende Artikel ist eine Fortsetzung der Arbeit [1] und verallge-
meinert einige Resultate §2, Artikel [2] fiir eine Halbgruppe der Endomor-
phismen. auf einer einfach geordneten Menge M. Es werden folgende Sitze
beweisen:

Satz 1. Es set M eine einfach geordnete Menge ohne Endpunkte. Dann ist jede
transitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe der Endomorphismen auf
WM mit der Eigenschaft (v) eine Halbgruppe der Automorphismen auf M.

Satz 2. Eine einfach geordnete Menge MM mit esnem Sprung, dessen kein Punkt
der Endpunkt der Menge M ist, ist dann und nur dann vom Typus w* oder w* @ w
oder w, wenn eine transitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe I der
Endomorphismen auf M existiert, welche die Eigenschaft (Y) hat. '

Satz 4. Es sei I' eine tranéitive, kommutative und monozyklische Halbgruppe der
Endomorphismen auf M, welche die Bigenschaft () hat. Die Menge IN habe den
linken (rechten) Endpunkt. '
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a) Wenn die Menge M einen Sprung hat, dessen kein Punkt der Endpunkt der
Menge M ist, so ist die Halbgruppe I' isomorph mit der einfach geordneten addi-
tiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven (nichinegativen) Zahlen.

b) Wenn die Menge M mindestens zwer Punkte und keine Liicken und keine
Sprimge hat, dann ist die Halbgruppe I' isomorph mit der einfach geordneten addi-
tiven Halbgruppe aller nichiposttiven (nichinegativen) reellen Zahlen.

Satz 3. Es set I' eine transitive kommutative und monozyklische Halbgruppe der
Endomorphismen auf M, welche die Eigenschaft (y) hat, Die Menge M habe keine
Endpunkte.

a) Wenn die Menge M einen Sprung hat, dann st die Halbgruppe I" isomorph
-mit der einfach geordneten additiven Halbgruppe aller ganzen nichtpositiven oder
aller ganzen nichinegativen oder aller gamzen Zahlen.

b) Wenn die Menge M mindestens zwes Punkte und keine Liicken und keine
Sprimge hat, dann ist die Halbgruppe I mit einer einfach geordneten additiven
Halbgruppe der reellen Zahlen, welche die Eigenschaft (8) hat, tsomorph.

Man sagt, dass eine einfach geordnete additive Halbgruppe der reellen Zahlen
die Eigenschaft (8) hat, wenn sie mindesteas eine der Zahlen «, — & (x ist eine
beliebige reelle Zahl) enthilt.
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