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Casopis pro pSstovini matematiky, ro. 84 (1959), Praha

NEKOLIK PRIKLADU TOPOLOGICKYCH PROSTORU
NESPLNUJICICH AXIOM F

VERA SEDIVA, Praha
(Doslo dne 27. ledna 1959) DT:513.83

V tomto ¢ldnku poddvam Sty¥i priklady topologickych prostoru,
které jsou v jistém smyslu zostfenim a v pripadé I opravou proti-
priklada z [1].

Kniha [1] se soustavné zabyva studiem topologickych prostort, které ne-
musi spliovat nasledujici axiom: Uzadvér bodové mnoziny je uzaviend mno-
zina. Tento axiom je v [1] nazyvan F a prostor, ktery jej spliiuje, F-prostor.

Nyni nékolik definie, které viechny jsou obsazeny v [1]:

Je-li (P, v) topologicky prostor (obecné nespliujici axiom F), 4 c P, znaéi
v4 uzdvér mnoziny A v prostoru (P, v). Je-li jasné, o jakou topologii se jedna,
piSeme téz A misto vA. Pro M c P — 4 je P — A okoli M.

Je-li 4 =P, nazyvé se mno¥ina 4 hustd v P, jeli P — A = P, nazyva se
4 ¥idk4 v P.

MnozZina A4 se nazyva 1. kategorie v P, je-li sjednocenim spodetné mmnoha
mnozin ¥dkych v P.

Je-li x ¢ P, nazyva se x slaby F-bod prostoru P, jestlize vnitfek kazdého
okoli bodu z je zase okolim bodu .

z ¢ P se nazyva silny F-bod, jestlize vSechna oteviend okoli bodu x tvo¥i
jebo tiplnou soustavu okoli.

Mnoziny A, B c P se nazyvaji H-oddélené, maji-li disjunktni okoli.

Bod z ¢ P se nazyvé R-bod prostoru P, jestlize ke kaZdému okoli U bodu
z existuje takové okoli V bodu z, ze V c U.

I. V [1] na str. 106 je dokédzana nasledujici véta (5.3.6):

Budiz a silny F-bod. Necht pro kaZdou uzavienou mnoZinu F, kierd neobsahuje
bod a, mnoziny (a), F jsou H-oddélené. Pak a je R-bod.

Na str. 140 je uveden piiklad (6.4.16), ktery mé ukdzat, Ze véta neplati,
nahradime-li v ni pfedpoklad silného F-bodu predpokladem, Ze o je slaby
F-bod. Snadno se nahlédne, Ze uvedeny piiklad je chybny.
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Uvadim zde jiny p¥iklad:

Bud M mnozina mohutnosti 2%, N mnoZina ptirozenych &isel. Prostor
P se skladd z M X N a jednoho dal§fho bodu w. Bud A diskretni prostor
mohutnosti 2¥. Budtez 4, c f4 — 4, 4, c BA — A takové, Ze 4, 0 A, = §,
moh 4, = moh 4, = 2% a kazdd nekoneénd podmmnozZina mnoziny A4 mé ne-
konedné mnoho hromadnych bodd v 4, i v 4,. v* znadi topologii prostoru 4.

Bud P* = 4 v 4, v 4,; na P* definuji topologii » takto: Budiz X c P¥;
pro z € 4 je z e vX, pravé kdyz je x e X, pro x e 4, U 4, je x e vX, pravé kdyZ
xz ¢ X nebo z e v¥(X n A).

Pro kazdé p¥irozenéd n > 2 oznaéim M, =[M X ()] v [M X (n — 1)J v
u [M X (n)]. Bud ¢, prosté zobrazeni P* do M, takové, Ze

Po(Ad) =M X (n—1), @u(dy) =M X (n), @u(ds)cM x (1),
pii éemz

Pn,(4s) 0 @ (Ay)) =0 pro my £ my, a U @l(dy) =M X (1).

Nn=3
Bud jedté ¢, prosté zobrazeni 4 u A, na [M X (1)] v [M X (2)] takové, Ze
po(4) = M X (1), ps(4,) = M x (2).

Na P definuji topologii takto: Je-li X c P, pak w ¢ X pravé kdy% w ¢ X
nebo [M X (n)] n X # ¢ pro nekoneén& mnoho n. Pro n > 1, me M je
[m, n] € X, pravékdy?z o, '([m, n]) « vp; '(X); [m, 1] e X, pravé kdy# pro néjaké
ne N je gp'([m, 1]) € vp; H(X).

V této topologii je zfejmé bod w slabym F-bodem. Déle jsou ziejmé kazdé dvé
jednobodové mnoziny H-oddglené. Uzaviené mnoZiny v P, které neobsahujf
o, jsou pouze koneénébodové a @, takze kazdd uzaviend mmnozina F, kterd
neobsahuje o, je s () H-oddélen4. w v¥ak neni R-bod, nebot uzévér ka¥dého
okoli bodu o protne mnozinu M X (1).

II. V ptikladg 6.4.8 v [1] je popsan prostor P takovy, Ze existuji podmnoZiny
S c P, Dc P tak, ze S je 1. kategorie v 8 u D, ale S neni 1. kategorie v P.

Uvadim prostor P s touto vlastnosti: Existuje S c P tak, Ze S je v sobé
1. kategorie, ale § neni 1. kategorie v P:

Bud M nespoletny diskrétni prostor, N = M — M, v, topologie prostoru
BM. Bud R mnozina raciondlnich &isel, v, topologie na R dand uspoféddanim.
Bud P= (M x R)V N. Na P definuji topologii takto: Bud X c P. Pro
meM, reR je [m,r] e X, pravé kdy% 7 e v,({y € B|[m, y] ¢ X}). Pro z e N je
z e X, pravé kdyZ z e vy({m e M|[m, 0] ¢ X}). Z¥ejm& S = M X R je v sobd
1. kategorie, ale neni v P 1. kategorie.

1. Piiklad 6. 4. 9 v [1] popisuje topologicky prostor P nasledujicich vlast-
nosti: existuje S c P tak, Ze kazdy bod x « S m4 okoli U takové, ze U n S je
tidkd v P a pfitom S neni 1. kategorie v P.

462



Sestrojime topologicky prostor P nasledujicich vlastnosti: Kazdy bod z ¢« P
mé takové okoli U, ze U je 1. kategorie v sob& i v P, ale P neni v sobé 1.
kategorie:

Pomocné tvrzeni. Bud 4 diskrétni prostor mohutnosts 2%. Existuje prosté
zobrazent y systému & viech spoletnich podmnozin S prostoru A do A — A tak,
Ze pro katdou S je w(S) hromadnym bodem mnoiny S v fA.

Dékaz plyne pomoei transfinitni indukee snadno z toho, #e mohutnost
f-obalu spodetného diskrétniho prostoru je 22

Oznadéim (&) = A*; v* znali topologii prostoru f4. Na P, = A U 4* de-
finuji topologii » takto: Je-li X c P, pak pro e 4 je z evX, pravé kdyz
xeX, proz e A* je x e vX, pravé kdyz x ¢ X nebo z € v*(X n p~Y(x)).

Bud nyni M mnoZina mohutnosti 2%, N mnoZina ptirozenych &isel, P =
= M X N.Prokaidén N bud ¢, prosté zobrazeni (M X (n)) v (M X (n + 1))
na A u 4* tak, Ze (M X (n)) = A%, ¢,(M X (»n + 1)) = 4. Na P definuji
topologii takto: Jeli X c P, je & = [m, n] € X, pravé kdyz ¢, (z) € v(p,(X)).

Je-li z ¢ P, x = [m, n], pak mnoZina
U=(z)v kuoqﬁlikw*lfpm T R ()

je okoli v P, je spodetnd a nema isolovanych bodi. Tedy je 1. kategorie
v sobéiv P.

Kdyby P = U C,, pak pro jisté n, a jisté n, > 1 piirozens, by C, obsaho-
Mol

vala nekonednd mnoho bodd z M X (n,). Tedy C, by vyplnila celé jisté okoli
néjakého bodu z M X (n, — 1), tedy C, by nebyla ¥dké v P. TudiZ P neni
v sobd 1. kategorie.
IV. V [1] na str. 416—417 jsou dokdziny véty:

1,18: Sjednocen{ lokalné konetného souboru ¥idkych mnozin v F-prostoru
je tidkd mnoZina.

1,19: Sjednocen{ o-lokdlné koneéného souboru mnozin 1. kategorie v F-pro-
-storu P je 1. kategorie v P.
Ze v 1,18 nelze predpoklad F-prostoru vynechat, je ukdzéno v [1] v pifklads
6.4.1. V nésledujicim pifkladé ukazuji, Ze ho nelze vynechat ani v 1,19.

Priklad prostoru, ktery je sjednocenim lokalng koneéného systému ¥idkych
mnozin a nenf ptitom v sobé 1. kategorie:

Pomocné tvrzeni 1: Budtez {C,|x e 3}, {Dy|p ¢ B} disjunkini systémy dis-
junkinich mnofin. Nech! moh & = moh # =y je nekonetnd o pro kazdé
o« e, e jetéZ moh C, = moh Dy = y. Pak existuje prosté zobrazeni ¢ mno-
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Ziny C = U C,, na mnofinu D = U Dy tak, #e pro katdé o« e o7, B ¢ B je mnoina
aesd Be R
[9(C.)] 0 Dy jednobodovd.

Dukaz. Bud M mnoZina mohutnosti y, p prosté zobrazeni &/ na M, y*
prosté zobrazeni M na #. Pro kazdé « ¢ & bud y, prosté zobrazeni C, na M,
pro kazdé § « # bud vy, prosté zobrazeni M na Dg. Pro z € C definuji: ¢(z) =
=y e D tak, ze f = p*y,(x), ¥ = ypmy(x), kde z € C,. ¢ mé Zddané vlastnosti.

Budtez M,, M, dva exemplaie diskrétniho prostoru mohutnosti 2%. Bud
&, systém viech spodetnych podmnozin §; prostoru M, (z = 1, 2).

Snadno se dokéZe, Ze existuje prosté zobrazeni v, které ka’dé mnoZiné
S; € &, pritadi mnozinu ,(8S;) c BM; — M, tak, Ze moh y,(S,;) = 2%, kaZdy
bod v,(8;) je v M ; hromadnym bodem mnozZiny S; a pro S;, 8 ¢ &,, 8; + SF
jsou [pi(S)] 0 (S =0 (i =1,2).

UvaZuji systémy mnozin {p,(S,)|S; ¢ S}, {95(S,)|Ss ¢ S,}. Bud ¢ prosté
zobrazeni mnoZiny U %,(S;) = M; na mnoZinu U w,(S,) s vlastnostmi,

8,66, EAYICH y
uvedenymi v tvrzeni 1. °

Bud P* = M, u M, v M;. Na P* definuji topologii v takto (v; znaéi topo-
logii prostoru M,, 1 =1, 2): Je-li X c P*, x e M, U M,, je x e vX, pravé kdyz
zeX. Je-lli X c P* xeM,, jexevX, pravé kdyz z ¢ X, nebo z e v,(X n §y),
kde S, € S, x € p,(S;), nebo ¢(z) e v,(X n 8,), kde S, ¢ S,, p(x) € o(S5).

Z definice topologie » na P* plyne:

Jsou-li K, c M,, K,c M, nekonetné, existuje bod zeM; tak, Ze ze
ev(K; u K,)a K, u K, v () je okolim bodu z v P*.

Je-li M mmnozina, znadi mnozinu vSech dvojic (neuspofadanych)

2
raznych prvkd mnoZiny M.

Pomocné tvrzeni 2: Bud M nekoneénd mnoZina. Pak existuje mnoZina

Mx M . y ;

Ac ———>2<—~— a prosté zobrazeni y mnoziny 4 na M tak, Ze plati:

1. Ke kaZdému m, ¢ M existuje my e M tak, Ze (my, my) e 4.

2. Je-li C,, mnofina vdech my e M takovd, Ze (m,, my) e 4, a D,, mmnoZina
vsech y(my, my)(my € Cr), je Cp 0 Dy = 9.

3. Je-li H c M nekoneénd, existuji hy, hy e H tak, Ze (hy, hy) ¢ A.

Dikaz. Bud M = 4, u 4, u 4; tak, Ze 4, jsou po dvou disjunktni a

moh 4; = moh M (7 = 1, 2, 3). PoloZime 4 4 >2< 4 v 4 >7< 4s v = \7< A3'

. . . A X . y -
Ze stejnych mohutnosti plyne, ze =X je mo¥no prosté zobrazit na
A, x A Ay x A4
A,, __2__2___2 na 4, a ——’—j——s na 4,.
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Toto zobrazeni A na M m4 hledané vlastnosti.

Bud M mnoZina mohutnosti 2%, pro kazdé m ¢ M bud P,, mnoZina mo-
hutnosti 2%, P, n P,, =@ pro m,, myeM, m, + my,. Bud P = U P,,.

- , Mx M TP et
Na M aplikuji tvrzeni 2. 4 c —5—— @y maji tentyZ vyznam jako ve tvrzeni 2.

Pro kazdé x = (m,, m,) e A bud u, prosté zobrazeni mnoZiny P, vP, v
U Px(ac) na prostor P* tak, Ze /-‘oc(Pm,) = M, Ma(sz) = M,, luzx(Px(m)) = M,.
Na P definuji topologii takto:

Je-li X c P,z ¢ P, je x ¢ X, pravé kdy

tx=3(m)(®) € V[p,—(u)(X)] -

Z definice topologie na P plyne: Je-li x ¢ P, y~Ym) = « = (my, m,), mi
bod z okoli U c P,, v P,, U Py, . Systém {P,,|m ¢ M} je tedy lokiln& konetny.

Pro kaidé m,e M je P, = P, v U P, (D, ve vyznamu z tvrzeni 2.),
meD,,

Pm‘ nevyplni tedy okoli Zidného bodu z‘P, P, je tidké v P.

©
Predpokladejme, Ze P = U C,. Existuje pfirozené ¢islo n, a nekoneéns

n=1

mnozina H c M tak, Ze pro kazdé h ¢« H je C,, n P, nekoneéna. Podle tvrzenf 2
existuji hy, hy € H tak, Ze (hy, hy) € A. 5,,“ tedy vyplni celé okoli jistého bodu
ze _Px(h,,hz)- C,, tedy neni #idkd v P. Odtud plyne, Zze P neni v sobé 1. kate-
gorie.
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PesoMme

HECKOJIBKO ITPUMEPOB TOIIOJIOTMYECHMX
[IPOCTPAHCTB, B KOTOPEIX HE BHIIIOJHSETCH
AHCHOMA F

BEPA IIEJUBA (Véra Sedivé), Ilpara
(ITocTymuio B pegarnmio 27/I 1959 r.)

CraTpsl COTEPIRUT KOHCTPYKIUK TOUOJOrMYECKUX IIPOCTPAHCTB, B KOTOPHIX
He BHIIONHAETCA CleAylOmmas akcmoMa F: 3aMBIRaHWE MHOJKECTBA SBISETCH
3aMKHYTHIM MHOJKECTBOM. B crarhe IIOKasaHO, 4T0 TaKue IPOCTPaHCTBA 06ia-
Jal0T PasHBIME HeOOHYHBIME cBOHcTBaMu. [faiorcs cienyiomue IpEMepHl:
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Tomomoruveckoe mpocrpadcrso P u mHo:kectBo A C P rtaroe, uro 4 ss-
JfeTcsa MHOKECTBOM IIePBOH Kateropmu B cee, HO He IepBOil rareropumd B P
(upmmep II).

Tomomornyeckoe mpocTpancTBo P, RaKIas ToIKA & KOTOPOTO HMEET OKPECT-
HOCTH IepBoil Kareropum B ceGe u B P, HO Bce mpocTpaHcTBO P He siBisercs
B cefe MHOKeCTBOM IepBoil Kareropuu (mpmmep IIT).

Tononormueckoe TpoCTPAHCTBO, KOTOPOe ABIACTCA OOBeINHEHIEM JIOKAIBHO
KOHEYHOH CHCTEMBI HUTHEe He NJIOTHEIX MHOJKECTB, HO He ABISETCS MHORECTBOM
nepBOK KaTeropuu B cebe. Bee KOHCTPYKIUE MCIOIB3YIOT YeXOBCKOE KOMIIAKT-
HOe pacmupeHue TUCKPETHOTO NPOCTPAHCTBA.

Summary

SOME EXAMPLES OF TOPOLOGICAL SPACES,
IN WHICH THE AXIOM F DOES NOT HOLD

VERA SEDIVA, Praha
(Received January 27, 1959)

The present note contains some constructions of topological spaces, in which
the following axiom F does not hold: The closure of every set is closed. It is
shown, that these spaces have some unusual properties. Following examples
are given:

A topological space P and a set 4 c P such that 4 is meager in itself but
not meager in P.

A topological space P such that (i) P is not meager in itself, (ii) every = ¢ P
has a neighbourhood which is meager in itself as well as in P.

Topological space P, such that (i) P is the union of a locally finite system of
nowhere dense (in P) sets, (ii) P is not meager in itself.

In all construction the f-compactification of a discrete space is used.
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