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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

MARKOVUV RETEZEC VEDOUCI KE KONVOLUCI BINOMICKYCH
ROZLOZENI A KE KUMULOVANEMU BINOMICKEMU
ROZLOZENIT

JOSEF BILY, Praha DT: 519.217
(Doslo 13. z&ri 1958)

Je konstruovan homogenni Markovav fetézec, ve kterém findlni
rozloZeni pravdépodobnosti je déno konvoluci dvou binomickych
rozloZeni, jakoZ i periodicky homogenni Markovav fetézec, ve kte-
rém jsou limity pravdépodobnosti preskoku dény kumulovinim
pravdépodobnosti binomického rozloZeni dvou sousednich tiid.

Byly konstruovany rtzné Markovovy fetézce, ve kterych jsou rozloZeni
absolutnich pravdépodobnosti ddna binomickym rozloZenim. Viz nap¥. L.
TRUEKSA [1], str. 25, p¥. 3, str. 82—84, str. 112 aj., W. FELLER [2], str. 327 aj.
Uvedu jeden homogenni Markoviv fetézec toho druhu, ktery bude vychodis-
kem nagich tvah.

Necht se systém (terminologie viz L. Truksa [1], str. 18, T. A.SArRYMSAROV [3],
str. 9) miZe nachazet v jednom z n + 1 disjunktnich stava £, E,, ..., E,; ze
stava E,, 0 <kt < n, je moiny prechod jen do stavu X,_, nebo Z,,, nebo
systém muze setrvat v E,, ze stavu E, je mozny jen p¥echod do E, nebo systém
miize setrvat v E,, ze stavu E, je mozny jen prechod do E,_, nebo systém
muze setrvat v E,. Piisluiné pravdépodobnosti pfechodu necht jsou

k k n—k n—k
pk,k*1=7, pk.k=—p—t—(7“-—)—q‘, pk,k+1=(__—n—’)_ps (1)
k=0,1,...,n, pii demZ
o<p<l, g=1—0p. (1a)

Tento fetézec lze realisovat pomoci osudi obsahujiciho # kouli, jez jsou bud
bilé nebo &erné barvy. Systém je ve stavu E,, obsahuje-li osudi k£ bilych a
n — k ernych kouli. Z osudi vybereme nahodovym zpasobem kouli a odstra-
nime ji. Pak odstranénou kouli nahradime tak, Zze do osudi vloZime s pravds-
podobnosti p kouli bilou, s pravdépodobnosti ¢ kouli &ernou. Retézec popsa-
ny (1), (la) lze interpretovat jako nahodovou prochdzku po celoéiselnych
bodech ¢iselné osy mezi body 0, » s reflektujicimi bariérami v 0 a n. Plati

327



Véta 1. Matice pravdépodobnosti p; ;, t, j = 0, 1, ..., », definovanygch v (1) a
(1a) je nerozloZitelnd a reguldrnt. Existuji lim p{™ — P; nezdvislé na ¢, p¥i éemz
"7
n—» 00

8% znaéi pravdépodobnost, Ze systém, ktery je ve stavu i, bude po n krocich ve
stavw 5; pro P; (findlnt rozlofent) platt

sz(?)qunﬂj: 7=0,1,...,n. 2)

Diukaz plyne z véty 4 v L. Truksa [1], str. 55 a z pfedpokladu 0 < p < 1;
existence limity p{") plyne z véty 15, str. 89 a vypolet P; z véty 16, str. 90
tamtéz; viz téz W. Feller [2], str. 325, T. A. Sarymsakov [3], str. 49.

Zobecnéme uvedeny fetézec tak, Ze

. Kbgy _ (n— k) ag, + kbp,
P = e+ kb P T T m—Ka + kb

ponss — (2= B ops
R, k+1 (n — k) a + kb’

k=0,1,...,7n; a, b jsou p¥irozens &isla, pii demz budeme se zabyvat dvéma

piipady:
0<pz<1: Qtzl_pz’ i=192: (33’)

=1, ¢,2=0, Pp,=0, ¢g=1. (3b)

Tento Fetézec lze realisovat pomoci osudi obsahujiciho koule bilé nebo i &erné.
Systém je ve stavu H,, obsahuje-li osudi kb bilych, (n — k) @ dernych kouli,
Z osudi vybereme ndhodovym zptisobem jednu kouli a odstranime ji. Byla-li
bild, odstranime z osudi dalsich & — 1 bilych kouli, byla-li dernd, odstranime
z osudi dal§ich ¢ — 1 dernych kouli. Pak osudi doplnime tak, %e do ného vlo-
Zime, byly-li odstranéné koule bilé, s pravdépodobnosti p,, po pripadé g,
b kouli bilych, po piipadé a kouli éernych, a byly-li odstranéné koule &erné,
vlozime s pravdépodobnosti p; po piipadé ¢; b kouli bilych, po pripadé a koulf
dernych. Jde o zobecnéni Pélyova urnového schematu v tom, Ze i po zjisténi
barvy vytaZené koule zavisi zplGsob zmény sloZeni osudi na ndhodé, kdezto
v Pélyové urnovém schématu se vkladaji nebo odstratiuji koule téZze barvy,
jakou méla taZens koule. Redlny protéjsek téchto urnovych schemat mozno
spatfovat v procesech obnovy v souboru stdlého rozsahu n prvkd, jezZ mohou
byt dvou druhi, p¥i demz prvky se vyfazuji s intensitami nezdvislymi na dase
a vyfazované prvky jsou nahrazoviny prvky jednoho nebo druhého druhu
podle pevného pravidla, studujeme-li tento proces obnovy jako posloupnost
vyfazovéni; o studiu tdchto procesi viz L. A. GoopMaN [4] a — ve spojitém
dase — J. BILY [5].

Pro matice pravd&podobnosti (3) plati
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Véta 2. Matice P pravdépodobnosti P;,; definovangch v (3), (3a) je merozlofi-

telnd a reguldrni, existuji lim p{®) = P; nezdvislé na i, pro néZ plati
N—»00

— —1 A ) . '
Pj___.“(?’—;)pj—lqn-j_{_ﬁ(n 9 )pagn—a-—l’ 920’ 1)-'-:n: (4)
¥t emZ
— P1 — ____qz_ 4a
Tt 4 P+ ¢’ (4a)
- - M 4b
p_apl‘l‘b%’ ? ap; + bg, ’ (4b)

n—1) [(n—1}
1]\ »n |
Dikaz se provede stejnymi prostfedky jako dikaz véty 1.

Jelia=",jex =p,f=qa (4) ptechazi v (2). Je-lip, = ¢y, jeax = =%
a (4) nabyvéa tvaru

1fn—1 . ., n—1 i
szg[(?-___l)pj lq ’_]_( ?‘ )qu jl]’ (5)

. n—1 n—1
7“'031"'-371‘:(_1)_( n )"‘0'

Rozlozeni pravdépodobnosti (4) je konvoluci rozloZeni binomického
(n —I; 1) pqr—*+-1, k=0,1,...,n — 1 a rozloZeni alternativniho (]lc) okpLE,
k=0,1.

Véta 3. Matice P pravdépodobnosti p;,; definovangch v (3), (3b) je nerozlofi-
telnd irreguldrnt a prislusny fetézec je cyklicky o periodé 2. Stavy B, E,, ..., B,
se rozpadaji na dvé tidy Gy, G,, z nichZ tFida G, obsahuje stavy By, k= 0,1, ...,

-+ [3n], tHida G, obsahuje stavy Ey1q, k= 0,1, ..., [n ; l] .

Ezistuji limity: pro E; ¢ G,

o o (7;: 11) Pl + (n “; 1) pigr=it, j=0,2, 2[%]
im. pi?;n = Pl.i =
N0

0 , 7‘=1,3,...,2[";1]+1;
(6)
0 , j=0,1, 2[%]
. , n—1) . ) n—1y .
]ﬁ]_]}xz)p(ﬁ}z-{-l) — Pl.j . (7 . 1) p]—lqn—] + ( ? ) p]qn—.’!-—l , (7)
n—1
7:1,3, ,2[ 2 ]+1,




—1 —1
Pt EemZ (n )= (n )= 0,apro B, eGy

—1 n
n
0 s 730’2: :2[5],
— 1\ . . — 1) . .
ot = 71y | (2 = i [~ .
n — 1
7=173: :—’[ P) ]+13
(n—" i-lgn—j jgn—i-1 9
j—1)? T+ j |7 9
11mp‘2"+1’—P' j=0, 2,...,2[;—'],
n—1
0 ) 7=1>3: 72[ 2] l:

i @mé(”“1)= (”‘“ 1):0.
—1 7

Dukaz. Jestlie p, = ¢; = 0, m4 matice P pravdépodobnosti (3) na hlavni
diagondle vesmés nulové prvky, od nuly rizné jsou jen prvky sousedici s prvky
hlavni diagonaly. Ze stavl Egu, k=0, 1,..., [3n] se sudym poltem kroki
dospéje jen do nékterého stavu E,, lichym poétem kroku jen do nékterého
stavu Hy,,. Podobné ze stavi By, se sudym poétem krokt dojde jen do
nékterého ze stavi E,,.,, lichym poétem krokd do nékterého ze stavi E,.
Z toho plyne rozdéleni stavi do @, a @,. Ze rovnice |AE — P| = 0 (E je jed-
notkova matice (» + 1) X (n + 1)) mé té% kofen A = — 1 (charakteristicka
rovnice mezi svymi kofeny mé kofeny 1, = 1, 4, = — 1), ovétime tim, Ze
sloupce sudého pofadi v determinantu |[1E — P| vynasobime —1 a prvky
viech sloupct seéteme — viz L. Truksa [1], str. 67, véta 15. Existence a vy-
pocet ]im p(”) plyne z v&t 19 a 20 tamtéz, str. 92 a 93; viz téz W. Feller [2], str.

330, 331 a T. A. Sarymsakov [3], str. 52. Posloupnost {p{")}>_; je asymptotic-
ko-periodickd, st¥idad se skupina nul s pos1t1vmml prvky konvergujicimi k
P,,; po pfipadé P,,;.

Pro n = 4 jde o st¥idajici se rozloZeni
2 0, 3¢p+3gp, 0 P,
0, ¢ +3¢%, 0 3+, 0

RozloZeni (6) az (9) moZno nazvat kumulovanym binomickym rozloZenim.
V&imnéme si nékolika vlastnosti rozloZzeni (4) a kumulovaného binomického
rozloZeni.
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ZYejma jsou tato tvrzeni:

Véta 4. Momentovd vytvofujici funkce rozlofeni pravdépodobnosti (4) je

M(0) = (xe® + B)(pe® + @ (10)
a primér a variance rozloZent jsou
pm=m—1)p+a, u=m—1)pg+af. (10a)
Snadno se presvédéime, Ze pii zndmém mn, x, poskytla-li jedna realisace
k—

ndhodné veliiny rozloZené podle (4) hodnotu k, je p* = pra odhad ne-

stranny pro p a Ze pro « = f = } se metodou maximéalni v&rohodnosti ziska
odhad

p=VkEk—1)] (/o = k)n — & — 1) + [k(k — 1)).

Zajimavé jsou vlastnosti kumulovanych binomickych rozlozeni (dale kbr).
Dospivime-li k nim jako asymptotickym rozloZenim popsaného Markova
Tetézce, odpovidaji jednotlivé pravdépodobnosti celoéiselnym hodnotdm né-
hodné veli¢iny. Dospéli-li bychom vSak ke kbr tak, Ze bychom p#i realisaci

nadhodné veli¢iny majici binomické rozlozeni (k) p¥q™* nerozliSovali nulu

od 1, 2 od 3 atd., po piipadé 1 od 2, 3 od 4 atd., ptitadili bychom kumulovanym
pravdépodobnostem stiedy piislusnych hodnot piislusnych ndhodnych ve-
liéin, oviem s vyjimkou kraji. Timto tvarem kbr se budeme déile zabyvat,
pfi dem? prvnim kbr nazveme kbr s t¥idami 0, 3, 7, 11 az 2n 2_ !
je-li n liché, piistupuje posledni t¥ida n; druhym kbr nazveme kbr s tiidami

2n--1 . . ., . .. P s aws v
3 3., n 5 > je-li m liché, je-li n sudé, pfistupuje t¥ida ». Snadno se pre-

» je-li n sudé;

svédéime vypodétem, Ze plati

Véta 5. Momentovd vytvofujict funkce kbr je
M(0) = ¥(e*® 4 e *)(q + pe®)* F 3(e!® — e7*°)(q — pe)r 4 R, , (11)

p#1 GemZ znaménko zdporné platt pro pront, kladné pro druhé kbr, a ddle znaét
pro pront kbr R, = q*(1 — e *®) pro n sudé ,

R, = ¢*(1 — e %) + (pe®)n(1 — ¢*®) pro n liché ; (11a)

pro druhé kbr
R, = (pe)r(1 — €*®) pron sudé,

R,=0 opron liché.
Z toho plyne, ze prumér kbr je
pr=npF (¢ — p)* +7u, (L1b)
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pfi demz znaménko minus plati pro prvni, znaménko plus pro druhé kbr a
r, = %q" pro n sudé, 3(q® — p*) pro n liché pro prvni kbr, r, = — 3p" pro
n sudé a 0 pro n liché pro druhé kbr. Variance kbr obsahuje hlavni élen npq a
tleny obsahujici p*, 9*, (¢ — p)".

Metodou maximalni vérohodnosti ziskdme pii daném = lichém pro druhé
kbr, poskytla-li jedind realisace ndhodné veli¢iny hodnotu (jez je poditana
jako stfed piisluinych dvou sousednich celodiselnych hodnot) pro p odhad

p=F—3/(—0"—1+|F—1,
coz lze p¥i velkych &, n aproximovat vyrazem
k  n—2k
n  8kn(n — k)’

Vysledky odvozené pro kbr lze zobecnit v nékolika smérech. Nebudeme-li
rozliSovat vidy tii sousedni hodnoty binomicky rozloZené nahodné velidiny,
obdrzime kbr terndrni. Uvedu pro » = 3k — 1, k > 2 a pro rozloZeni kumulo-
vané pro hodnoty ndhodné veli¢iny po skupindch 0, 1, 2; 3, 4, 5; atd. momen-
tovou vytvoiujici funkei

nil 2+l
3 3
M(©O) =¢® (;2) T+ D (3,5’:, l)qﬂ—ak-l(pe@wfl 4
B nsl -
< n
-@ —3k~2(mp®)3k+2
+e ;(3k+2)qﬂs (pe®)3r+e
Souéty oznadime postupné A, B, C; dile ¢ = — — + 1/3- Je tedy

M(O) = Ae® +B+Ce
Ziejmé plati
@+ pfr=44+ B+ O,
(@ + epe)r = A + eB + &0,
(q + e2pe®)yr = A 4+ ¢2B 4+ <O,
nebot ¢t = ¢, jeito ¢ je tieti odmocnina z jednidky.
Z t&chto rovnic vypotéteme 4, B, C a po dosazeni do M(6) obdriime
3M(0) = (g + pe®)(e® + 1 + ¢7°) + (g + pee®)"(e® + &* + ee™°) +
+ (g + pe2e®)n(e® + & 4 £27°). (12)

Pro pramér uvedeného rozloZeni obdrzime

py=np + = (q——+ pV) (———— —) %(q——g——-—idz/?—
)
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Ponévadz
.pl/3 Cee— /
‘q_giizf—lé—]=]/1—~3pq,1811m(ﬂ1—n20)=0-
N—>00

Je ziejmé, jak by se postupovalo p¥i kumulaci do Sir§ich skupin.

Stejné jako jsme odvodili z binomického rozloZeni kbr, mozno odvodit
z rozlozeni multinomickych kumulovand rozloZeni multinomicka, jeZ jsou
popisem vicerozmérnych procesit obnovy, studujeme-li je jako posloupnosti
vytazeni. Podrobnosti viz v [4] a [5].
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PesroMme

LOENBb MAPKOBA, ITPUBOJAIMAA K CBEPTHE
BUHOMUHAJIBHBIX PACIHPEIEJEHUU U K KYMVJIUPO-
BAHHOMY BUHOMUHAJIBHOMY PACITPEOEJIEHUIO

HMO3E® BUJIBI (Josef Bily), IIpara
(ITocTynmmo B pegaxumio 13/IX 1958 r.)

ITpm momomu ypHOBO! CXeMBL B ¢cTaThe CTPOMUTCS OJHOPORHAA Hemb Maprosa
¢ cocroaruamn B, B, ..., B, ¢ BepoaraocTamu nepexona (1), (1a), dmuamsroe
pacuperelieHEe KOTOpOH sABJIsAeTca OHHOMUHAJIBHBEIM pacupefeneHzeM (2).
Ilyrem BumomamMeHeHus ypHOBOM cXeMBl YKasaHHAd memb o6obmaercs Tak, 4To
BEpOATHOCTE Hepexoa Hausl popmynamu (3). s o6o6mesHON Iens BHBOXAT-
¢f1 QUHANbHEE pacupefeleHNsA, a UMEeHHO, Ana caydad (3), (3a) B Bume (4) —
cB8pTKa OWHOMUHAJBHOIO pAaCHpEeNeleHUsA ¢ AaJBTePHATHBHLIM paclperele-
HUEeM —, Iuid carydas xe (3), (3b) B Bune (6)—(9) — xBa T. Ha3. KYMyIUDPOBAH-
HHe OWHOMHATbLHBIE paclpefesieHus, MoIydalompecs X3 OMHOMEAIBEHOTO
pacnpefesieHnsl yTeM COGLAUHEHHA ABYX cOCeIHHUX KiaccoB. [[ma Bcex srmx
pacupeneseHnil BEIBONATCSA NPOM3BONsAMEe QYHEKOWM NIA MOMeHTOB (10), (11)
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¥ MOMEHTH IepBOro M BToporo mopspxos (10a), (11b). B saxmodenme mccie-
ayeTcda paclpefeleHHue, Iojydamolleecd U3 OMHOMEAJIBPHOIO paclpefelesus
IyTeM COeNUHEHUs TPeX COCENHUX KIAccoB; MiA ciydada n = 3k — 1, k> 2
OPHBOJUTCA IPOU3BOAAMAA (YHKOWHA i MOMeHTOB (12) m MOMEHT IepBOro
IOPALKA. ‘

Zusammenfassung

EINE MARKOFFSCHE KETTE, DIE ZU EINER FALTUNG
ZWEIER BINOMISCHEN VERTEILUNGEN UND ZU
KUMULIERTEN BINOMISCHEN VERTEILUNGEN FUHRT

JOSEF BILY, Praha
(Eingelangt am 13. September 1958)

Es wird eine homogene Markoffsche Kette mit den Zustinden E,, E,, ..., B,
konstruiert, fiir die die Ubergangswahrscheinlichkeiten durch (1) und (la)
gegeben sind und fiir diese wird die finale Verteilung in der Form (2) abge-
leitet. Diese Kette wird dann verallgemeinert, wobei ein Urnenschema zu
den Ubergangswahrscheinlichkeiten (3) konstruiert wird. Es wird nachge-
wiesen, dass die finale Verteilung fiir den Fall (3), (3a) durch (4), (4a), (4b) —
Faltung zweier binomischen Verteilungen — fiir den Fall (3), (3b) durch (6)
bis (9) — erste bzw. zweite kumulierte binomische Verteilung — bestimmt ist.
Fir die Verteilung (4) wird in (10) die Momenterzeugende Funktion, in (10a)
die ersten zwei Momente angegeben; fiir die kumulierten binomischen Vertei-
lungen werden entsprechende Resultate in (11), (11a), (11b) angegeben.

Schliesslich wird eine durch Zusammenlegung dreier benachbarten Klassen
einer binomischen Verteilung entstehende Verteilung studiert.
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