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Casopis pro pé&stovini matematiky, roé. 84 (1959), Praha

0 JEDNEJ APLIKACII RETAZOVYCH ZLOMKOV
V TEORII NEKONECNYCH RADOV

TIBOR SALAT, Bratislava DT: 517.52.001, 511.138
(Doslo dne 27. srpna 1958)

V préci [1] vySetruje F. D. HrLr niektoré zaujimavé vlastnosti ias-
toénych radov. V tomto ¢ldnku ukédZeme, Ze analogické vysledky moZno
dostat aj u radov obecnejsej Struktury, ak pouZijeme k na§im tvahdm
niektoré zdkladné vlastnosti retazovych zlomkov.

Uvod

=]
Ku 3tadiu vlastnosti &iastotnych radov radu > w, poutiva J. D. HmL

dyadické rozvoje redlnych &isel intervalu (0, 1. Kazdému z = 0. x;xp005 ...
<+ Oy ... (vpravo mame dyadicky rozvoj &isla x obsahujtci nekoneéne mnoho

0 ee]
jednidiek), @ e (0, 1), priradi &astoény rad > ogu, radu > u.
k=1 k=1
V tychto Gvahach moZno ist v uréitom smere dalej. Predpokladajme, Ze

pre kazdé £ =1,2,3,... je dand nekoneénad postupnost redlnych &isel

k k k k
Mk = (61, Coy C35 «v vy Cp, ...)
0

a nech > u, je rad s realnymi ¢lenmi. V tomto &ldnku budeme sa zaoberat
k=1 ©

$ttidiom vlastnosti mnoziny vietkych radov tvaru > eu,, kde &, je pre kazdé
=1

k=1,2,3,... élenom postupnosti M,, tj. ¢ = ¢k pre vhodné r.

V tejto ¢asti price budeme predpokladat Ze je dany rad Z u;, § redlnymi
dlenmi. Nech je dalej pre kazdé £ =1, 2, 3, ...

k k
M, = (c}, ch, ek ...,emy...)
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nekoneéna postupnost redlnych &isel. Pri pevnom k (8 =1, 2, 3, ...) poloZme
Ay = sup |ck| a nech je splnend podmienka
n=1,23, ...

i Aylu] < oo . (L)

Tato podmienka je splnend napriklad vtedy, ak Z u;, absolitne konverguje
a {4}, je zhora ohranidend:

Oznatme dalej znakom W mnoZinu vietkych siétov radov tvaru Z s
kde ¢, je ¢lenom postupnosti M, (k =1, 2,8, ...), =1

Nech x je iraciondlne ¢islo intervalu (0, 1), potom, ako je zndme (pozri [2]
str. 20) moZno z vyjadrif jednoznadne pomocou nekoneéného retazového
zlomku s prirodzenymi Glenmi

= ! . (2)

Definujme teraz na (0, 1) funkciu ¢ takto: Pre z iracionalne (2) kladieme:

@(@) = > cmu;. Rad vpravo vzhladom na (1) absolitne konverguje. Dalej
I=1

polozme ¢(0) = 0 a pre z raciondlne, x ¢ (0, 1>, kladieme

1

o) = Z ck o Ut ak x = , (3)

1
m. —_—
1+m2+

. 1
T
pri tom vpravo mame (ukondeny) rozvoj &isla x v retazovy zlomok (pozri [2]
str. 19).

Zrejme je mnozina vietkych hodnét funkcie ¢ na mnozine vietkych iracio-
nélnych é&isel intervalu <0, 1) totoZné s mnozinou W. Ak pre kazdé k je mnoZina
¢lenov postupnosti M, kompaktnd, potom aj W je kompaktnd a ak okrem
toho je u; =0 (I =1, 2, 3,...) a pre nekonedne mnoho £ je mnozina &lenov
postupnosti M; asponn dvojbodova, potom je W dokonca perfektnd (pozri [3]).

Veta 1. Funkcia ¢ je integrdcie schopnd v 2zmysle Riemannovom na intervale

<0, 1>.
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Dékaz. Pre pevne zvolené prirodzené k poloZme ,(0) = 0, gy(z) = > c}u;
k 1=1
pre z iraciondlne (2), dalej @u(z) = > c,‘,,lu, pre x racionalne (3), ak k <,
T =1
a konedne ¢,(x) = > ¢y, u, Pre x racionilne (3), ak k > r.
1=1

Takto definovand funkecia ¢,(z) je zrejme ohranidend na intervale <0, 1>,
kedZe pre kazdé z € <0, 1> mame podla (1)

lpul)] < élflzluzl <.

Funkecia ¢, je spojitd na kazdom otvorenom intervale k-teho poradia (pozri [2]
str. 50) a teda mnoZina vSetkych bodov nespojitosti funkcie ¢, na <0, 1)
je spodetna. Teda g je integricie schopnd v zmysle Riemannovom na intervale
<0, 1>. To plati pre kazdé k = 1, 2, 3, .... UvdZme dalej, Ze pre kazdé x €0, 1>
plati
lp(x) — il Z Auy| = o(1)
>

a tedy postupnost {@,}; rovnomerne konverguje k funkecii ¢ na intervale
{0, 1>. Podla zndmych viet o Riemannovom integrali dostdvame sprdvnost
tvrdenia vety.

Poznédmka 1. Z dékazu predoslej vety vyplyva, Ze bodmi nespojitosti
funkcie ¢ na intervale (0, 1> moézu byt len raciondlne &isla tohoto intervalu.

Poznamka 2. Dokazana veta je analogon vety 1 z mtova.ne] Hillovej
prace. Integral f @ dx mo?no vzhladom na definiciu funkcie ¢ pokladat

za akysi antmetlcky priemer mnoziny W. V praci [1] sa ukazuje, Ze arit-
meticky priemer (analogicky definovany ako v naSom pripade) mnoziny
vietkych sudtov vSetkych ¢&iastoénych radov daného absolitne konvergent-

s
ného radu s = z u, je > V nafom pripade, ako sa d4 odakivat, hodnota
1
antmetlckeho priemeru mnozmy W (tj. integrélu [ ¢ dz) uz obecne nie je
0

z z u..*) Vypodet integralu f @ dx uz aj pri dost Specidlnych volbach po-

k=1
stupnosti M, robi znadéné taikosti.

Priklad. Uvedieme tento jednoduchy priklad. Nech > u, je absolitne
k=1
konvergentny rad, nech M, = (1,0,1,0,1,0,...)aprek =2, 3,4, ... nech je

M,=(1,1,1,...,1,...). Potom prexe( 3, ..)‘je =k

E+1 k) (e =

*) VSimnime si, Ze dokonca o konvergencii radu Z u;, neéinime Ziadne predpoklady.
k=1
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(pozri [2] str. 49) a tedy ¢}, je 1 pre nepérne k, O pre parne k. Ostatné ¢k, (I > 1)

st 1. Teda
1

S <( 1 1
f‘Pndx = Z’u'z‘l"’“xz (2——k— 1 ﬁ) :
d 1=2 k=1

n 2n

2n n
1
Slete-a-Si-51- L

k=n+1

Kedze

2
podla definicie integralu je hmlta tohoto vyrazu pre n — co rovna f z-ldz =
= log 2. Teda

f‘pndx=ullog2 +lz—2ul’

f(pdx hmfzp,, —ullog2+22uz
=

n—>w 0

' (pozri dokaz vety 1.).

Keby sme volili M, = (0,1,0,1,0,1,...) a pre k=2,3,4,... M=
=(1,1,1,...,1,...) dostali by sme podobnym postupom

1 L
fede= (1 —log2)u, -}—-lzzu, .
0 =

V oboch pripadoch je splnenie podmienky (1) evidentné.

V tejto dasti price budeme sa zaoberat §tddiom vlastnosti radov uz zavede-
ného typu s tym rozdielom, Ze podmienku (1) nahradime inou podmienkou.

Budeme teda Studovat vlastnosti mnoZiny vietkych radov tvaru % & Uy, kde &,
je pre £ =1,2,3, ... ¢tlenom danej postupnosti redlnych &isel -
M, = (c¥, c&, ¢k, ..., ck ...
Zavedieme toto struéné vyjadrovanie:
Budeme hovorit, Ze postupnost {M,}iL, je normilna vzhfadom na rad

> uy, ak eﬁstujé postupnost redlnych &sel {e.}i> 1, &, je Elen postupnosti
k=1 :

My (k= 1,2,3,...), s vlastnostou lim sup 2 &u, = —+ oo a postupnost {e,}e,

Nn—co

£;, je tlen postupnosti My(k = 1,2, 3,...), s vlastnostou lim inf > eju, = — oo.

n—>0 k=1
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Podmienku (1) nahradime v tejto &asti price podmienkou: Poétupnosﬁ
{M;}7 je normalna vzhladom na rad > u, (4). Této podmienka je napriklad
k=1

splnend vtedy, ak (4) je neabsolitne konvergentny rad a kazd4 z postupnosti
M, obsahuje ¢isla 0, 1.

Analogicky, ako v prvej &asti prace definujeme pre kazdé prirodzené k
funkeciu @.(x) a kazdému iraciondlnemu &islu x € (0, 1),

_ 1
x = L 1
1 Ny _+_ )
1
+ m+
priradime formélne nekoneény rad
©
> Cnlly (5)
=1

V dalSom ukéZeme, Ze v istom topologickom zmysle maji prevahu tie rady
tvaru (5), ktoré osciluji medzi co a — co.

Interval <0, 1) pokldddme v dal§om za metricky priestor s Euklidovskou
metrikou ¢ = o(x,y) = | — y|.

Veta 2. Nech (4) je rad s redlnymz Elenmi. Nech {M,}Y je normdina postup-
nost vzhladom na rad (4) Potom pre vdetky x € {0, 1) s vynimkou bodov mnoZiny
prvej kategorve plati

lim sup gi(®) = + oo, liminf g, (z) = — . (6)
k—s>co k—c0

Dokaz. Nech S znaéi mnozinu vSetkych iraciondlnych &isel intervalu
<0, 1), R mnozinu v8etkych raciondlnych é&isel tohoto intervalu. UvaZujme
metricky priestor (S, ¢), kde ¢ = p(x, y) = |z — y| (Euklidovskd metrika).
Priestor (8, ¢) je zrejme mnoZinou druhej kategorie v sebe. Kedze pri pevnom n
vietky body nespojitosti funkcie ¢, leZia v R, je ¢, spojitd na (S, o) (presne
reeno jej parcidlna funkecia (¢,)s je spojitd na (S, ¢)). Pri m prirodzenom pev-

nom polozme B,, = E ¢,(¥) = m. B,, je vzhladom na predo§li vlastnost
zeS n=1,23,...

funkcie ¢, uzavretou mnozinou v (8, g). UkaZeme, %e B,, je riedka v (S, o).
Treba ukézat, ze S — B,, je hustd v (S, ), tj. Ze kazda gula v (S, o) obsahuje
body mnoZiny S — B,,. Nech teda je Q'(x,, §) gula v (8, o), tj.
Q' (g, 0) = Q(2g,0) 1 S,
kde
zoel, L@ 0) = (x, — 8, 2, + ).
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Pre dost velké ! uz Q(x,, 6) obsahuje nejaky interval I-tého poradia (pozri [2]
str. 50). Podrzme toto I pevne. Zostrojme teraz postupnost intervalov {J,}7, ,
takto:

1,2,...,1 . .
(oznadenie

Ny Mgy o0y Ny
pozri [2] str. 53). Podla predpokladu vety existuje postupnost redlnych &sel

{er}re, takd, ze

v 1 1 ve y
Oznadme K = ¢, %, + ... + ¢, %;, pii éom J;, = E(

n

lim sup Z &y = 00, (7)

n—c0 k=1
pri tom je &, ¢lenom postupnosti M. Ak g;4; = ct**, potom zvolime
SLI+1
Tin = E( Ty, Mgy «evy Ty 8 ) ’
Ak sme uz zvolili J,4, c J;, pri éom

Lsz+k)‘

My Ny« o5 Nyt

Jie=E (
potom J 44y C J 14y Zvolime takto:
Ak g,454, = ¢i%+1 potom kladieme:

LZ"”LWZ+hZ+k+v

Ny Mgy vy Wiy v v ey Nptge, T

Jl+k+1 =k (
Zvolme teraz k = 1 také, aby

Errithsy + Eprglhite + .o+ il > m — K

to je vzhladom na (7) moZné. Potom pre iracionélne z, x € J,+, mame

Pr11(x) = K 4 &13qUp4y + -0 + iy > M,

takie x e S — B,,. PoloZme teraz B = U Bm, teda B je mnozina prvej kate-
gorie v (S, o). Zrejme

B = Ehmsupgo,,( z) < 0.

xeS
Uplne rovnako by sme ukazali, %e aj mnoZina

C = Eshm inf gu(z) > — o©
je mnozinou prvej kategorie v (S, ¢) a tak aj mnoZina B U O je prvej kategorie
v (S, 0) a teda aj prvej kategorie v (<0, 1, o). KedZe R je spodetnd, je aj
mnozina P = B U C U R prvej kategorie v <0, 1>. P je v8ak zrejme mnozinou
vietkych tych z € <0, 1), pre ktoré neplatia sidasne obe rovnosti (6). Tym je
veta dokdzand.
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Désledok. Mnozina vsetkych tych z e <0, 1>, pre ktoré mé postupnost
{@u(®)}r—, limitu (vlastnid alebo nevlastnd) a teda aj mnoZina vietkych tych
iraciondlnych disel x € (0, 1),

Xr =

7y +

7"2“}‘_

o]
pre ktoré prisluiny rad > cﬁ,lul m4é sidet (vlastny alebo nevlastny), je mnoZinou
=1

prvej kategorie v (0, 1>.
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Pesmome

OB OJHOM MMPUMEHEHUU HEITHBIX NPOBEN B TEOPUU
BECKOHEYHEIX PANOB

THBOP IMAJIAT (Tibor Salét), Bparucnasa
(MMocerynuio B peparnuio 27/VIIT 1958 r.)

B pa6ore [1] Hsx. H. Xwuaa usyuaer HEKOTOpPble WHTGPECHEIe CBOMCTBA
9acTUYHBIX pAsoB. B Hacroameit pabore aBTOp BHIBOAWT aHATOTHYHBIE PE3YIIb-
TaTH A PANOB Gollee obmelt cTPYKTYPH (9YeM dacTHYHBIE PAMBI), MCIONL3YA
IIPH 9TOM HEKOTOPhle OCHOBHBIE CBOMCTBA IEIHEIX Ipoleil.

©0
[Tycts >y — pAN ¢ AeHCTBUTEIEHEIME WICHAME M TyCTh AIA Mo6oro k = 1,
k=1

2,3, ...06ynmer
Mk = (cllca C’;, c?: LR} CZv )

IOCIIEOBATeNIBHOCTD JeHCTBATeNBHEX gmcel. [lomoskum A, = sup [ck| (k =
n=12,..

=1,2,3,...) 1 oycre Ay|ug] < 0. Iycrs
k=1
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= = M)

npefcTaBisAeT OeCKOHEYHOE DAa3IOjKeHHe HPPaNMOHAIBHOrO dmceaa % e (0, 1)

B menayo xpo6s. Oupemenmm dymrmmio ¢ mHa (0, 1> Tar: @(0) = 0, @(z) =
[}

=> c},lu,, ecil ¥ — WPPANUOHANBHOe YHCIO ¢ pasnoxernueM (1). Ecmm xe x

=1
pamuoHanpHo, 0 << = 1, W ero pasiokeHHe B HENHYIO HAPOOb WMMeeT BUL

z = , (2)

,
TO TOTORAM P(T) = > Cpp ;.
=1

ITpm sTOM ompefereHME MHOKECTBO BCEX 3HAUYCHWH (JYHKIUM @ HA MHOKe-
CTBe BCeX MPPANUOHATBHEIX 4mcell maTepBana (0, 1) TORIECTBEHHO MHOKECTBY

(=<} .
BCeX CYMM DANOB BHAA » &y, THE & — WieH mociexoBaTensHoctu My (k=
=1,2,3,...). k=1
B paGore morasniBaeTcs ciemypomas Teopema:

Teopema 1. Pynryua ¢ unmezpupyema ¢ cmsicae Pumana na <0, 1.

13 moxasaTenbcTBa STOH TEOPEMEL CIELyeT, YTO TOYKAME paspblBa (yHKIEA
@ MOryT GBITH TONBKO panuoHaJbHEIe Yucia mHTepBana <0, 1).

Oycrs > wy, (3), My (k =1, 2,3, ...) ameor yraszaussiii bmre cmsici. lo-
k=1

ciegoBatenbHOCTh {M,)T Mbl HazoBeM HODMAJBHOH OTHOCHTeNBHO psana (3),
’ ’

@CIIH CYIIeCTBYIOT IOCHEOBATEIBHOCTH {&x)1 s {€x)1; &k» & ABIAITCA UYIICHAME

nocnenosatensuocte M, (k=1,2,3,...), Tak 4ro

n

n
lim sup > euy = 00, lim inf > eju, = — o0 .
n—>co k=1 nso k=1

HyCTB IIpU HATYpaabHOM k (IIYHKHHH (pk(x) oBo3Hagaer AJIA HPppanuoOBaJbHOTO
(=]

1
z ¢ pasnosxenueM (1) k-0 wacTugEyo cyMMy PALa 2, lcm,uz, 1A PalrOHAJIBHOrO
1=
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z ¢ pasnomenueM (2), 0 < & = 1, k-fo wacTiuny0 cymMMy (fopmanbEOTO) pAAA
Cmy oo F e+ 0+ 04+ 04 0.

7 ¢,(0) = 0. Torma cnpaBemiuba

o]
Teopema 2. [Tycmb > w, — pad ¢ OellcEUMENbHUMU UAeHAM, NYCTD NOCAE-
k=1 ©

dosamenvrocmv {M,}i, HOPMANLHA OMHOCUMEABHO PAOa Zuk Tozda 0as scex
k=1

2 €0, 1), 3a uckawuernuem mouex MHOMCECMBA NePOli Kamezopuu,

k=00 k—o

Summary

ON AN APPLICATION OF THE CONTINUED FRACTIONS
IN THE THEORY OF THE INFINITE SERIES

TIBOR SALAT, Bratislava
(Received August 27, 1958)

In the paper [1] J. D. HirL deals with some interesting properties of the
subseries. In this paper proves the author analogical results for the series
of more general structure (than are the subseries), using some fundamental
properties of the continued fractions.

(=0}

Let Z u, be a series with real numbers and let for every £ =1, 2, 3, ..., be
k=1 N

M, = (¢ ck, ..., ¢k, ...) a sequence of real numbers. Let us put
Ay = sup [k (k=1,2,8,...)
n=123,...

and let Z AklukI << o0. Let
k=1

z = ; (1)
n1+n2—}—
S
T

be the infinite expansion of the irrational number z ¢ (0, 1) into the continued
fraction. Let us define the function ¢ in the following way: ¢(0) = 0, ¢(z) =

325



[

=> c,‘zlu,, if z is irrational number with the expansion (1). If x is rational,

=1
0 < z =1 and it’s expansion into the continued fraction is
z = - 2)
m _—
1+ T
1
o,

then we put g(z) = z Co .

According to this deflmtlon is the set of all values of the function ¢ on the
set of all irrational number of the interval (0, 1) identic with the set of all the

o]
sums of the series of the form Z &, where ¢, is the member of the sequence

M, (k=1,2,8,...).
In the paper this theorem is proved:

Theorem 1. The function ¢ is integrable on <0, 1) in the Riemann sense.

From the proof of the theorem follows, that the points of discontinuity
of the function ¢ may be only the rational numbers of the interval <0, 1>,

Let

-]

Sw, Mi(k=1,23,...,) (3)

k=1
have the previous meaning. The sequence {M,};, will be called normal
with respect to the series (3), if there exist sequences {&.}7°, {€.}7; &, &x being
the members of the sequence M, (k = 1, 2, 3, ...), such that the relations
lim sup 2 U = + O, hm inf z Uy = — O

k=1
are valid.
Let for every natural &k means g, (z) for  irrational (1) the k-th partial sum

of the series > cﬁ,lul, for z rational (2), 0 < z < 1, the k-th pa,rtial sum of the
: =1
(formal) series
Cm g F oo F €% +04+0+ ... 40+ ...
and ¢;(0) = 0. Then is in force

Theorem 2. Let Z u,, be a series with real numbers, let the sequence {M}iy
k=1

s mormal with respect to the series Z uy. Then for every z e {0,1> except the
k=1

points of a set of the first cathegory
lim sup @) = + o, liminf gy zx) = — ©.
k— k-0 -
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