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Casopis pro p&stovani matematiky, ro. 84 (1959), Praha

O NEKTERYCH VZTAZICH ELEMENTARNICH DELITELU
MATICE K JEJIMU VLASTNIMU VEKTORU

ZBYNEK SIDAK, Praha DT: 513.831
(Doglo dne 11. éervence 1958)

A. Braurr v [2] ukédzal, jaky vliv méd jistd zména matice (sou-
visiei 8 jejim vlastnim vektorem) na zménu jejich vlastnich éisel.
Clének je vénovén doplikém k této v&té. Zjistuje se, jak se zméni
elementdrni délitelé pii fedend zméné a uvadi se nékterd aplikace na
zmenseni Fddu matice a na zobecnéné stochastické matice.

1. Uvod

Budeme se zabyvat étvercovymi maticemi n-tého ¥adu (v odstavei 4 téz
(n — 1)-ého Yddu) s komplexnimi prvky a budeme je znadit velkymi tuénymi
pismeny, nap¥. X = (x,;). E jest jednotkova matice. Mala tuénd pismena, nap¥.
x, budou znadit sloupcové vektory. Transponovanou matici budeme oznadovat
¢arkou, napt. X'. Co se tyte dalsich definic a poznatkn, odkazujeme na GaNT-
MACHEROVU knihu [1], jejiZ terminologie budeme uZivat.

Dtkazy jsou vétdinou providény v podstaté geometrickymi metodami. Ve
shodé s tim povazujeme vlastné matici za uréity linearni operator, zobrazujici
n-rozmérny komplexni eukleidovsky prostor do sebe, vyjadieny v néjaké basi.

Clanek je vénovan doplikém k této vétd Brauerovs:

Budiz A = (a,;;) matice s komplexnimi proky, kterd md vlastnt &isla Ay, 2s, ...
evey Ag NdSObNOSEE My, My, ..., M. Budiz u vlasini vektor A pfislusnyg k 2,, h libo-
volny komplexni vektor. Pak matice B = A + uh’ = (a;; + wh;) md vlasing
étsla Ay + h'u, Ay, Ay, ..., A mdsobnosti 1, m; — 1, m,, ..., m,.

Tato véta v podstaté pochdzi od A. Brauera [2], pozd§ji ji zpresnila H.
PrrrrCTOVA [3] a podala jiny jeji dukaz. Zde jsme ji uvedli ve zpfesnéné
formulaci Perfectové.

V tomto élanku nejprve predesleme v odstavei 2 nékteré véty o Jordano-
vych basich, které jsou pro nés vétami pomocnymi, ale mohou byti zajimavé
i samy o sob&. Potom v odstavci 3 doplnime citovanou vétu Brauerovu zjisté-
nim elementérnich délitelt matice B (coZ samoziejmé obsahuje v sobé i uvedené
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tvrzeni o vlastnich é¢islech); metoda dikazu je pfitom podstatné jind nei me-
tody uzité Brauerem a Perfectovou. Posléze si viimneme nékterych disledkt
véty: v odstavei 4 promluvime o zmengeni fadu matice, v odstavei 5 o zobec-
nénych stochastickych maticich.

2. Pomocné véty o Jordanovych Fetézcich

Véta 1. Budif A matice, Au = Lu, u = 0. Budif g, (A" — LE)g, ...,
(A — AE)” g, ...,g, (A — LE) gy, ..., (A — LE)» ' g, dolnt Jordanovaba-
se k matici A’. Pak u' (A" — A,E)? g, miiZe byti nenulovy jen tehdy, kdyZ 2, = 4,
q=20. '

Dikaz. V urditém Jordanové fetézci oznadme pro struénost h, = (A" —
— ME)?1 gy. Pro tento Yetézec mdme tedy rovnosti

A,hl = Z'khl + hz, A’hg = }'kh2 + h3, aeny A,hpk = lthk .
Néasobenim u’ zleva dostaneme
u'A’h, = Lu'h, = Lu'hy + u'h,,
u’'A'h, = Lu'h, = Lu'h, + u'hy

.............................

Jestlize A, == A, musi tedy byt u’hy = u’h, = ... = u’h, = 0. Jestlize 4, = 4,,
musi byt u'h, = ... = u’h, = 0 a jeding u’h; miZe byt nenulovy.

Poznamenejme, Ze tato véta 1 zobeciiuje vétu 26 v [2], jelikoz se tyks nejen
vlastnich vektorti matice A’, nybrz celych cyklickych invariantnich pod-
prostort.

Zavedeme struény termin ,,u-nenulovy Fetézec* pro dolni Jordantv Fetézec
g, (A" — LE) g, ..., (A — LE)* ' g, pro n&jz u'g, = 0. Podle véty 1 pro
u-nenulovy Yetézec jest A, = 1,. Ponévadi vektory v Jordanové basi jsou
nez4vislé, ziejmé vidy v této basi existuje asponi jeden u-nenulovy Fetézec.

Véta 2. Budif A matice, Au = Au, u £ 0. Pak k matici A’ existuje dolni
Jordanova base e, (A’ — LE)ey, ..., (A — LE)* e, ...,e, (A — AE)e,...,
s (A — AE) e, takovd, fe u'e; = 1,u’(A" — L,E) e, = ... = u'(A" — LE? .
.e, = 0.

Dikaz. Necht g,, (A" — 4E) gy, ... je néjaka dolni Jordanova base k matici
A’. Mazeme predpokladat, Ze vektory jsou oéislovany tak, ze g, ...,

(A" — A4LE)?»—! g, je Jordantv Yetézec, ktery ma z u-nenulovych Fetézch nej-
mensi dimensi. Necht nyni g;, ..., (A" — 4E)»1 g, je néjaky jiny u-nenulovy

Jordantv Yetézec; podle predpokladu p, = p,. Definujme e, = g, — s_ﬁ’i g:-
’ gl
Ponsvads (A" — LE)me, = (A — LEpP g, — —85 (A" _ ; Eymg — 0, dosta-

ug,
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neme nyni Jordaniv fetézec e, ..., (A" — LE)?»1e,. Plitom u'e, = u'g, —

’

— s.,_g’c ug, =0, w(A — LE) e, =... = u'(A — LE)» e, = 0 podle véty 1.
1

‘>

Podobnou zménu provedeme se vSemi u-nenulovymi fetézci kromé prvniho.
ST Yt X N 1 ,
U prvniho fetézce definujeme e, = A g:, mame tedy u'e;, = 1, u’(A" — 1,E) .
1

.e,=...=u'(A" — 1,E)»1e, = 0. Rozepsanim vzorci bychom se snadno
presvéddili, Ze vektory v takto konstruovanych Jordanovych Fetézcich jsou
linedrné nezavislé, a véta je tedy dokdzana.

Véta 3. Budi# ddn vektor v £ 0 a matice C, k niZ dolnt Jordanova base budif
e, (C—JE)e,....,(C— LE) e, ..., ,(C—AE)e, ..., (C— LE)" e,
Minimdlni polynom vektoru e, je uréen jednoznacéné pro libovolnou Jordanovu

basi spliujici v'ie; = 0, v'(C — LE)e; =...=Ve,=...=Vv(C— LE» .
.e; =0, ‘

Dikaz. Basi ve znéni véty oznatme struéné jako e-basi. Vektor e; mé zfejmé
minimalnf polynom (A — A,)*. M&jme je$t& jinou basi fi, ..., (C — E)* " *fy,...,

spliiujici feenou podminku. Minimalni polynom f; jest (1 — u;)™; mdme nyni
dokézat u; = 4, ¢; = p,. Predpoklddejme naopak, Ze by bylo napt. ¢; < p;.
Vyjadreme f, jako linedrni kombinaci vektort e-base. V této rovnosti pfevedme
na levou stranu viechny vektory, jejichZ miniméalni polynom je néjaké mocnina
(A — uy). Na pravé strané rovnosti tedy dostaneme celkem vektor, jehoZ mini-
malni polynom uZ neobsahuje éinitele (2 — u,), coZ je mozné jediné tehdy,
kdyz linedrni kombinace na obou strandch rovnosti jsou rovny 0. Tedy f; se
rovné linedrni kombinaci pouze téch vektoru e-base, jejichZz miniméalni poly-
nom je néjakd mocnina (4 — y;). Kdyby nyni v této kombinaci nebyl vektor
e,, z predpokladu by plynulo v'f; = 0, coZ neni pravda. To dokazuje, Ze v fe-
dené linedrni kombinaci musi byt vektor e, s nenulovym koeficientem, z ¢ehoz
specidlné plyne u, = 1,. Mame tedy rovnost

fi=ce; +¢(C— AE)e; + ... +¢,(C— MEY " le, + ...,

kde ¢, + 0 a viechny vektory vpravo maji jako minimilni polynom néjakou
mocninu (1 — 4,). Na obé strany této rovnosti nyni aplikujeme operaci
(C — A,E)®. Ponévad? q, < p,, dostaneme, Ze 0 se rovna jakési linedrni kombi-
naci vektort e-base, z ¢ehoz by plynulo ¢; = 0 a to je spor.

Dostédvame nyni toto tvrzeni: Minimdini polynom, odpovidajict u-nenulovému
Fetézct mejmendt dimense, je uréen jednoznaciné, at je Jordanova base jakdkoliv.
Mame-li totiz dvé Jordanovy base, miZzeme je pfedné pozménit jako v dikazu
véty 2, ptibemZ u-nenulovy Fetézec nejmensi dimense se dostane na prvni
misto v basi. Jeho minimalni polynom je pak urlen jednoznaéné podle
véty 3.

Niasledujici vétu budeme v dal§im pottebovat pouze pro j = 1. Formulujme
ji v8ak pro zajimavost obecnéji, nebot jeji dtikaz se tim témé¥ nezméni.
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Véta 4. Budi$ ddn k matici C néjaky dolnt Jordantw Fetézec ey, (C — LE) ey, ...,
o0 (C— MEy~te, a oznaéme | cyklicky invarianini podprostor, vytvofeny
timto Fetézcem. Pak pro libovolné &islo Ay + A, a proj = 1 vektory (C — AE) e,
(C — AE)t ey, ..., (C — AE)*P-1 e, twofl basi pro .

Diukaz. Pro libovolné pkirozené ¢ méame (C — AE)ie, = (C— LE +

+ AE — JE)e, = (C — LE) e + (i) (e — 2)(C — ME)1 e, + ... +

+ (A — A)ie.. Tedy vektory (C — AE)e, =7, 7+ 1,....7 +p—1
patif do 1. Pondvadz t&chto vektori je pravé p, zbyvé pouze dokdzat, Ze jsou
linedrné nezavislé. Predpoklidejme, %e naopak by bylo d,(C — AE) e, +
+ do(C — AE)itt e, + ... + d,(C — AE)+P-1e, = 0, pFidemz aspoii jedno
d; by bylo nenulové. Polynom dy(X — Ag)7 + do(d — Ag)+! - ... + dy(4 —
— Jo)i*#-1 je tedy anulujicim polynomem vektoru e, a musi byt délitelny
minim4lnim polynomem (1 — ,)?. Pro jakysi polynom ¢(4) méme tedy

dy(A — Ao) + do(A — Q)™ + ... - dy(A — L)t = (A — &) ¢(4) .
Na levé strang jest mozno vytknouti alesponi (1 — A4,)/, ¢im% dostaneme
(2 = AYldy + do(A — 2) + ... +dp(A — A)?7H] = (4 — W)” ¢(4) -

Nyni ¢(4) musi byt délitelné (A — A,), ¢ili @(A) = (A — 4) p(A), kde p(2) je
néjaky polynom. Kdyby (1) byl nenulovy, méla by prava strana rovnosti
stupeni nejméné p -+ 4, zatim co levé strana rovnosti mé stupeil nejvyse p -+
47 — 1. Tedy y(4) je nulovy polynom, z &ehoz ihned jiz vidime, Ze d, =
= ...=d, = d, = 0, co% bylo dokédzati.

3. Elementarni délitelé matice A 4 uh’

Tento odstavec dopliiuje vétu Brauerovu, citovanou v tvodu, zjisténim
elementarnich déliteld matice B = A + uh’ = (a;; + u.h,).

Vé&ta 5. BudiZ A matice, Au = Jyu, u + 0. Necht h je libovolny vektor @ oznaéme
B = A + uh'. Pii prechodu od A k B elementdrni délitelé A se zméni takto:
1. Od elementdrniho délitele (2 — 1,)?, odpovidajictho u-nenulovému Fetézei nej-
menst dimense, se odtrhme Cinitel (A — 4,), takse vemikne (A — A,)?-1. 2. Tento
Cinitel se zméni na (A — )y — h'u). 3. Bud se vytvort novy elementdrni délitel
(A — 2y — h'u) nebo v pripadé, Ze )y -+ h'u je rovno nékterému viastnimu &islu
Ao matice A, mite se wvedeny Ginmitel pripojit k jistému elementdrnimu déliteli
(A — o), takde vanikne (A — A,)*1. 4. Kromé téchto nejvyde dvow véichni ostatni
elementdrni délitelé zustanou beze zmény.

Ptedns ptipojme n&kolik drobnych poznimek. My&lenka, na jejim% zékladé
Je proveden dukaz véty 5, je podobné konstrukei J ordanovy base, které se
uzivd nap¥. v knize I. M. GeLFaxDA [4]. Pondvads ditkaz je konstruktivni,
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lze z ného téZ zjistit, kdy se vytvoii novy délitel (A — 4, — h'u) nebo kam se
tento dinitel pripoji; do znéni véty jsme to neuvedli, aby se piili§ nekompliko-
valo. Poznamenejme také, Ze ovSem muZe nastat piipad (pro h'u = 0), kdy
(A— 2;) se od jistého délitele odtrhne, ale k témuz déliteli se pfipoji, tj.
vlastné vlichni elementarni délitelé zlstanou beze zmény. Dile délitel, od
néhoZ se odtrhuje (1 — 1)), samoziejmé nezavisi na zvolené Jordanové basi;
v tvrzeni za vétou 3 jsme ukézali, Ze elementdrni délitel, odpovidajici u-ne-
nulovému Fetézei nejmens{ dimense, je uréen jednoznatnd. Ze vysledni ele-
mentarni délitelé nezavisi na zvolené Jordanové basi, to je zndmo.

Ve vété nelze vynechat podminku ,,u-nenulovosti Fetézce. Snadno lze totiz
konstruovat pifklady, v nich% délitel (A — 4,)?, odpovidajicf u-nenulovému
fetézei nejmensi dimense, je rizny od nejmensiho elementdrniho délitele
§ vlastnim &islem A,.

Dtukaz véty 5. MZeme se zabyvat transponovanymi maticemi, nebot
elementérn{ dblibelé A, resp. B jsou stejni jako A’, resp. B'. Pro struénost
oznadme A, == 4, -+ h'u; ddle oznad¢me N mnoZinu vektord x, pro néz u'x = 0;
N je zfejmé lmes’xrni podprostor dimense n — 1.

Viimnéme si nynf dolnf Jordanovy base e, (A" — LE) e, ..., (A" — LE)»!
e, ...,e, (A — AE)e, ..., (A" — LE)* e, k matici A, kters je konstruova-
na ve vété 2. Pro vektory (A" — A,‘E)‘ e, z této base (k =1, ;1=0, 1,

P — 1) kromé prvniho vektoru e,, dostdvidme

(B — LE)A" — LE)i e, == (A - hu' — LE)A — LE) e, = (A" — LE)i*le,.

Téchto n — 1 vektorl tedy tvo¥i ,,nedplnou* Jordanovu basi pro matici B’;
je to base v podprostoru N. Piitom téz (A" — 4,E) e,, (B — LE)(A" — AE) ey,
vory (B" — AE)" *(A" — A,E) e, tvorf Jordanlv Fetézec k B’. Na¥im tkolem
nyni bude najit jedté n&jaky vektor v komplementu N, ktery by doplnil
uwvedenychn - 1 vektor. Mame u’(B” — A,E) e, = u’(A" + hu’ — A,E — h'uE).
.e;==u'(A" — 1,E)e, } u'hu’e, — (b’ u)u e, == u'h — h'u = 0, a proto (B’ — A,E) e,
pattf do N.
Utvorme nynf tuto pomoenou basi v N. U eyklickych podprostor v N
svlastnim &islem A, (existuji-li takové), ponechme plvodnf basi e;, (B" — A,E) e,
, (B' — A,E)" 'e; u cyklickych podprostorti s jinym vlastnim slem
A % Ay vezméme podle vity 4 basi (B' -~ AE) e, (B" — AE)*ey, ..., (B' — AE)%.
.e. Vektor (B - AE) e, lze vyjddtit jako urtitou linedrni kombinaci vektord
této pomoené base. Napisme ji napf. pro ptipad 2, + 4, (jiné piipady by se
fedily obdobnd).
(B — AE) e, - cile, | (B’ - AE) e b ... 4 ) (B — AE)" e, ... +
8 ("(IIC](B/ ~ AoE) e -t (3(2’“)(8' ““““ - ME)* ey - +C(k)(8' — AE) e, +
b b e"(B" — AE)NA — LE)e + ¢ ‘”( — JE)¥(A’— A.E) e,
b el (B — AE) A = LE) e
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Misto vektoru e, vezm&me nyni
fi=e —ce;, — ... — ¢ (B — AE)" "e, — ... —

— e, — (B’ — E) ey — ... — o (B — AE)* e — ... —

— (A" — A,E) e, — ct(B" — AE)A — L,E) e, — ... —

— &5 1(B" — AE)"THA — AiE)e; .
Ztejmé f; pat¥{ do komplementu N a jest

(B" — AE) fy = cle; + c(Ve, + ...,

kde v této linearni kombinaci se vyskytuji uZ pouze prvni vektory z Jordano-
vych Fetézca s vlastnim dislem 1,. Jestlize v této rovnosti uréity koeficient
¢ #+ 0, pak odpovidajici ¥etézec nazveme pro strudnost téeba podstatnym.
Kdyz zadny podstatny Fetézec neexistuje (coz nastane specidlné také, kdyZ
Ay je rizné od vech vlastnich &isel matice A), zfejmé f; je vlastni vektor
matice B’ a Jordanova base pro B’ je tim konstruovana.

Necht tedy existuji podstatné Fetézce, napt. budiz ¢ + 0, ¢ + 0. (Kdyby
byl pouze jeden podstatny Fetézec, dokonéil by se dikaz zfejmym jednodussim
zplusobem.) Pfedpoklidejme, Ze oznadeni je voleno tak, Ze index I oznaduje
fetézec, ktery mé z podstatnych Fetézel nejvétsi dimensi. Misto vektoru
e, nyni volime vektor f, = c{e, + c{™e,, + ... a piisludnym zphsobem zms-
nime té% Jordantv fetézec na f;, (B’ — A,E) fi, ... Ostatni Jordanovy Fetézce
ponechdme beze zmény. Podobné jako v dikazu véty 2 se nyni presvéddime,
Ze po uvedené zménd dostaneme skuteéné Jordantv Fetézec stejné dimense
a Ze viechny vektory jsou linedrné nezavislé, tedy tvoii basi v N. Konetné
viak (B" — AE) f; = fi, tedy podstatny fetézec nejvétsi dimense zvétii svou
dimensi o jedni6ku. Tim je konstruovina Jordanova base pro B’ a dikaz
véty 5 je tim dokonden.

4. Aplikace na zmenseni ¥adu matice

V dal’¥im budeme stale uzivat oznadeni a poznatki z véty 5 a jejiho dtkazu.
Véta 6. Budiz A = (a;;) matice n-tého radu, Au = A,u a necht l-td souradnice
Lo .. v v B 1 .
u; £ 0. Definujme matici (n — 1)-tého Fddu B = (a” - uial,-) , 65,7 =1..,
. l

cenl— 1,1+ 1, ..., n. P#i prechodu od matice A k B elementdrni délitel (3 — 1,)?,
odpovidajict u-nenulovému Fetézci nejmenst dimense, se zméni na (A — 2,)*7%,
ostatni elementdrnt délitelé zistanou beze zmény.

‘ 1
Dukaz. Polozime ve vété 5 h; = — o s Matice B = A + uh’ m4é pak
4
l-ty tadek nulovy. Predislujeme nyni soufadnice tak, Ze z I-té soutadnice se

stane prvni; to odpovidéd v maticich pfefazeni I-tého ¥fddku do prvniho fadku

298



a l-tého sloupce do prvniho sloupce. Takto pozménéné vektory a matice
oznatme indexem 1. Matice B, = A, + uh; mi tedy prvni radek nulovy.
Konstruujeme nyni k matici A] dolni Jordanovu basi e, (A, — 4E)e,, ...,
oy (A} — A4,E)?P=1 e, podle véty 2. Z dikazu véty 5 vidime, Ze (A} — LE)e, ...
.oy (A] — A,E)P—1e, tvori ,netplnou’ Jordanovu basi dimense n» — 1 pro
matici B;. Vynechdme nyni ve vektorech této base prvni soufadnici, v matici
B; vynechdme prvni fadek a prvni sloupec, ¢imz dostaneme ziejmé matici
B'. Pon&vadz B] mé prvni sloupec nulovy a takto upravené vektory o n — 1
soufadnicich jsou linearné nezavislé, jak bychom snadno nahlédli, proto zminé-

nychn — 1 vektort tvoti Jordanovu basi pro B'. Ditkaz véty 6 je tim dokonden.

Véty 6 1ze vyhodné uziti pfi nékterych zkoumdanich spektralnich vlastnosti
matic. Zname-li jeden vlastni vektor u k vlastnimu &slu A, matice A ¥adu =,
miizeme utvofit ihned matici B ¥4du n — 1, ktersd ma stejna vlastni &isla se
stejnymi nasobnostmi jako A, s vyjimkou &isla 4,, které ma ndsobnost o jednic-

svvs

ku niz&i. Véta 6 ndm dokonce umozZniuje &init urditd tvrzeni o elementarnich
délitelich.

5. Aplikace na zobecné&né stochastické matice

Podle Brauera [2] definujeme:

Ctvercovou matici A = (a;;) s komplexnimi proky nazveme zobecnénou sto-

chastickou matict se soulty s, jestlife vlechny jeji Fddkové soulty jsou rovny
n

komplexnimu Eislu s, tj. > a,; = s. Ddle matici A = (a;;) nazveme zobecnénou
j=1

dvakrdat stochastickouw matici se soulty s, jestlite vechny jeji fadkové ¢ sloupcové
n n

soulty jsou rovny s, tj. > a;; =8, > G;; = 8.
=1 i=1

Zobecnéné stochastické matice, které zahrnuji obvyklé stochastické matice,
jsou dulezitou ukéazkou pro aplikaci pfedchizejicich vét. U téchto matic
totiz trivialng zndme vlastni &slo s a odpovidajiei vlastni vektor u = (1,1, ...,
..., 1). Specidlné zde muze nalézt dobré uplatnéni véta 6. Pro kazdé [ zde je
w, =1 % 0 a matice B je rovna (a;; — a;;). To usnadiiuje hleddni ostatnich
netrividlnich vlastnich é&isel. '

Leckdy se téZ pracuje dobie s dvakrat stochastickymi maticemi. DokaZme
pro obdobné zobecnéné matice dvé drobné véty.

Véta 7. Zobecnénd dvakrdat stochastickd matice A se soulty s md aspoti jednoho
elementdrniho délitele (2 — s).

Dtkaz. Kdyby vSichni elementarni délitelé s &islem s byli stupné vyssiho
nez prvniho, podle véty 1 by pro kazdy vlastni vektor y matice A’ bylo u’y = 0,
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tj. soufadnicovy soudet y by byl 0. To véak neni pravda, nebot A’ mé vlastni
vektor y = (1, 1,..., 1).

Vé&ta 8. Necht A = (a;;) je zobecnénd stochastickd matice se soulty s a polofme

n

h; = %(T - 2> aij) , kde r je libovolné komplexni &islo. Matice B = (a;; + h;) je
i=1

zobecnénd dvakrdt stochastickd matice se soubty r a &initel (A — r), ktery podle véty

5 vznikne odirfenim od jistého elementdrntho délitele (A — s), se mikam nepri-

pojt, tedy venikne novy elementdrni délitel (A — r).

Dikaz. Prvni tvrzeni se ziskd piimym vypoétem:

> (a; + ky) = zlau‘ +nh; =1,

i=1

n n n 1 n 1

2 (@i + hy) = 2, ay +E—(7"'Z“i1) =8+ —(nr—ms)=r.

i=1 i=1 j=17 i=1 n ‘
Druhé tvrzeni vyplyne okamZité z dikazu véty 5. V nyn&jdim specidlnim
piipadé totiz u= (1,1, ...,1) a tento vektor u je také vlastnim vektorem

pro B’ a patif do komplementu N. Spoleéné se znamou ,,netiplnou‘’ Jordanovou
basi v N tedy dostaneme celou Jordanovou basi.
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Peswme

O HEKOTOPHIX OTHOWIEHUAX 3JEMEHTAPHBIX
JEJIUTEJIEN MATPUIIEL K EE COBCTBEHHOMY
BEKRTOPY

.

3BBIHER HIHUJIAK (Zbyndk Sidék), Ilpara
« (Iloctynmao B pegaknuio 11/VII 1958 r.)

A. Bpaysp B [2] moxasan CiegyoNmy0 TeOpeMy, KOTOPYIO MBI IPHBOIAM
B yTOYHEHHOH GopMyIampoBKe O padore [3]:
Myers A — MaTpuIa ¢ KOMIOJIEKCHBIMH 3JIeMEeHTAMI, KoTopad ¥MmeeT co6-
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CTBEHHBI® UHCIA 4, 4y, ..., A; KpATHOCTEH My, My, ..., M, IIycTh U — cOGCTBEE-
HBIH BeKTOD (crosbem) MaTpumsl A, cCOOTBETCTBYIOME 4, h — mpousBoIbHEIMR
KoMIJeKcHHH Bextop. Torma marpuna A + uh’ (rme mTpux 0603HATAET TPAHC-
HOBWOUI0) uMeeT coGCTBeHHEBle umeaa A, + h'u, A;, 4,, ..., A, KparHOCTEH 1,
my — 1, my, ..., m,

Crarba mOCBsAIeHAa HEKOTOPHIM JONONHEHHUAM K 3TOH TeopeMe.

B maparpage 2 moKasHBAaOTCS HEKOTOPHIe BCHOMOTATeNIbHBIE TeOPEME!
O JKOPIAHOBHIX Gasucax, KacaloIIuecs IVIaBHEIM 00pasoM CKaJAPHBIX IPOMU3-
BeJeHUI BeKTOPOB 5TUX 0a3UCcOB U BEKTOpPa U.

ITaparpad 3 nononHser npusefeHHYI0 Teopemy Bpayspa moscHeHEEM, KAKIM
obpa3oM WM3MEHSIOTCS BJIEMEHTAPHBIE [elluTelW MaTpunsl A Ipum Iepexofe
x Marpuue A + uh’. Mexny mpousm BHIHO, 9TO He W3MeHseTcA 6ojee ABYX
S7IeMeHTapHEIX JenuTened. Merox moxasaremscTBa ornmuaercsa or [2] m [3];
OH OCHOBaH IO CYIECTBY Ha upee, ymorpebienHoH, Hampmmep, ['embdarmom
B [4] A7 KOHCTPYROAY KOPHaHOBa 0asmca.

Jamee mpuBojATCS HEROTOpHlE IPOCTHE IpUMEHeHHs TeopeMmsl. Eciaum Mbl
3HaeM y MaTPHOE! A IOPAIKA 7 OTHO COOCTBEHHOE YHCIIO A, B COOTBETCTBYIOIHE
BEKTOD U, TO MOKeM JIeTKO IOJYYMTh MATPHIY Iopaaka n — 1, Koropas
mMeeT Te jKe COOCTBEHHBIe YMCJIAa 32 KCKIIOUeHWeM A;, KPAaTHOCTH KOTOPOTO
MeHbIe Ha eMHUIY. JTa UJesd U ee TOIOJIHEHHe OTHOCHTeIBHO 3IeMeHTapHBIX
Iennreneit pasbupaiorca B naparpage 4. Hakoren, B maparpade 5 npusonarcs
OpUMeHeHMA K OGOOLIeHHBIM CTOXACTHYECKHM MATDHIAM.

Summary

ON SOME RELATIONS OF THE ELEMENTARY DIVISORS
OF A MATRIX TO ITS CHARACTERISTIC VECTOR

ZBYNEK SIDAK, Praha
(Received July 11, 1958)

A. BrAUER has proved in [2] the following theorem which we quote in a
more precise formulation according to [3]:

Let A be a matrix with complex elements which has the characteristic roots
A1, Ag, <.y Ag of multiplicities m,, my, ..., m,. Let u be a characteristic column
vector of the matrix A belonging to A;, h an arbitrary complex vector.
Then the matrix A 4 uh’ (where the dash denotes transposition) has character-
istic roots A, -+ h'u, Ay, A, ..., A, of multiplicities 1, m, — 1, m,, ..., m,.

This paper is devoted to some supplements to this theorem.
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In § 2 some auxiliary theorems on Jordan bases are proved, mainly
concerning the scalar products of the vectors of these bases with the vector u.

In § 3 Brauer's theorem is supplemented with the determination of the
manner in which the elementary divisors of the matrix A are changed by the
transition to the matrix A 4 uh’. Particularly, it is seen that no more than two
elementary divisors can change. The method of proof is different from that
of [2] as well as [3]; it is based on the idea used e. g. by I. M. GELFAND [4]
for the construction of a Jordan basis.

Further some simple applications of the theorem are discussed. Knowing
one characteristic root 4, and an associated characteristic vector u of the
matrix A of degree n, we can easily obtain a matrix of degree n — 1 which has
the same characteristic roots except A,, the multiplicity of which is smaller by
one. This idea and its supplement concerning the elementary divisors are
dealt with in § 4. Finally, in § 5 the theorems are applied to generalized sto-
chastic matrices.
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