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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 84 (1 959), Praha

0 LEXIKOGRAFICKEM SOUCTU CASTECNE USPORADANYCH
MNOZIN

KAREL CULIK, Brno
(Doslo dne 11. listopadu 1957) DT:519.518

V &lénku je ukézéno, e nikoli kaZdé ddstednd uspordadand mnoZina
je lexikografickym soudtem systému ddstednd uspofdadanych a lexiko-
graficky nerozloZitelnych (3) mnoZin pres dastednd uspoiadanou a lexi-
kograficky nerozloZitelnou mno#inu. Déle se tu studuji zdkladni viast.-
nosti vloZenych (1) 84stednsd uspofddanych podmnoZin, rozklady ve vlo-
%ené a lexikograficky nerozloZitelné éésteéns usporddané podmnoZiny
a faktorové (2) édstednd usporddané mnoZiny, které jsou lexikograficky
nerozlo¥itelné, na dané &isteénd usporddané mnoZind.

O &istednd uspotddané (zkrécend ¢4st. usp.) podmnozing P + @ &dst. usp.
mnoZiny M Yekneme, Ze je vlodend v M, jestlize plati

{,yeP, ze M — P}=> (s <zy <z i{z<a<>z<y}. (1)

Podminka (1) ¥iké, Ze prvek ze M — P se chova vzhledem k relaci dastedného
uspofddéni ke viem prvkim z P stejné.

Cast. usp. mnozinu M a kazdou jejf jednoprvkovou podmnoZinu nazyvime
trividlnimi vlofengms ast. usp. mnoZinami v M.

Rozklad M na &ast. usp. mnoZing M nazyvime rozkladem ve vlo¥ené &dst.
usp. podmnoziny, jestlize kazdy jeho prvek je ¢dst. usp. podmnozinou vloZenou
v M. Zejména nejmendi a nejvétsf rozklad (viz [2] str. 14) na &ast. usp. mno-
zind je vidy jejim rozkladem ve vloZené (totiZ trividln{) ¢dst. usp. podmnoziny.

Vzhledem k podmince (1) lze na kazdém rozkladu M ve vloZené &ast. usp.
podmnoZiny v ¢4st. usp. mnoziné M definovat ¢dstedné uspotadini takto

PQeM,Px=Q=>{P<Qewrarx <y, kdy? ze P, ye Q} . (2)

Pak ¢4st. usp. mnozinu definovanou na M s dstetnym uspofadanim (2) ozna-
dujeme strudné zase M a nazyvame faktorovou &dst. usp. mnofinou na Sdst. usp.
mnoziné M. Existuje tedy na kazdé ¢ast. usp. mnozing alespon jedna jeji fakto-
rov4 Gast. usp. mnoZina a mé-li dand ¢dst. usp. mnozina alespoli dva prvky,
existuji vidy alespoii dvé jeji faktorové ¢dst. usp. mnoZiny (definované na
nejmensim a nejvétiim rozkladu, které jsou v tomto p¥ipadé rizné). Faktorovi
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¢ast. usp. mnoZina definovand na nejvétiim p¥ip. nejmensim rozkladu je iso-
morfnf s jednoprvkovou pifp. s danou &ast. usp. mnozinou.

Jsou-li prvky z, y v ¢4st. usp. mnoZing nesrovnatelné, piSeme z || y. Totoz-
nost piip. isomorfismus dvou &é4st. usp. mnozZin oznaéujeme symbolem =,
piip. =.

Véta 1. Cdst. usp. mnofina M je lexikografickym soubtem systému Edst. usp.
mnoéin M, + O pFes Cdst. usp. mnoZinu N + 0 tj. plati M = > M,, ue N prdvé
N

tehdy, kdyZ M, je Edst. usp. mnofina vloZend v M pro katdé we N a N je isomorfni
faktorové édst. usp. mnofiné definované na rozkladu ve viofené podmnofing M.

Dikaz. Necht nejdiive plati M = > M,. Pak podle definice lexikografického
N

soudtu (srv. [1], str. 27) plati M, 0 M, = @ prou + v ataké U M, = M, takie
uelN

podmnoZiny M, jsou prvky jistého rozkladu M na M. Necht ze M — M,

tj. z€ M, pro vhodné b =+ a, kde a, be N a necht z, y e M. Plati-li nyniz < 2

pHp. 2 <a v M= 3 M,, pak podle definice lexikografického souétu musf
N

platit @ < b p¥ip. b < a v N a tedy také y < z pip. z <y v M. Tedy M,
spliiuje podminku (1) a proto je &ast. usp. mnozinou vlozenou v M pro kazdy
ae N, takze rozklad M je rozkladem ve vloZené &ist. usp. mnoziny v M.
Zobrazeni ¢4st. usp. mnoZiny N na faktorovou 6ast. usp. mnozinu M, které
zobrazuje prvek a e N na prvek M, e M je ziejmé prosté. Plati-lia < b v N,
pak podle definice lexikografického souétu plati také x << y pro xe M,, ye M,
a tedy podle (2) je M, < M, v M. Plati-li naopak M, < M, v M, pak podle
(2)plati x < y proxz e M, y e M, a tedy podle definice lexikografického soudtu
je a < b (nebot plati @ + b). Tim je ukadzino, Ze uvazované zobrazeni je iso-
morfismem (srv. definice isomorfismu [1], str. 18—19) mezi N a M.

Necht nyni ¢dst. usp. mnozina N je isomorfnf s faktorovou &ast. usp. mno-
zinou M na 84st. usp. mnoZind M a necht v predpoklédaném isomorfismu si
odpovidaji prvky a e N, N, e M. Pak &ist. usp. mnoziny M, jsou vioZzené v M.
Z definice lexikografického soudtu predevsim plyne, Ze mnoZiny M a U M,

aeN

jsou stejné. Necht konedné z, y ¢ M, tj. platix e M,, y e M, pro vhodné a, be N.
Pak kazdé z nasledujicich tvrzenf je ziejmé ekvivalentni s pfedchazejicim

(@) z<yv3M,,
N
(b) a<bv N neboa=>0,
)

() M, <M, v M nebo xz<yv M,,
d
Tim je dokdzéno, ze > M, = M.

~

r<yv M.
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Rekneme, #e &ist. usp. mnozina M je lewikograficky nerozlofitelnd piip.
lexikograficky skoromerozloZitelnd, jestlize spliiuje podminku

M= > M,=bud kard M, = 1 pro kazdy xe N nebo kard N =1, (3)
N »

piip.

M = 3y M, = bud existuje M, takové, %e M, = M nebo N = M . (4)
N : e

Véta 2. Pro ldst. usp. mnofinu M jsou ekvivalenini tvrzend
_a) M je lexikograficky nerozloZitelnd.

b) KaZdd édst. usp. podmnofina vloZend v M je trividlng.

c) Na M existuji nejuyse dvé faktorové Edst. usp. mnofiny.

Dikaz plyne jednoduchou dvahou z pouzitych definic a z véty 1.

Véta 3. Cdst. usp. mno¥ina, kterd je lexikograficky nerozloZitelnd je také lexiko-
graficky skoronerozloZitelnd. Koneénd Edst. usp. mnofina, kterd je lexikograficky
skoronerozloZitelnd je také lexikograficky nerozlofitelnd. Existuji nekoneéné édst.
usp. mnoginy, kieré jsou lexikograficky skoronerozlozitelné ale nejsou lexikogra-
ficky nerozlogitelné. S

Dikaz. I. Thned se vidi, Ze (3) = (4).

II. Necht ¢éast. usp. mnozina M je koneénd a lexikograficky skoronerozlozi-
telna. Predpoklddejme dale, Ze existuje dast. usp. podmnozina P, kterd je ne-
trividlni vioZena v M. Pak z¥ejmé existuje rozklad M ve vloZené &st. usp. pod-
mnoZiny v M takovy, Ze P e M. Necht &ist. usp. mno%ina N je isomorfni

s faktovou &4st. usp. mnoZinou M a v p¥isluiném isomorfismu necht si odpovi-
daji prvky aeN, M,e M. Podle v&ty 1 je M = > M, aviak kard M <
N

< kard M, takze N + M a také kard M, < kard M ¢&ili M, + M pro katdy
z e N. Tedy neplati (4) a to je spor. Tim je ukazano, Ze kazda &ast. usp. pod-
mnozina vloZzend v M musi-byt trividlni a tedy podle véty 2 je ast. usp. mno-
zina M lexikograficky nerozloZitelna. -

III. Snadno se nahlédne, Zé fetézec typu w nebo typu »* a také nekoneéns
mnozina prvki, z nichZ kazdé dva jsou nesrovnatelné, jsou Gast. usp. mnoZiny
lexikograficky skoronerozloZitelné, ale nejsou ziejmé lexikograficky nerozloZi-
telné.

Nyni se ptirozené nabizi otdzka, zda lze kazdou dast. usp. mnoZinu plné& cha-
rakterisovat s pomoci operace lexikografického soudtu a s pomoci ast. usp.
mnozin, které jsou lexikograficky nerozlozitelné piipadné jenom lexikograficky
skoronerozlozitelné, tj. zda lze ke kazdé &ist. usp. mnoziné M najit takové
vyjadieni ve tvaru lexikografického soudtu M = > M, aby ¢ast. usp. mnoziny

N .

M, pro kazdy x e N i ¢4st. usp. mnozina N byly lexikograficky nerozlozitelné
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ptipadné jenom lexikograficky skoronerozlozitelné. Odpovéd je viak v obou
pipadech zdporné. Je-li totiz M pétiprvkovou mnoZinou navzijem nesrovna-
telnych prvkd a ma-li N byt lexikograficky nerozlozZitelnd, musi byt kard N <
=< 2, nebot jediné jednoprvkova a dvouprvkové faktorové éast. usp. mnoziny
na M jsou lexikograficky nerozlozitelné. Je-li v8ak (podle véty 1) N = M, kde
M je ptislu$ng faktorovd &4st. usp. mnoZina, existuje alesponi jeden M, e M
takovy, Ze kard M, > 2 a tedy M, neni lexikograficky nerozloZitelna. A podle
véty 3 pro koneéné ¢ast. usp. mnoziny jsou pojmy lexikografické nerozloZitel-
nosti a skoro nerozloZitelnosti ekvivalentni.

Tazeme-li se viak, zda ke kazdé ¢ast. usp. mnoziné M existuje jeji vyjadieni
ve tvaru lexikografického souttu M = > M, takové, Ze N je lexikograficky
N

nerozloZitelnd piip. ze M, je lexikograficky nerozloZitelnd pro kazdy z ¢ N, pak
. odpovéd je v obou piipadech kladnd, nebot v prvnim pi{padé stadi podle véty 1
uvazovat nejvéts a v druhém piipadé nejmensi rozklad na M. Je-li M lexiko-
graficky nerozloZitelna, pak podle véty 2 zadné dalsi rozklady ve vloZené a lexi-
kograficky nerozloZitelné ast. usp. podmnoziny neexistuji, zatim co v opaéném
pifpadé uvedenych rozkladd miZe existovati vice. V dalsim tedy budeme vy-
Setfovat jednak rozklady ve vloZené a lexikograficky nerozloZitelné éast. usp.
podmnoziny, jednak faktorové &ast. usp. mnoZiny, které jsou samy lexiko-
graficky nerozloZitelné. Nejdiive uvedeme nékolik lemmat o vloZenych &ést.
usp. podmnozinéch.

Lemma 1. Je-li P éast. usp. mnofina vioZend v Edst. usp. mmoZiné Q a je-li Q
vloZend v édst. usp. mno¥iné R, pak také P je vlofend v R. Je-li P viloZend v R pak
je vlodend také v kazdé Q, pro niZ plati P c Q c R.

Dikaz obou tvrzenf plyne p¥mo z (1).

Lemma 2. Cdst. usp. mno¥ina P vlofend v &dst. usp. mmoziné M je konvexnt
v M, ale opak neplati.

Dikaz sporem plyne piimo z (1), kdyZ konvexma pro ¢ast. usp. mnoziny se
definuje stejné jako pro svazy (viz [1], str. 44). Protiptiklad je ddn libovolnym
dvouprvkovym fetézcem v kterékoliv 8ast. usp. mnoziné délky 2, jejichz
diagramy jsou na obr. 1.

Lemma 3. Jsou-li P, . € I &dst. usp. podmmoZiny vioZené v édst. usp. mnoziné M

a plati-li NP, + 0, pak také NP, je édst. usp. podmnofina vloZend v M.
cel el
Dikaz. Necht P = NP, a necht z,ye P, ze M — P Pak plati xgz
el

kde ¢ znaéi néktery ze symbola ¢ >, |, a existuje 1ndex xel takovy, Ze
znone P, takie podle (1) (nebot z,ye P, a P, je vloZend v M) plati y ¢ 2.
Podle predpokladu je P + 0 a tedy podle (1) je P vlozend v M.
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Sjednoceni vloZenych 8ast. usp. podmnozin nemusi byt vloZenou &ast. usp.
podmnozinou. Na piiklad sjednoceni dvou réznych jednoprvkovych pod-
mnozin v kterékoliv ¢ast. usp. mnoZiné na obr. 1 neni vloZenou é4st. usp. pod-
mnozina, nebot uvedené dast. usp. mnoziny jsou lexikograficky nerozlozitelné
a podle véty 2 kazdé jejich vloZend podmnoZina je trividlni. Plati viak

Obr. 1

Lemma 4. Jsou-li P;,1 = 1, 2, ..., k &dst. usp. podmnofiny vloZené v édst. usp.
k
mmnoziné M a plati-li P, 0 P, + 0 pro 1 <1 <k, pak také U P, je &dst. usp.

i=1

podmnofina vloZend v M.
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Dikaz. Pro £k = 1 je lemma zFejmé spravné a pro k = 2 necht ze M —
— (Py Y P,), xz,ye P,V P,. Pak plati x o 2, kde p znaéi néktery ze symbola
¢, >, || a podle predpokladu existuje we P, n P, a oviem P, 0 P,c P,, P, n
n P, c P, Pak podle (1) plati u ¢ z a proto také y o z &ili P, U P, je vioZen4
v M (zfejmé totiz P, VU P, %+ (). Pfedpoklddejme nyni, Ze lemma je spravné
prokazdéh, 2 < h < k. Vybereme-lina ptiklad z danych P,, P,, ..., P, prvnich
k — 1 podmnozin, pak tyto podmnoziny spliiuji podminky lemmatu pro 2 =

k-1
=k — 1 a tedy podle indukéniho pfedpokladu je U P; ¢ast. usp. podmnozina

t=1
k-1

vlozend v M. AvSak plati také U P; 0 P, + 0, tak¥e znovu podle indukéniho
i=1
k

predpokladu pro 2 = 2 musi byt také U P, G4st. usp. podmnoZina vloZena
i=1
v M.

Lemma 5. Jsou-li P, Q &dst. usp. podmnoZiny vlofené v Edst. usp. mnoéing M
aplatt-liPnQ + 0,P—Q + 0 + Q — P, pak také P — Q i @ — P jsou Edst.
usp. podmnofiny viofené v M a prokaédé xe P —Q, ye P 0 Q, ze @ — P plati

Z0Y, Yoz %oz kde o znadi néktery ze symbolis {, >, | . (5)

Je-li PnQ & 0, ale P — Q = 0, pak @ — P nemusi byt Edst. usp. podmnozinou
vloZenou v M.

Dukaz. Nejdtive dokdzeme tvrzeni (5). Podle pfedpokladu existuji te P —
— @, ue P 0 Q a necht plati ¢t p u, kde p znadi néktery ze symbola ¢, >, |.
Jelikoz @ je vloZend v M, musi podle (1) byt ¢ oy, ¢ ¢ z pro kazdy ye P 0 @
a kaZdy ze @ — P. Podle pfedpokladu viak existuje také ve @ — P, takze
plati ¢ o v a jelikoZ P je vloZend v M, musi podle (1) byt = g v, y o v pro kazdé
xe P — @ a ye P n Q. VyuZijeme-li nyni znovu toho, Ze P i @ jsou vloZené
v M, pak podle (1) musi byt x oy, y 02, x p z prokazdé xe P — Q, ye P 0 Q,
z2e@Q — P.

Z (5) a z danych predpokladt v8ak ihned plyne, Ze P — Q i @ — P jsou &ast.
usp. podmnoZiny vlozené v M.

Necht koneéné M = {a, b, c, d, e} a necht M je tasteéné uspofadana relaci
pokryti takto: a pokryvé b; b pokryva c i d; e pokryva d. Pak {a, b} i M jsou
¢ast. usp. podmnoziny vlozené v M, ale M — {a, b} neni vloZens, nebot b > d,
zatim co b || e.

Lemma 6. Nejmendi zdkryt i nejvétsi zjemnéns libovolného, neprdzdného systé-
mu rozkladd ve vioZené édst. usp. podmmoZiny v Edst. usp. mnoting M je zase roz-
. kladem ve vloZené &dst. usp. podmnofiny v M.

Dikaz. Podle [2] ptedev&im plati, Ze jak nejmensi zakryt tak nejvétsi zjem-
néni rozkladd na mnoziné M je zase rozkladem na mnoziné M.



Necht nyni P je prvkem nejmenstho zakrytu uvazovaného systému rozkladd.
Pak P = UP, kde P, jsou &ast. usp. podmnoziny vloZené v M a plati, Ze ke
kazdym dvéma P, #+ P, existuje koneéna posloupnost P,, P,, ..., P, takova, Ze
P,nP;; +@prol <i< k. Jestlize tedy z,ye P a ze M — P, pak lze bez
ujmy na obecnosti pfedpokladat, %e ze P, a y e P, (nebot p¥ipad z, ye P, je
jasny). Necht :edy plati x gz, kde o znalf néktery ze symbold ¢, ), |. Podle
lemmatu 4 je U P, také vlozend v M a tedy podle (1) plati y ¢ 2, ¢im% je uka-

=1
zéno, ze P je vloZzend v M.

Necht nyni P je prvkem nejvétifho zjemnéni uvaZovaného systému roz-
kladd. Pak P = NP,, kde P, jsou ¢4st. usp. podmnoziny vioZzenév M a P + 0.
Pak podle lemmatu 3 je P vloZend v M.

Lemma 7. Nechi P + @ jsou lexikograficky nerozloZitelné, netrividlni vioZené
&dst. usp. podmno¥iny v Edst. usp. mnoZiné M, pro néZ plati P 0 @ + 0. Pak plati
kard Pn @ = 1, kard P = kard @ = 2 a &dst. usp. podmnoZiny P, Q, P U @
jsou soutasné bud fetézce nebo mnofiny nesrovnatelnijch proki.

Dukaz. Podle lemmatu 3 je P n @ vloZens v M a podle lemmatu 1 je vloZend
také v P. Podle pfedpokladu viak P je lexikograficky nerozlozitelnd, takze
podle véty 2 musi P n @ byt trividln{ vloZend v P. To znamend bud P n Q@ = P,
ale pak P c @ a podle lemmatu 1 je P netrividlni vloZzens v @, coZ je vzhledem
k vété 2 a k danym predpokladtim spor, nebo zbyva kard P n @ = 1. Lze tedy
oznadit P = P’ U {u}, @ = Q' U {u} a z predeslé tvahy plyne P’ + § + Q'
a také P’ n @' = 0. Podle lemmatu 5 je P’ = P — @ vloZend v M a podle
lemmatu 1 je vloZena také v P, p¥i éemz P’ # P, takze podle véty 2 musi byt
kard P’ = 1 a proto kard P = 2. Stejné& se ukiZe, Ze kard @ = 2.

Koneéné posledni tvrzeni plyne ihned z predchoziho a z (5) v lemmatu 5.

Lemma 8. Betézec i mnofina nesrovnatelngjch prokd, jsou lexikograficky ne-

7 Y2

rozloZitelné Edst. usp. mmodiny prdvé tehdy, kdyz obsahuji nejvyse dva proky.

Dikaz. Dostatednost uvedené podminky plyne piimo z (3). DokdZeme jeji
nutnost. Necht tedy P je fetézcem nebo mnoZinou nesrovnatelnych prvka a
necht kard P > 2. Pak ziejmé existuje takovy rozklad P ve vlozené &ast. usp.
podmnoziny v P, pro n&jZ plati kard P = 2 a tedy existuje @ ¢ P takova, Ze
kard @ > 1 a oviem @ + P. Tedy @ je netrividln{ vloZen4 &4st. usp. podmno#i-
na v P a proto podle véty 2 neni P lexikograficky nerozlozitelna.

Uvazujme nyni vSechny mozné rozklady ve vloZené a lexikograficky ne-
rozloZitelné dast. usp. podmnoziny dané ¢ast. usp. mnoziny. Predevsim plati, Ze
jimi urdené faktorové Gast. usp. mnoZiny nemusi byt isomorfni. Jako piiklad
staéi zvolit dvouprvkovou &ist. usp. mnoZinu a uvaZovat faktorové &ast.
usp. mnoZiny definované na nejvétiim a nejmensim rozkladu. Jednotlivé
z uvazovanych rozkladi nemaji tedy Zddné vyznamné postaveni a je proto
piirozené vySetiovat jejich nejmensi zakryt (viz [2], str. 16—17). Plati
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Véta 4. Nejmensi zdkryt systému vsech rozklada ve viokené a lexikograficky
nerozlofitelné Edst. usp. podmnoZiny v édst. usp. mnofiné M je rozkladem ve viofené
East. usp. podmmnofiny, o nichZ plati, Ze jsou to bud lexikograficky nerozloZitelné
Edst. usp. mnoginy nebo fetézce mebo mmofiny navzdjem nesrovnatelnych proki.
Jsou-li to Fetézce, pak jsou bud koneiné nebo maji néktery z ordindlnich typh
w, 0¥, 0* - .

Dikaz. Predev&im podle lemmatu 6 je nejmensi zdkryt uvazovaného systé-
mu zase rozkladem ve vlozené &¢ast. usp. podmnoZiny v M. Oznaéme jej M
anecht P e M. Je-li P prvkem né&kterého rozkladu z uvazovaného systému, je P
lexikograficky nerozlozitelna. Neni-li P prvkem Zadného z uvaZzovanyeh roz-

kladd, je P = U P,, kde P: jsou lexikograficky nerozloZitelné a vloZené v M.
tel

Pro P, dale plati P, + P pro kazdy teI. Odtud a z konstrukce nejmensiho
zakrytu (viz [2]) plyne, Ze existuji alespont dv& P,, P, takové, Ze kard P,
kard P, > 1. Podle véty 2 to znamen3, Ze P neni lexikograficky nerozlozitelns
a predpokladejme, Ze neni ani Fetézcem, tj. Ze existuji x, y ¢ P, pro néz plati
2 || y. Pak z konstrukce nejmensiho zakrytu plyne existence. koneéné posloup-
nosti P;, 1 < ¢ < k takové, ze xe P, ye Py, P, 0 P, += @ a kard P, > 1 pro
kazdé ¢. Nyni se indukei podle lemmatu 7 dokaZe, Ze P;, 1 < ¢ < k je dvou-
prvkova mnoZina nesrovnatelnych prvki. Necht nyni P, je libovolné, pro niz
plati kard P, > 1. Pak zase existuje koneéns posloupnost P, 1 <i<n
takové, ze P} = P,, P, = P,, P, 0 P, , %+ 0 a kard P; > 1 pro ka?dés, takZe
zase indukef z lemmatu 7 plyne, Ze P, je mnoZina nesrovnatelnych prvki.
Necht koneéné u, ve P, u & v. Pak bud existuje P, takova, Ze u, v ¢ P, a tedy
|l v, neboue P, veP,, 1 + », a jako shora se ukdze, Ze zase u || v. Tedy P je
mnozinou nesrovnatelnych prvkia.

Necht nyni P je fetézec, ktery je prvkem nejmensiho zékrytu uvazovaného
systému rozkladd. Jestlize P neni koneény ani nems zadny z uvedenych ordi-
nalnich typu, existuji prvky a, b e P takové, Ze mnoZina viech prvka, které
lezi mezi @ a b je nekoneéna. Podobné jako v piedeslé dasti dikazu se ukdze, Ze
existuje konetné posloupnost éast. usp. podmnozin.P;, 1 <1 < k takové, Ze
aeP,beP,, P,0 P, + 0akard P, > 1 pro kazdé ¢. P¥i tom P, jsou vloZené
a lexikograficky nerozlozitelné. Z lemmatu 7 zase plyne, Ze P; jsou dvouprvkové

b3 k )
fetézce, takze U P; je koneénd mnoZina. Avak podle lemmatu 4 je U P, East.
i=1 ’ ’ i=1"
usp. podmnozina vloZend v P, takZe vzhledem k pfedpokladim a podle lemmatu
k
2 musi byt U P; nekoneéna a to je spor.
i=1

Véta 5. Nejmensi zdkryt systému vdech rozklads ve vloZené a lexikograficky
nerozloZitelné &dst. usp. podmnofiny dané &dst. usp. mnoZiny M je rozkladem ve
vlofené a lexikograficky nerozloZitelné podmnoZiny prdvé tehdy, kdyZz kaZdd vlofend
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v vz

mnozina nesrovnatelnijch proks v M md mohutnost nejvyse 2 a kdyZ Zddny vlofeny
Fetézec v M neobsahuje t1 proky x, y, z takové, Ze x pokryvd y a y pokryvd 2.

Dukaz. Je-li uvedend podminka splnéna, pak kazdy vloZeny fetézec, ktery
je bud koneény nebo méa néktery z ordindlnich typlh w, w*, w* + w, obsahuje
nejvye dva prvky, takZe podle lemmatu 8 je lexikograficky nerozloZitelny.
Avsak také kazd4d vloZzena mnozZina nesrovnatelnych prvka obsahujici nejvyse
dva prvky je podle lemmatu 8 lexikograficky nerozlozitelné a tedy podle véty 4
je nejmensi zakryt uvazovaného systému rozkladu rozkladem ve vloZené a lexi-
kograficky nerozlozitelné ¢ast. usp. podmnoziny.

Jestlize uvedend podminka neni splnéna, pak bud v M existuje vloZeny Fe-
tézec P a v ném prvky z, y, 2 takové, Ze x pokryva y a y pokryva z, nebo v M
existuje vloZend mnoZina nesrovnatelnych prvka P, kterd obsahuje alespon
tii prvky = + y + 2z + x. V obojim p¥ipadé existuji rozklady ve vloZené a lexi-
kograficky nerozloZitelné ¢ast. usp. podmnoziny, z nichZ jeden obsahuje jako
prvek podmnoZinu {z, y} a druhy podmnoZinu {y, z}, takZe nejmensi zakryt
uvazovaného systému musi obsahovat prvek @ > {x, , z}. Podle lemmatu 1 je
podmnozina {z, y} *+ @ vloZend v @ a netrividlni, takZe podle véty 2 @ neni
lexikograficky nerozloZitelna.

Neni-li ¢ast. usp. mnozina lexikograficky nerozlozitelna, pak podle véty 2
existuji kromé nejmensiho a nejvétsiho rozkladu jesté daldi rozklady ve vloZené
éast. usp. podmnoziny, av8ak kromé nejmensiho rozkladu nemusi existovat
zadny dalsi rozklad ve vloZené a lexikograficky nerozloZitelné ¢ast. usp. pod-
mnoziny. Jako pifklad uvedme fetézec, ktery mé ordindlni typ # nebo A.1)
Piedev&im tento Yetézec nenf lexikograficky nerozlozitelny a dokonce ani
lexikograficky skoronerozloZitelny, nebot jej lze vyjadiit ve tvaru > M,, kde N

N

mé ordindlni typ w* 4+ w a M, ma ordindlni typ # + 1 pro kazdy xz e N. Dale
v8ak plati, ze kaZdéd Gast. usp. podmnozina vloZend v Fetézci musi byt zase
fetézcem. Ma-li tedy vlozeny fetézec v daném Fetézci byt lexikograficky ne-
rozloZitelnym, musi podle lemmatu 8 obsahovat nejvyse dva prvky. Kdyby
vSak obsahoval dva prvky, obsahoval by podle lemmatu 2 nekoneéné mnoho
prvkd, takze zbyva, aby obsahoval pravé jediny prvek.

UvaZzujme nyni o lexikograficky nerozloZitelnych faktorovych &ist. usp.
mnoZindch na dané ast. usp. mnozing.

Vlozené a lexikograficky nerozlozitelné Gast. usp. podmnoziny spliiuji pod-
minku, Ze kazd4 jejich vlastni vloZend éast. usp. podmnozZina je jednoprvkova,
tedy trividlni. V tomto smyslu lze ¥ci, Ze vloZené a lexikograficky nerozloi-
telné ast. usp. podmnoziny jsou minimdlnimi vlozenymi ¢ast. usp. podmnozi-
nami. Nazvéme nyni obdobné ¢ast. usp. podmnozinu P vlozenou v &ast. usp.
mnozing M maximdlni vlofenow v M, jestlize plati

P+ MaQ@ je vlZend v M, @ + Pc@Q=-Q, M splynou. (6)

1) 7 piip. 1 znadi ordindlni typ mno¥iny viech racionsdlnich p¥ip. redlnych &isel uspota-
danych podle velikosti.
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V &ast. usp. mnoZiné nemusi obecné existovat viibec Zadnéd maximalni vloZena
¢ast. usp. podmnozina. Na piiklad v Fetézci, ktery nemé ani nejvétsi ani nej-
mensi prvek, neexistuje zadnéd maximdalni vloZen4.

Lemma 9. Jsou-li P + @ maximdlni vloZené Cdst. usp. podmnoZiny v édst. usp.
mmoziné M a plati-li P n Q + @, pak P L Q = M.

Dukaz. Piedeviim plati P &= P U . Podle lemmatu 4 viak P U Q je vloZena
v M a oviem P c P U @, takZe podle (6) musi byt P U Q = M.

Lemma 10. Je-li M faktorovd Edst. usp. mnozina na M a M faktorovd Edst. usp.
mnoZina na M, pak existuje faktorovd Edst. usp. mnofina M, na Edst. usp. mnoiné
M, Fkterd je isomorfni s M.

Dikaz. Kazdy prvek %, e M je mno¥inou prvka P,e M pro tel,, kde
P, c M. Uvazujme mnozinu viech 4, = U P,c M. Z (1) a (2) ihned plyne, Ze

tel,

tato mnozina je jistym rozkladem 1/, ve vloZené &ist. usp. podmnoziny v M
a Ze piitazeni prvkd A4, ¢ M,, A, e M je isomorfismem mezi faktorovou &ast.
usp. mno%inou M, a M.

Véta 6. Existuji-li na édst. usp. mnoZiné M alespori dvé rizné maximdlni
vlogené Edst. usp. podmmnofiny, jsou ekvivalentni tvrzend:

a) Bzistuji maximdlni vloZené Edst. usp. podmnofiny P + @, pro néZ plati
Pn@Q =+ 0. .

b) Eaxistuje faktorovd Edst. usp. mnoZina na M, kterd je bud Fetézcem nebo mno-
Zinou nesrovnatelnygch prokd a kterd neni lexikograficky nerozloZitelnd.

¢) Existuje tFiprokovd faktorovd édst. usp. mnoZina na M, kterd je bud Fetézcem
nebo mmoZinou nesrovnatelnijch prokd.

s v

d) Pro kaZdé dvé maximdlni vloZené édst. usp. podmnoiny P, Q plati P 0 Q =+
* 0.

Diukaz. a)=-b) Plati-li a), pak plati také P — Q += 0 = @ — P a podle
lemmatu 9 je PU @ = M. Podle lemmat 3 a 5 viak je M = {P — @, P ﬁ'A‘LQ,
Q — P} tiiprvkova faktorova &ist. usp. mnozina na M, ktera podle (5) je bud
fetézcem nebo mnoZinou nesrovnatelnych prvki a podle lemmatu 8 M neni
lexikograficky nerozlozitelna.

b) = c¢) Plati-li b) a je-li M p¥sluins faktorova ¢4st. usp. mnozina na M, pak
podle lemmatu 8 plati kard M > 2 a tedy na M existuje t¥{prvkova faktorova
&4st. usp. mnozina M, kterd oviem zase je bud fetézcem nebo mnoZinou ne-
srovnatelnych prvka. Aviak z lemmatu 10 plyne, Ze existuje faktorova éast.
usp. mno#ina na M, kters je isomortni s M.

¢) = d) Necht plati ¢) a necht M = {X, Y, Z} je ptislusnéd faktorova &ist.
usp. mnozina. Necht nejdifve M je fetézcem a necht pro urditost plati X <
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< Y < Z, takie podle (1) 8ast. usp. podmnoziny X U Y, Y U Z jsounetrividlni
vloZené v. M. Je-li R libovolnd maximalni vloZené &ast. usp. podmnozina v M,
pak plati bud R = X U Y nebo B =Y U Znebo Rnonc X VY, Rnonc Y v
VZEHR0X £ 0+ Rn Z. V poslednim ptipadé viak podle (5) z lemmatu 5
a podle lemmatu 2 musi byt ¥ c R. V kazdém pripads tedy plati ¥ c R a proto
zejména plati P 0 Q + ¢. Necht nyni M je mnoZinou nesrovnatelnych prvki.
Pak podle (1) éast. usp. podmnoziny X VY, Y U Z, Z U X jsou netrividlni
vloZené v M. Je-li R libovolnd maximélni vloZend ¢ast. usp. podmnoZina v M,
pak bud R splyne s nékterou z mnozin X VY, Y U Z, Z U X nebo plati, ze B
neni ¢4sti Zddné z nich, tj. plati RN X £ 0 £+ R0 Y, Rn Z + §. V poslednim
piipadé predpokladejme, Ze alespon dvé z mnoZin X, Y, Z nejsou ¢asti R, na
piiklad X non c R, ¥ non c R. Pak plati B &+ Ru X + M, takZe podle lem-
matu 4 je B U X netrividlni vloZend v M, coz je spor vzhledem k (6). Tedy
v kazdém piipadé obsahuje R alespon dvé z mnoZin X, ¥, Z, coZ zejména zna-
mend, ¥e PN Q + 0.
d) = a) Vzhledem k pfedpokladu véty je tato implikace ziejma4.

Véta 7. Jestlide na édst. usp. mnoziné M existuje tFiprokovd faktorovd édst. usp.
mmnofina, kterd je fetézcem, pak existuji nejvyde dvé maximdlni viofené édst. usp.
podmnoZiny v M. ' '

Dukaz. Predpoklddejme, Ze existuji, alespon t¥i P, ), R navzijem razné.
Podle véty 6 lze piedpoklddat, Ze P n @ =+ §. Pak podle lemmatu 9 plati
PuU@ =M a podle lemmat 3 a 5 je faktorové. &dst. usp. mnozina M =
={P — @, P n Q, Q — P}tetézcem (nebot kdyby byla mnozinou nesrovnatel-
nych prvki, neexistovala by na ni faktorova d4st. usp. mnozina, ktera je e-
tézcem a ma vice neZ jeden prvek). Pro R musi platit B nonc P, Enon c §
iR (P—@Q) + 0+ Rn (@ — P)apodle (5) zlemmatu 5 a podle lemmatu
2 musi byt P n Q c R. JelikoZ v8ak @ + R, existuje xe @ — R c Q — P, takZe
P U R £ M, coz je spor vzhledem k lemmatu 9.

- Véta 8. Necht na &dst. usp. mno#iné M existuje rozklad M v maximdlni vloZené
édst. usp. podmmno¥iny. Pak faktorovd &dst. usp. mnofina M je lexikograficky ne-
rozlogitelnd. S v :

Dikaz. Predpoklddejme, ze M nenf lexikograficky nerozlozitelné. Pak podle
véty 2 existuje netrividlni vloZend &ist. usp. podmnoZina U v M a necht Y =
= E{P,c M, e I}. Pak podle (1) a (2) je P = U P, netrividlni vlozend v M

P, tel
a pti tom existuje P, c P, P, & P ato je spor. .

Uvedme nyni piiklady lexikograficky nerozlozitelnych &ist. usp. mnozin.
Piedeviim je kazda jednoprvkova a dvouprvkové &ist. usp. mnozina lexiko-
graficky nerozlozitelna. Déle neexistuje t¥iprvkova éast. usp. mnozina, ktera je
lexikograficky nerozloZitelnd, ale pro kazdé n > 3 existuje n-prvkova &ast.
usp. mnozina, kterd je lexikograficky nerozloZitelnd a ma délku 2.

2
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Na obr. 1 (str. 20) jsou Hasseovy diagramy nékterych koneénych lexikogra-
ficky nerozloZitelnych ¢4st. usp. mnozin.
Na zavér uvedeme jesté jednu vétu o lexikografickém souétu. Plati

Véta 9. Plat?

N, N N,

Dikaz. Predeviim je zfejmé, %e ob& mnozZiny na levé i na pravé strané v (7)
jsou stejné, takZe je tteba jen ukazat, zZe také prislusnd déastednd usporadani
jsou stejna.

Necht tedy z, y € Z M,,x+yanechtplatiz oy v z M, kdyz p znaéi néktery
ze symbola <, >, ||. Potom existuji a, be ZN takové, ze xe M, y e M,, a také
existuji p, ge N takové, Zze ae N,, be Nq, takze plati ze ZMu, ye ZM Je-li

a = b, pak podle definice lexikografického soudtu plati g yvM,a tedy také
v ZM av Z zM Je-li @ + b, pak podle definice lexikografického souétu

platl apbv ZN a jsou zase dvé moznosti. Bud je p = ¢ a oviem IV, je vloZens
v sz, takze podle definice lexikografického soudtu plati @ o & v V,, odkud
vsak Plynez oy v ZM a tedy také v Z(ZM ). Nebo je p = ¢ a potom musf
bytpogv N. Jellkoz viak z € ZMu, Ye ZM,“ plati také x oy v Z ZM
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Pesome

O JJEKCUKOI'PA®UYECKOU CYMME YACTHYHO
YIIOPAINOYEHHBIX MHOMECTB

KHAPEJI UVYJIUK (Karel Culik), BpHo
(Moctynmio B pegaknmio 11/XT 1957 r.)

Yactwaro ymopsmoyeHHOe (KOPOTKO 9acT. ymop.) HORMHO:kecTBO P == 0
qacT. yuop. MHO)KecTBa M MBI HashIBaeM 640%ceHHbiM B M, ecim IMeeT MeCTO

{(2,yeP,ze M —Pl=> (s <z<y<ztu{z<z<z<y}.



Ha wamom pasmoxerun M Ha gacT. ymop. MHOectBe M (ecimm Karubiid
9JIEMEHT PAaBIIOKEEHs SBIAETCA dYacT. YOOp. IOAMHOMKECTBOM, BIIOKEHHBIM
B M) MOIKHO OIpeeNIUTh 9aCTHIHOE YIOPAKOUYeHHe CIefyiuM 00pasom:

PQeM,P+Q=>{P<Q<=z<y, ecim zeP, yecQ}.
CooTBeTcTByIOIEe YaCT. YHOP. MHOMecTBO M MH HA3HIBAEM HAKMOPHBLAM
9aCT. YHOP. MHOKECTBOM 9acT. YIOp. MHOecTBa M.

Torga MOKHO yTBEepKAATH, YTO YACT. YIOP. MHOKECTBO M ABIAETCA J€KCU-
kozpaguneckoll cymmoil cHcTeMHl wacT. ymop. muomects M, + @, ueN mo
dacT. ymop. MuOmectBy N = @, 1. e. M = > M, Torma u TOJBKO TOT/A, eCiH

N

M, Bromeno B8 M mna mioboro we N, u N umsomopPuO PaKTOpPHOMY dTACT.
yIOOp. MHOKECTBY, ONpelelJeHHOMY Ha pas3jIOoKeHHM Ha BIIOKEHHBIE NOXMHO-
mectBa M.

M= ckakeMm, 4TO 9acT. ymop. MHOMecTBO M sekcukoepaduuecku Hepasio-
MCUMO, COOTB. NOYMU HEPAZAOHNCUMO, ECIIH OHO YEOBIETBOPAET YCIOBHIO

M =3M,= wm kard M, = 1 pnsa moGoro x e N mmum kard N = 1,
~

COOTB.
M =3M,= munm cymecrsyer M,, maomopdmoe M, mmm N usomoppro M.

Ilanmexo He BCAKOE TacT. yIOP. MHOYKECTBO MOMKHO LPEICTABUTL B BHEME
M = > M, rak, uro6st Bce N u M, Geumm pna moboro x e N mexcuxorpadu-
N

9eCKH HEePASIOKEMEIMA WM JIUIOb IOYTH HEPA3NOKIMEIME 4acT. YIOOP. MHO-
KECTBAMI.

Jlamee mccIeRyoTCA CBOMCTBA BIIOMKEHHEIX YACT. YIOP. HOAMHOMKECTB, CBOH-
CTBA PA3JIOKeHAN HA BIOKEHHEE W JEKCAKOTpaQUIeCKH HePas3IOAMEE JacT.
yOOp. HOAMHOMKeCTBA M (JAKTOPHEE 9YacT. yIOP. MHOMKECTBA, ABIAIOIIAECH
JIEeKCHROrpadUUecky HEPas3IOKEMEIMHE, Ha JAHHOM dacT. YIOpP. MHOMKECTBE.
IIpm srom wact. ymop. HOAMHOMKeCTBO P, BiomkenHoe B M, HA3HBAGTCA MAKCU-
MANDHLM BAONCEHHBLM, €CITA MMEeT MEeCTO

P+ Mu@Qzsioreso s M, Q + PcQ=Q =M.

Zusammenfassung

UBER DIE LEXIKOGRAPHISCHE SUMME DER TEILWEISE
GEORDNETEN MENGEN

KAREL CULIK, Brno
(Eingegangen am 11. November 1957)

Eine teilweise geordnete (t. g.) Teilmenge P + ¢ der t. g. Menge M heisst
eingelegte t. g. Menge in M, wenn folgende Bedingung

2, yeP,2e M —P=>{z<z<>y <z} und {z <z <>z <y}
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erfilllt ist. Auf jeder Zerlegung M in die eingelegten t. g. Teilmengen in der t. g.
Menge M ist es moglich eine teilweise Anordnung folgendermassen zu definie-
ren:

P,QeM,P=Q=>{P<Q<>z<y, wozeP, yeQ}.
Die betreffende t. g. Menge M heisst t. g. Faktormenge der t. g. Menge M.

Satz 1. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann die lexikographische Summe
eines Systems der t. g. Mengen M, =+ @ iiber eine t. g. Menge N % @, d. h. M =
= > M,, wenn M, eine eingelegte t. g. Teilmenge in M fir jedes ue N ist und

N

wenn N zu einer auf der Zerlegung in die eingelegten Teilmengen M, definierten
t. g. Faktormenge isomorph ist.

Wir sagen, dass eine t. g. Menge M lexikographisch unzerlegbar bzw. fastunzer-
legbar ist, wenn sie folgende Bedingung

M =3 M, = entweder kard M, = 1 fir alle ue N oder kard N =1,
~

baw.

M = 5 M, = entweder gibt es M,, die isomorph zu M oder N isomorph zu M ist,
N

erfullt.

Satz 2. Eine t. g. Menge M ist dann und nur dann lexikographisch unzerlegbar,
wenn auf M hochstens zwei t. g. Faktormengen existieren.

Nicht jede t. g. Menge M lisst sich in der Form M = > M, in solcher Weise
N

ausdriicken, dass N und auch M, fir jedes u € N lextkographisch unzerlegbare oder
nur fastunzerlegbare t. g. Mengen sind.

Weiter werden die Grundeigenschaften der eingelegten t. g. Teilmengen
untersucht. Es gelten z. B.:

Lemma 3. Der nichileere Durchschnitt der eingelegten . g. Teilmengen ist wieder
eine eingelegte t. g. Teilmenge.

Lemma 4. Sind P,, 1 = 1, 2, ..., n die eingelegten t. g. Teilmengen und gilt

PP, +0firi=12 ...,n—1,so0ist auch UP; eine eingelegte t. g. Teil-

i=1
menge.
Lemma 5. Sind P, Q eingelegte t. g. Teilmengen und gilt P 0 Q &+ 0, P —Q =+
+ 0+ Q — P, so sind auch P — Q, Q — P eingelegte t. g. Teilmengen und fir
2eP—Q,yePnQ,2¢Q—Pygilt x0y, y 02, 02 wop eines der folgenden
Symbole bedeutet: {, >, || (Unvergleichbarkeit).

Uber die Zerlegungen in eingelegte und lexikographisch unzerlegbaren t. g.
Teilmengen gilt

29



 Satz 5. Die kleinste Uberdeckung des Systems von allen Zerlegungen in einge-

legten t. g. Teilmengen st dann und nur dann eine Zerlegung von derselben Art,
wenn jede eingelegte t. g. Teilmenge, in der jede zwei Elemente unvergleichbar sind,
héchstens zwei Blemente enthilt und wenn keine eingelegte Kette drei Elementen
enthilt, fir diex >y >zundx >a =y =b>z=>a=1y =0 gilt.

Eine eingelegte t. g. Teilmenge P in t. g. Menge M heisst mazimal, wenn

P = M und Q eine eingelegte t. g. Teilmenge in M st ,
Q=PcQRQ=>Q=M.

Satz 6. Gibt es auf evner t. g. Menge M mindestens zwei maximale eingelegte
t. g. Teilmengen, so sind folgende Bedingungen dquivalent: A

a) Ks existieren maximale eingelegte t. g. Teilmengen P == Q, fur die P 0 Q +
+ 0 gult.

b) Es existiert eine t. g. Faktormenge auf M, die entweder eine Kette bildet oder
nur aus Elementen, die paarweise unvergleichbar sind, besteht und die nicht lexiko-
graphisch unzerlegbar ist.

Endlich ist klar, dass

Il

o, ;gMg

=N, 2
N

gelten muss.
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