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Casopis pro péstovani matematiky, roc. 82 (1957), Praha

O JEDNE VLASTNOSTI CELOCISELNYCH NEZAPORNYCH RESENT
k .
ROVNICE Z ri=mn

t=1

KAREL CULIK, Brno.

(Do8lo dne 29. srpna 1956.) DT:519.1
. ReSenim rovnice
: k
Tr,=n, (1)
i=1

kde k, » jsou dand p¥irozens éisla, rozumime systém {7, }f_l celych ane-
zapornych é&isel r,, ¢ = 1, 2, ..., k, ktery vyhovuje rovnici (1). Vidy lze
predpoklddat, Ze feSeni {r;}i_, spliuje podminku _
rNErS... S (2)
O otézce po podtutefeni rovnice (1) bylo v matematické literatuie asto
pojednéno (viz E. NETTO: Lehrbuch der Kombinatorik, 2. vyd., 1927,

str. 118 a ndsl.). V tomto piispévku jsou vySetfovény otédzky jiného
druhu a to:

k

Pro kterd Yefeni{r; }:—1 rovnice (1) nabyvé vyraz = (ri) ,kdec = 0 je
i=1

dansé celé &fslo, miniméln{ hodnoty a jaké jetato minimélni hodnota? ')

Odpovéd na tuto otdzku je déna vétou 2, v niZ je vyufito t. zv.
hlawvniho Fedent rovnice (1).

Refeni {h;}_, rovnice (1) nazjvéme hlavnim Fefenim, jestlize je defino-

vano takto: h,-=[%] pro 1 =1 <9, h,-=[n+k] pro j <t =k, kde j =

k

k

V&ta 1. a) Pro ka#dé vedent {r;}s_, rovnice (1), které splituje merovnosti (2),
plati

=k [n + k] — n.2) Pak plati

-,

n<h <h<r. 3)

1) Podn&tem k t&mto tvahdm byla prace On a problem of K. Zarankiewicz, Collog.
Math. 3 (1954), str. 54 a 57, od T. K6var1, V. T. SO6sE a P. TURANA.

%) Symbol [«] znadi Gaussovu funkei, t. j. nejvEtsi celé &islo ¢, pro n¥% platic < .
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b) Redent {r;¥:_,, které splituje podminku (2), je hlavnim feSenim tehdy a jen
tehdy, kdy% o
]
Dikaz. a) Kdyby bylo r, = %, + 1, bylo by podle (2) také = =_z re =

i=1

=k [n _]{0_ k} > n, coz je spor, a podobné se dojde ke sporu z piedpokladu

v < h,. — b) Nutnost podminky (4) je zfejma. Je-li tedy naopak {7, },_]
fefenim rovnice (1), které spliiuje (4) a (2), pak bud r, = r, a tedy podle (3)
musi byt r; = h; pro kazdé i, 1 =< <k, nebo r; + 1 = r,, takZe podle (3)
musi byt n = b, Sh =rn=r + L Kdyby bylo r, < by, tedy také b, =

=h=r=r+1, muselo by byt Zr <zh,, a podobné kdyby bylo

ry=n"h, = <r,=r + 1, muselo by byt Z'r,- > zrhi, coZ je v obouw
t=1 i=1

pfipadech spor. Zbyva tedy, Ze plati r, = h, < by = r, = r, + 1, odkud

plyne r; = h; pro viechna i, 1 =i < k.

Lemma 1. Necht r, p, ¢ jsou celd: &tsla, ktera splivuji nerovnosti r =0, ¢ = O
a 2r = p = 0. Pak plati

)=+

Dikaz. Lze ptredpokladat, Ze p < r a tvrzeni dokdzat indukei vzhledem
k ¢c. Pro ¢ = 0,1 je tvrzeni zfejmé spravné a predpoklidejme, Ze je spravné
také pro ¢ — 1 = 1, av8ak nikoli pro ¢, t. j., ze plati nerovnosti

L)L)+ ()

o _ r [ » [2r—p\ .
OznaélmehprostruénostA_2(0_1),B._(G_1)a0_(c__1),pre]dou

ob&nerovnostidotvari 4 < B + C a Bp_z+1 _{_02"“7’0—04—1 <

<Af:_z_+_1,zpi~edpokladﬁc—lg 1 a p < r viak plyne B < C a tedy

také B~ <Bp p

, takze plati é(r——c—rl)<£———- (r——~c+1)<
é;(?'*c—{-l)+?(27'—20—6+1)<?(r-—c+1), coZ je spor.

%) Jsou-li m, n celd &isla, klademe podle obvyklych definic (’m = 0 pron < 0 a pro
m < n, aviak (73) = lprom = 0 ataké 0! = 1,
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Lemma 2. Necht r, p, ¢ jsou celd &isla, kterd spliiuji nerovnosti r = 0, ¢ = 0
a2r+4+1=p=0. Pak plati

r r 41 P 2r—p+1

< P i N
()= 0 (=) ®
Dikaz, Lze predpoklédat, ¥e p < r a tvrzeni dokézat indukei vzhledem
k¢, Pro ¢ = 0, 1 je tvrzeni ziejmé spravné a také pro ¢ = 2, jak plyne ze sprav-

né nerovnosti 0 < (r — p)? 4 r — p. P¥edpokladejme, Ze (6) plati proc — 1 >
= 2, ale neplati pro c, t. j. Ze plati nerovnosti

(Do =l ) ()

(=)<l

Je-li ¢ > r, je druhd nerovnost nespravnd, coz je spor. Je-li ¢ < r, zavedme

rr—1)...(r — ¢+ 3) [ » _[Zr—p+1
c— 1) ’B“(c—l)aa‘( c—1 )

pii demZ 4 mi vidy smysl, nebot ¢ = 3, takZe obé nerovnosti lze piepsat do
tvart 4(2r —c+3)=<B+C a g(p-c+1)+—§(2r—p—;c+2)<

oznadeni A =

< % (2r — ¢ +2) (r — ¢ + 2). Aviak plati B < A(r — ¢ + 2),neboﬁ(c ? 1) <

< (c _1: 1) , a také B < C a proto i (B — C) (r — p) < 0. Odtud plyne nerov-

nost B 4 (B—C)(r — p) < A(r — ¢ + 2), kterou lze piepsat do tvaru
B(r +1) — A(r — ¢ + 2) < Bp + C(r — p), takie konedné plati
%(27'—-0—{—2)(7’——6—{—2):%(27’—0+3)(r——c+2)——%(r——c+2)§

B+C—4 B '
< +(Z (r__c_i_2)<?(-—c+1)—|—§’p+%(7’—?)+

+ -t n<t@r—ctnr—cta,

c0Z je spor.
Véta 2. Hlavni fedent {h;}_, rovnice (1) spliuje nerovnost
k k :
h. r. '
i) < Z 7
12:1(0) =.‘Zl‘(c) ( )

pro ka#dé fedent {r;};_, rovnice (1) a pro ka#dé celé éislo ¢ = 0. Ddle platt

- E) L)

1
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Dikaz. Ke ka?dému Yedeni {7{”};_, rovnice (1), které spliuje podminku
(2), lze konstruovat postupn® posloupnost Feseni {r{"}i_,, j=0,1,2,...,
takto: je-li 7” -+ ri sude polozime s& = s = 3(r® + (%), a je-li ¥ 4
+ Y liché, polozime si? = 3(r® + 1Y — 1), s = 3(r¥ + ¥ + 1). V obou
pripadech déle klademe s = r’°‘ pro 1 <i< k Systém &isel s{, ¢ = 1, 2, .

.-y k, je zFejmé Felenim rovnice (1) a urduje (po vhodném uspotddani) ]edme
fedeni {r{"}_, rovnice (1), které sphiuje také podminku (2), atd. Snadno
se vidi, Ze kazdé dva prvky této posloupnosti {r#}i_;, {r{"}i_,, kde u < v,
spliiuji podminku 7’ — r{? < ri® — ¥ a Z%e po dostatetnd velkém, ale
kone&ném podtu krokd m musi platit r;" — ri™ < 2, tak¥e podle véty 1 je
7™ = h; pro véechna 1 =1, 2,...,k a od tohoto indexu poéinaje je posloup-
nost stacionarni. Z popsané konstrukce feSeni posloupnosti a z lemmat 1. a 2.
vSak jhned plyne, Ze pro u << v plati

i (,.m)) < ;" ( (u)) | @

i=1
&éimz je véta dokazana.
Dusledek. Necht ¢, 0 < t < n, je dané celé Cislo a necht systém {s;}5_, (k > 1)
je Fedenim rovnmice (1), kieré je defmovano takto: s, =1¢, 8;,, =h;, 1 S i<k,
-1

kde {h:}i=1 je hlavnim Fedenim rovnice Z p; = n — t. Pak platt

(=20

pro kaZdéceléc = 0 a prb kaZdé Fedeni {r;}5_, rovnice ( .1), které spliiuje podminku
7; = t pro vhodny index 1,1 <1 < k.

Poznamka 1. Véty 2 lze vyuzit k FeSeni zobecn&ného problému K. ZA-
RANKIEWICZE, ktery lze formulovat nasledujicim zptisobem.

Necht M je mnozina viech matic 4;(n) typu k[l vytvofenych z n &isel rov-
nych jedné a z kI — n &sel rovnych nule. Rekneme, %e matice 4;(n) e M ma
vlastnost (b, ¢), jestlize existuje jeji podmatice P3(b . c), t. j. podmatice typu
b/c (vznikld vypuiténim vhodnych ¥4dku a sloupcii z matice dané) vytvotena
ze samych jednidek. M4 se uréit minimélni &slo », pro néz plati (pfi danych
b,c, k, I, 1<b <k 1=<c<l), e ka¥dd matice 4f(n) e ¥ mé vlastnost
2(b, ¢). Toto minimalni &islo se oznaduje Z, .(k, ).

Plati toto tvrzeni: znadi-li r; poet jednitek v i-tém Ffddku matice A"(n) €

€ M a plati-li nerovnost
k
s l
5 0-nf)

m$ matice 4;(n) vlastnost z(b, c)%).
4) Viz lemma 2 ¢ &lsnku K. Curfga: Pozndmka k problému K. Zarankiewicze, Prace

gménské zékladny CSAV, XXVII/7 (1955), kde je také uvedena obecnd formulace pro-
lému.
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Mé-li nyni matice A¥(n) e M v i-tém ¥4dku h, jednidek, kde {%;}5_; je hlavni
k
Yefeni rovnice (1),'t. j. > k; = =, a plati-li pro r; = k;, 1 <4 = k, hoteji{ ne-
i=1

rovnost, m4 tato matice podle uvedeného tvrzeni vlastnost z(b, ¢) a z véty 2.
ihned plyne, Ze kazd4 matice Af(n) e M (at je jejich n jednidek a kI — n nul
rozmisténo jakkoliv) mé vlastnost z(b, ¢) &ili Z, (k, 1) = n. Vzhledem k (8)
tedy plati

sof)< =i ) e () manze

a také obdobné tvrzeni, které z (*) dostaneme, vyménime-li mezi sebou &isla
b,cak,1(t.j. uvaZujeme o sloupcich misto o ¥adeich matice).

Na piiklad pii dikazu tvrzeni (7.2) v praci 1. c. sub 1), Ze Z,,(p* + p, p?) =
=p(p+1)+1, (p=1), je tieba celé stranky k dukazu nerovnosti
Zyo(p* + p, P*) = p%(p + 1) + 1. Tato nerovnost plyne okamzité z (*) pro

n=pp+1)+ 1, E=p +p, 1 =p%b=oc=2, nebot (b— 1) i)= ”)<

2
‘ ], o (2]
) _ ,
()= B

Poznémka 2. Véta 2 dovoluje vyslovit domnénku o Fefent jedné tlohy
od P. TurANAS): Je dano n prvki 1, 2, ..., » a je pfedepsdno celé &slo h, 3 <
h <n. M4 se urdit systém 4 dvojic (4,4), 1 =4 < j < n, ktery m4 vlastnost:
«) pro kazdou h-tici (85, Gy, - .-y 8p), 1 < 4y < 6y < ... < 1, < m, plati, e obsa-
huje alespon jednu dvojici systemu A4, ,8) systeonbsa,hule ne]menéi moz.ny
podet dvojic.

Konstruujme systém A takto: Necht {%;};_, je hlavni ¥eeni rovnice (1),
v niZ polozime k = 7 — 1 a ¢ = 2. Rozdélme nyni danych » prvkia do k =
=h — 1 skupin tak, Ze kazd4 skupina obsahuje pravé A, ¢=1,2,...,k,
prvki a systém A defmuJeme jako slednocem systemu vSech dvojic uréenych
kazdou skupinou.

Z Dirichletova Schubfachprinzipw ihned plyne, Ze takto konstruovany systém
A mj vlastnost x) a z véty 2 plyne jeho minimalita vzhledem k jisté specialni
mnoZiné systémb s vlastnost{ «). Minimalita tohoto systému vzhledem k mno-
7iné viech systémi s vlastnosti ) zlstdvé nedokdzdna. Pfedpoklddany mini-
mélni podet dvojic systému 4 je dan vyrazem (8), ktery po pfislusném dosa-

: n
PR N B [m]+1
zelvu ;e roven n[k__ 1] — (-1 2 -

%) Jde o tlohu &. 268 v Elemente der Mathematik XI 12 (1956).
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PesowMme

OB OJHOM CBOWCTBE IIEJOYUCIEHHBIX
3
HEOTPULIATEJIbHBIX PEIIEHUN YPABHEHUA > 7, =n
i=1

KAPEJI YVJIUK (Karel Culik), Bpwo.
(ITocrynuao B pemarmuio 29/VIII 1956 r.)

k
Ilon pemermem {r;};_, ypaBrenns (1) > r; = n, rae k, n — HaHHBIE HATYDAalb-
i=1

HbBIe 4YHCJIa, @IOJpa3yMeBaeTcd CHCTeMa IeJBlIX X HeOTPHUATeNbHBIX YHCeX

ri,t=1,2, ..., k, yroBrerBopsaomux ypaBHaerun (1). Pemenme {hYe_y ypaBHe-
BuA (1) HazEBaeTCA 24A8HBIM peuleHluem, eCan h; = [l? mal <i < g, h; =

- [n —IL— 70] s 7- <i é k, rne?‘ =k [n —;c_ k] —n. CnpaBeJImz{Ba Teopema:

I'masroe pemerme {%;};_, ypaBEeHns (1) YHOBIeTBOpSET HepaBEHCTBY

2()=20)

1A BCeX pemieHmit {r;};_; X A M060r0 mexoro gmema ¢ > 0.

Ora TeopeMma IoJie3Ha IpH HAXOKICHAH YUCEJ, OIpeesIfeMHX 0G00meHHOM
npoomemoit K. 3apasreBmua (cp. K. Uynmx: Bamevanue r npobaeme
K. 3apawnxesuqa, Price brnénské zikladny CSAV, XXV I1[7 (1955)), & mo3BoIsA-
eT BHCKAa3aTh IpeNmoJIoKeHrme 0 pemeHm: opHoi 3amagm II. Typama (Ne 268
B Elemente der Mathematik, X7/2 (1956)). '

-Zusammenfassung

UBER EINE EIGENSCHAFT DER GANZZAHLIGEN NICHT-
k
NEGATIVEN LOSUNGEN DER GLEICHUNG > r;, = n
i=1

. KAREL CULIK, Brno.
(Eingelangt 29. August 1956.)

k

k
Unter einer Losung {r,;}%_, der Gleichung (1) > 7; = n, wo k, n gegebene
i=1

patiirliche Zahlen sind, versteht man ein System ganzer und nichtnegativer
Zahlen 7, i = 1,2, ..., k, die die Gleichung (1) erfiillen. Eine Losung {A;}*_;
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der Gleichung (1) heisst die Hauptlosung, wenn sie folgendermassen definiert
wird: h; — [ﬁ]fﬁr 1§¢§j,hi=["+ k]fﬁry’<i§k,woy’=k [”+ ]~

k k k
— n. BEs gilt der Satz:

Die Hauptlosung {h;}e_, der Qleichung (1) erfullt die Ungleichheit

2l)=20)

fir alle Losungen {r;};_ und fir beliebige ganze Zahl ¢ = 0.

Dieser Satz ist niitzlich bei der Berechnung der Zahlen, die durch das verall-
gemeinerte Problem von K. ZaraNgiEwicz definiert sind (vgl. K. Curtk:
Pozndmka k problému K. Zarankiewicze, Price brnénské zikladny CSAV,
XXVII/7 (1955)) und erlaubt eine Vermutung iiber Losung einer Aufgabe
No. 268 in Elemente der Mathematik X1/2 (1956)) von P. TuRAN.
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