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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 82 (1957), Praha

POZNAMKA 0 KONVEXNIM MNOHOUHELNIKU

JIRI SEDLACEK, Praha.

(Doslo dne 30. dervence 1956.) DT:513.192

Tato pozndmka navazuje na oteviené otdzky z autorovy préce
,»O soustavéch thloptidek v konvexnim n-thelniku‘, Casopis pro pésto-
véni matematiky, 81 (1956), 157—161.

Zékladni pojmy a symbolika jsou zavedeny v citovaném autorové &lanku.
Dile pro strudnost oznaéme card N podet prvkii (koneéné) mnoziny N. Cislem
v celém ¢ldnku rozumime celé &islo.

Otézka odhadu &isla card S¢” mtZe byt Gplng zodpovézena jen po zjisténi,
pro kterd k, n existuje soustava Sg". Predpoklddame-li viak, ze k je &fslo

,,pomérné malé*“ vzhledem k 7, je existence soustavy zarulena a mizeme
pristoupit k odhadu pro card 8¢, co% se provadi v tomto pispévku.

Existuje-li v konvexnim n-thelnfku soustava S;”, méeme pomoci Sg”
definovat rozklad R{” daného n-tthelnika na maximélni souvislé oblasti.
Snadno se nahlédne, %e prvky z R{” jsou konvexni mnohotihelniky?). Podet
r-tthelnik® v rozkladu R§"” oznaéme o,. . :

Lemma 1. Je-li k = 1 a existuje-li S, pak card B = n.

Dikaz. Pii n = 4 je tvrzeni ziejmé. Pedpokladejme, Ze existuje nejmensi
dslo » > 4 takové, Ze pro jisté k = 1 existuje St a plati card R{" < n.
Odtud plyne existence (konvexniho) r-dhelnika v rozkladu R{", ktery mé
aspoti dv& strany 4,4,,; & 4,4y, (1 = v < w < n) spoledné s danym n-tihel-
nikem. Je-li » + 1 < w, existuje dhlopi{ka 4,4, non e 8{" (spor s definici
soustavy S3"). Je-liv + 1 = w, pak musi byt 4,4,., € ¢, tedy 44,4,4,,.,, €
¢ R, tak¥e v (n — 1)-Ghelnfku A4,4,... 4,4, ... 4, existuje soustava
8P =8 -~ {4,4,.,} a ji uréeny rozklad Ry = R{® ~ {A4,4,4,.,}
splttuje podminku card Ry~ < n — 1, coZ je spor s minimalitou &isla n.

1) Podet stran kazdého z nich je nejvyse n piin lichém a nejvySe n — I pfin sudén:\;
viz Mranperuii-encos-Aenom: 30panHbe 3aKa4l U TEOPEMBI 2JIE€MEHTAPHON MAaTEMATHKH,
vyacts 2, MockBa 1952 (3agava 6). '
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Véta 1. Je-li n.= 2k + 2 = 4, pak ke kaZdému ce{n — bk — 1;n + k — 3)
existuje soustava Sy tak, #e card 85 = c.

Dtkaz. Pron = 4 an = 5 je tvrzeni ziejmé. Budiz » > 5 a pfedpokladejme,
ze v ka?dém konvexnim n'-Ghelnfku (n’ << n) ke kazdym ¢’, k" spliujicim
vztahy

n =2 +2=24, v -k -1 ELn +F—3

existuje soustava S’ tak, %e card S{.> = ¢’. Uvatujme n-thelnik 4,4, ... 4,
a necht n=2k+2=24, n—k—1=Zc=n+k—3 Pro k=1 je
¢ = n — 2 a tvrzeni je zfejmé. Necht tedy daleje k = 2,t.j.n = 2k + 2 = 6.

a) Je-li ¢ = n — k — 1, sestrojime soustavu S;” majici card Sy = ¢ takto:

Je-li n = 2k + 2, vedeme uhlop¥icku 4,.,4, a dale k dhlopiidek 4,4, _;
(1 £ ¢ < k); dostavame tak Sg”. Je-li n > 2k + 2, sestrojime v uvazovaném
n-Ghelniku tdhloptitku A4, Ay.,. Ve vzniklém konvexnim (2k -+ 2)-Ghelniku
sestrojime soustavu k-tého stupné o & + 1 prvcich zpiisébem prve popsanym
a ve zbyvajicim konvexnim (n — 2k)-Ghelniku soustavu nultého stupné.
Vznikne tak v uvatovaném n-tthelniku soustava Sy takova, Ze card Sy =
— 14 (k+1) +((n—2k) —3) =c?).

b) Je-li ¢ = n — k, pak soustavu Sj” sestrojime tak, Ze v soustavé Sy
sestrojené sub a) misto Ghlopiitky 4, A4,.,, zavedeme dvé Ghloptitky 4,4,
a Ay Aoy

c) Je-li konetné ce<n —k+1;, n+k—3), pak n — 2= 2(k — 1) +
1224 n—2)—(k—1)—1=<c—83<(n—2) + (k— 1) — 3. Podle
indukéniho predpokladu méme v konvexnim (n — 2)-tGhelniku 4,4, ... 4, _,
zarudenou existenci soustavy S¢'7%, pro nf# card 8y'7® = ¢ — 3. P¥ipojime
tedy jesté dhlopticky 4,4, ,, 4,4, , a A4, ,A,, 8im% je Z4dand konstrukce
provedena. '

Véta 2. Existuje-li soustava Sy (kde k = 1), pak

n—k—1ZcardSP <n-+%k—3.
Dikaz. Soustavu S;” spolu se stranami daného n-thelnika lze povaZovat

za rovinny graf o n + k uzlech a h hranich (kde h = n 4 2k + card S§").
PoloZime-li ¢ = card R;", plati podle Eulerovy véty 2)

. o=h—(n+k) +1="k+1+ card 8. |
Podle lemmatu 1 je tedy card Sf = n — k& — 1. Abychom uréili jesté horni
odhad, uvaime, Ze 2k = n + Z 6, =n + 30; odtud card S < n + k 3.
r=38

2) Snadno v¥ak nahlédneme, %e vztah card Siy® = n — k — 1 necharakterisuje jen
soustavy, v nichZ vSechny pruseéiky le#i na téZe thlop¥iéce (srovnej déle v&tu 3).

3) Viz D. Koénig: Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936, str.
196.
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Véta 3. Necht existuje soustava 83 (k = 1); pak plati card 8§ = n 4k — 3
pravé tehdy, neleZi-li Zddné dva prisefiky soustavy na tée whlopriee.

Diakaz. Necht 74dné dva priseliky soustavy Sy neleZ{ na téZe whlo-
piidce. Odstratime k& thloptidek z S tak, Ze z kazdych dvou tihloptidek pro-
chazejicich jistym jejim prisedikem ponechdme pouze jednu. Vznikne tak
S5, tedy card 8¢ = k + card S = n + k — 3.

Necht obrdcené card 8§V = n 4+ k — 3. Pak viechny prvky z R{" jsou

trojthelniky, nebot z opaku plyne 2k = n + > ro, > n -+ 3¢ &ili card S{” <
r=3

< mn + k — 3 (spor). Necht nyni na jisté ahlopiiéce lezi aspori dva razné pri-
setiky X, Y. Lze predpokladat, Ze uvniti tsetky XY nelezi uz Zadny prisetik.
Tato tsetka je stranou ve dvou trojthelnicich XYZ, XYZ' obsaZenych v R
(body Z, Z' jsou riizné). Protoze X lezi pravé na dvou tdhlopfidkach, pfimky
X7 a XZ' jsou totozné (spoletné oznateni p;) a podobné i pfimky YZ a Y2’
(spoledné oznateni py). Protoze X le#i na py a Y na p,, jsou py, py dvé rizné
piimky. Bod Z lezi soudasné na obou primkach p;, p, a totéz plati o bodu Z’.
Tedy Z, Z’ jsou totozné (spor).

PezmoMme

3AMETKA O BEIITVKJIOM MHOTOVTOJILHUKE

UPKI CEIJIAYEK (Jifi Sedlsdek), Tpara.
(Ilocrynuno B pegaxnuio 30/VII 1956 r.)

B sroif 3aMeTKe aBTOp 3aHEMAeTCsA pemeHreM BOIPOCOB,” KOTOPHE 0CTAJIACh
OTKPHTHMYE B ero pabore ,,0 cmcTeMaXx quaroHajieil B BRIIYKIOM N-yrOJbHEKe
Casopis pro péstovini matematiky, 81 (1956), 157—161.

Ilycrs HmKarue TpM AMATOHANE BRIIYKIIOIO N-yroNbHAKA (% > 3) He EMEOT
ofmeit TouKE NepecedeHHMA. MHOKeCTBO AWAroHaleH, OUPeNeISIOMEX B TOY-
HOCTH k& TOYeK IepecedeHHA AWAroHAJeH, mpmieM IpuHOaBIeHAEM KaKOH-TIEGO
JaJbHeWmed NWATOHAAM 9YMCIO TOYeK NepecedeHHs YBeIUYHTCH, 0003HATIAM
vepes S§. Ilycrs cmmBoa card Sy o3Havaer 4meso sIeMeBTOB MHOKecTBa Sy,
B crathe mpoBoamTea oneEKa wmena card Sy B ciayvae, Korua k ,,cpaBHEATENEHO
MaJI0‘‘ IO OTHOWMEHHIO K 7; NOKA3aHEl CIEAYIONAe TeOPEeMEL

1. Ecau n = 2k + 2 = 4 u ¢ — yesoe, 4uCA0, PACNOLONCEHHOE 8 UHMEDEALE
n—k—1;n 4+ k— 8, mo cywecmsyem Sg? max, wmo card Sy = c.

2. Ecau cywecmeyem S§ (ede k = 1), mo

n—k—1<cardS® <n+k—3.
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Pasencmeso card 8¢ = n -+ k — 3 cnpasedauso moeda u moavko moeda, kazda
HUKaKue 0ée mouku nepecevenus us Sy e Aexmcam Ha Mol uce OUAZOHAAW.

Zusammenfassung

EINE BEMERKUNG UBER DAS KONVEXE PO‘LYGON

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Eingelangt am 30. VIL. 1956.)

Diese Bemerkung befasst sich mit offenen Fragen der Arbeit des Verfassers
,,O soustavdch thloptidek v konvexnim z-Ghelniku*“ (Uber Systeme der
Diagonalen im konvexen n-Eck), Casopis pro péstovini matematiky, &1
{(1956), 157—161. ‘

Wir betrachten nur so ein konvexes n-Eck, dessen keine drei Diagonalen
-einen gemeinsamen Schnittpunkt haben. Wir bezeichnen mit S;" so eine Menge
der Diagonalen im n-Eck, die folgende zwei Eigenschaften hat: 1. S;" enthilt
gerade k Schnittpunkte der Diagonalen; 2. durch Hinzufiigen jeder weiteren
Diagonalen des n-Ecks zu S{” entstehen mindestens k + 1 Schnittpunkte.
Es sei card Sy’ die Elementanzahl der Menge S{”. In unserem Beitrag wird
die Abschitzung von card Sy” unter der Voraussetzung durchgefiihrt, ddss &
eine ,,verhéltnisméssig kleine‘‘ Zahl in Bezug auf » ist. Es werden diese Sétze
bewiesen:

1. Wenn n = 2k 4 2 = 4 und c eine weitere ganze Zahl aus dem Interval
{n —k — 1; n + k — 3> ist, dann existiert Sy so, dass card S;" = c ist.

2. Wenn Sp” (fir k = 1) existiert, dann ist
n—k—1<cardS<n+k—3.

Die Qleichung card 8¢ = n + k — 3 gilt dann und nur dann, wenn keine
zwet Schnittpunkte von Sg” auf der gleichen Diagonalen liegen.
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