Casopis pro péstovani matematiky

Alena Cervena

Poznamka k otézce feSitelnosti jisté soustavy nerovnosti kladnymi ¢isly

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 82 (1957), No. 3, 335--341

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117270

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1957

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117270
http://project.dml.cz

Casopis pro péstovini matematiky, roé. 82 (1957), Praha

POZNAMKA K OTAZCE RESITELNOSTI
JISTE SOUSTAVY NEROVNOSTI KLADNYMI CISLY

ALENA CERVENA, Praha.

(Doslo dne 27. Cervna 1956.) DT:512.18

V élanku jsou metodou uplné indukce dokézény nutné a postaduji-
ci podminky existence kladného feSeni jistého specidlniho systému line-
drnich nerovnosti.

S. N. Cer~igOV v préci vy$lé na jate roku 1956 [1] udal nutné a dostadujict
podminky pro existenci takového FeSeni obecného systému linearnich nerov-
nosti, jehoz nékteré anebo vSechny komponenty jsou kladné (neziporné),
resp. zaporné (nekladné). Podminky uvedené v jeho praci jsou znaéné slozité
(jak Ize ofekévati pti obecné formulaci problému).

Ukolem tohoto &ldnku jest zodpovédét specidlni otdzku, jakym podmin-
kam museji vyhovovat kladné konstanty Cy, 4, k = 1, 2, ..., n, aby soustava
nerovnosti

%9010 + %3015 + ... + .05 < .04y,

0,051 + %3005 + «oo + 0,05, < 3Cy
..................... (1)
0‘1On1 4 2Cpp + ... + O‘n—10nn—1 < 0Oy

méla feSent o, xy, ..., ¢y, kKde x; > O0pros = 1,2, ..., n.
Nize uvedens v&ta neplyne bezprostiedns z odpovidajici véty Cernikovovy
a také metoda obou praci jest rizna.

Véta. Nutnd o dostadujici podminka k tomu, aby soustava nerovnosti (1), kde
vdechny konstanty Cy, jsou kladné, méla fefent oy, x,, ..., xn, kde a; > 0 pros =
= 1,2, ..., n, jest tato:

a) Soudin C1,Cy; - .. C,n md nejvétdt hodnotu ze viech soubing typu Cy;Cly, ---

. Cpi, kde iy, 1, ..., 1y je néjakd permutace Cisel 1, 2, ..., n.

b) Determinant soustavy, kterow dostaneme ze soustavy (1) pFevedenim vdech
Elend na pravé strany merovnosti, jest vét$t neZ nula, t. j.
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(O vzéjemném vztahu podminek a) a b) bude Yeé na konci ¢ldnku.)
Dukaz provedeme tplnou indukei.
Pro n = 2 mame Yesit soustavu
a3Ce < 0,011, 0y < 030, . (3)

Pi‘edpoklédejme Ze soustavé nerovnosti (3) vyhovuji kladna é&isla oy, «,. Pak ‘

Cu Cy c C
Z2 - 7U gle také 2 Odtud plyne =2 < =* neboli
a 012 ale také 1>O22 ud plyne 7% < 7= neboli
05,05 < 01,055, (1,05 — 05,015 > 0, (4)

&¢im% jest dokézana nutnost podminek a) i b).
Spliiuji-li naopak kladné konstanty C;, ¢,k = 1, 2 nerovnost (4), pak

,,_QE < QHZa muzeme zvolit éislo k > 0 tak, aby platilo == On lokb< 2 Cu Polo-
Chs Chs 0 012
Zime-li vSak k = g—l s kladnymi hodnotami «,, «,, dostdvame FeSeni soustavy

2

(3), které ma pozadované vlastnosti.
Tim jest dokézana i dostaditelnost vyslovené podminky v piipadé n = 2.
Predpoklidejme tedy, Ze jest nafe véta spravna pro n — 1 a dokaZme ji

pro n. (Indukéniho pfedpokladu bude pouZito aZ pfi dikazu podm anky b),

podminka a) se dokdzZe nepiimym dikazem bez pouZiti indukce.)
Podminka a) jest nutné z tohoto davodu:

Predpoklidejme, Ze podmmka splnéna neni, t. zn., Ze existuje takova permu-

tace iy, Ty, ..., 1y Cisel 1, 2, ..., m, Ze

0'111021 oo Oy, =2 010y, ... Cpyy
a Ze soustavé nerovnosti (1) vyhovu]e soustava kladnych &isel o, &y, ..., &p.
Tim spise by musely byt splnény nerovnosti
C’l,-‘ocil = C,
Gzi,o‘z', = Cpet,s

(3)

Jednotlivé nerovnosti v soustavé (5) jsou pro %; + k dusledkem odpovida-
jicich nerovnosti ze soustavy (1), pro 4, = k pak se redukuji na trividlni rov-
nost. Zaroven jest jasné, Ze v soustavé (5) musi alesponi ve 2 ptipadech, neni-li
%y, %9, - .-, i, hlavni permutace, platit ostrd nerovnost.
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Ponévadz v soustavé nerovnosti (5) se pracuje vesmés s kladnymi veli¢inami,
dostali bychom po vynésobeni

Olilou’ cee Cmn(xiloci' cee 061'” < 011022 e C,moclocz cee Xy y

co¥ jeét spor, nebot o; oy ... = o0y ... &y .

DokaZme nyni za predpokladu, Ze jest splnéna podminka a), nutnost
podminky b).

Necht jest splnéna soustava nerovnosti (1) (kladnymi hodnotami «,, «,, ...
.. Oy). Pak z prvni a posledni nerovnosti této soustavy vyplyva

010, 0,0, + ...+ T G <o, < %0y — o505 — %013 —...— %p3 Oty
Oﬂﬂ N " 0171

(6)
neboli
al(onloln - C’110'rm) + 0‘2(07»20111 + OIZCnn) + e + ‘xn~1(07m-101n +
+ C1n—101m) <0 ’
dili
0‘2(01:20171. + Clzoﬂn) + .
+ e o 1(01'm 1Vin 4 01n-10~wn) < 0‘1(0110nn - Gnloln) .

Analoglcky, vylouéime-li vidy «, z 2. a n-té atd. aZ (n — 1)-té a zaroven
n-t6 nerovnosti soustavy (1), dochézime tak k soustavé » — 1 nerovnosti
typu
0501 + 0‘3013 + ...+ “n—101n_1 < 0‘10;1 s
.......................... “(7)
0‘10;_11 + ...+ o‘n—zo;)-ln—z < ‘xn—101,s_x n-15

kde €}, = C;Cpp + CiuCoi Pro i = k a Cy = 03,0y — CinChs .

Viechny konstanty Cj, jsou v disledku podminky a) kladné a soustava
(7) m4 podle udinéného predpokladu Fefeni x,, x, .., Xn_y, kde x; > 0. Podle
indukénifho p¥edpokladu vyhovup tedy konstanty Ci, kde &, k=1,2,.

-sn — 1, podmince b), t

] (Ollcnn - Clnonl) - (01 201m + 011: ne) .. (Oln—lonn + Olnon'n-—-l)

1 — (Gzlomn + OZnOnl) (02207”» - Cannz) . (Ozn-—lo'rm + Czn -nn-:‘l) > 0 . (8)

] (CotsCan + CocanCa) -+ (Cr1nCrin — Crn1nCriny)
Posledni determinant jest mozno zapsat ve tvaru
(Cllc’nn - Olnonl) """"" - (Cln-lonn + Olnorm—l) ‘ 0
1 - (0210"n + CZnOnl) ........ - (Czn_lann + OZnGnn—l) 0
Dzb—- F IR
' ) "= (Oﬁ—llonn + On—lnonl) IEEERY (0 —1'n—1 Om-—lnc 'n—1) Y
—Cun —Cpy' e — C',,,,_1 + Cy

337



Nyni budeme postupng od s-tych ¥4dkd (i =1, 2,...,n — 1) determinantu
ve vzorei (9) odéitat fadek n-ty, ndsobeny konstantou C;,. Po této Gpravs

Ouonn - Cnonn ------ - Oln-—lonn - Olnon'n.
1 - Ozlonn 02201“’1- """ - 02n-107m - OZnCrm
D = G| = CotaCn ovvvnnn — ChoynesCrn — CpyuCln |=
- Cnl A T - O'n.n—l + Ovm
i 011 - 012 ..... - Oln [
= (C, )n—zl Can Cop o onnn — Gy, >0
= Oy — Oy e .. C,,

Ponévadz (C,,)" 2> 0, diva ndm posledni vztah podminku b) v pfipadé sou-
stavy » nerovnosti uvazovaného typu.

Dostaéitelnost podminek v nasi vété se dokdze zpétnym pochodem
opét tplnou indukei:

Zapisme podminku b) v pfipadé » nerovnosti. P¥islusny determinant naso-
bime kladnou konstantou (C,,)"2a zpétnou tpravou se dostaneme az k determi-
nantu (8), ktery je rovnéz > 0. V tomto determinantu konstanty Cj;, = C;Chr, +
+ (1 — 265) C;,Cpi jsou kladné (pro ¢ =+ k je to ziejmé, pro z =k jest to
v disledku podminky a)). Podle indukéniho pfedpokladu mé tedy soustava.
(7) FeSeni kladnymi &isly «,, x,, ..., Gp_s-

Zpétnou tpravou nerovnosti v soustavé (7) dochdzime k nerovnostem
typu

“10711 + 0(20112 + . + o‘n—lann-l
Own
«Cs — 6,C0py — ... — 0‘:’—107'50—1 — 01305541 — - . — %, 1Cny ,  (10)
in
kdej=1,2,...,n — 1. (Viz (6) v pfipadd j = 1.)

Cix jsou konstanty, za «; si myslime dosazeno néjaké kladné feSeni soustavy
(7). Vzorec (10) ndm potom pFedstavuje soustavu n — 1 nerovnosti mezi éisly,
pfi demz na levych strandch téchto nerovnosti jest vidy totéZ kladné éislo,
které jest ziejmé meni¥i neZ minimum pravych stran, které oznadime m,.
V disledku toho miZeme najit kladné &islo «,, vyhovujici nerovnosti

<

1 n-1
'O—— ;zl“ioni < &y < My,
nn =
a toto &islo «, miZeme potom vloZit mezi levou a pravou stranu libovolné
nerovnosti ze soustavy (10). Soustava kladnych éisel «,, «,, ..., x, pak ziejmé

vyhovuje soustavé nerovnosti (1). Tim jest dokonden dikaz uvedené véty.
Zsvérem jest mozno pripojit nékolik pozndmek.
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Pozndmka 1. Piedpoklad, %e v determinantu (2) jsou kladné konstanty
pravé v hlavni dhlop#iéce, jest pro vétu podstatny, jak jest snadno vidét
na piikladech.

V piipadé » = 2 vyhovuje dané podmince soustava

Croy — Crptg >0, — Onaty + Copx, >0, Cy > 0.
Soustava
— Oy 4 O >0, Cyyoey — Crpzy > 0,

kde Cy > 0 pro ¢, k = 1, 2, m4 Fefeni kladnymi &isly «,, «, tehdy a jen tehdy,
—C, Oy
021 - 022

stava Oy + Craxy > 0, Oy — Coppry > 0, Oy > 0, mé Fefeni kladnymi
10, Ol
21. —022 o

‘Poznimka 2. Podminkém véty bude vyhovéno na p¥. vidy tehdy, bude-li
Cy
0, =
platit ostrd nerovnost. MiZeme totiZ nahlédnout piimo, Ze potom soustava
(1) bude mit ¥eSeni uvaZovaného typu. Véta viak ddvé podminku FeSitelnosti
v plné obecnosti.

Pro » = 3 m4 na p¥. podminka b) tvar

011023032 + 012021033 + 012023031 + 013021032 + 018022031 <
< 011022083

jestlize < 0, jak se snadno pfesvédéime. Konetné na pf. sou-

&isly «,, «, pti libovolné hodnoté

1
~— Pro j # 1, pii demZ p¥i pevném ¢ alesponi pro jedno j bude

neboli po déleni soudinem C,,C,,C5 > 0,

023 032 012 021 012 023 031 9__ gﬂ 013 G
O G T 00, 70, 0o On T 0n O Cu T T 033

C..

s 1 C o 1
V krajnim piipadé 5‘1 = 5 Pro i =% j se nerovnost zméni v rovnost 3. i +

<l

= 4 mé podminka b) tvar

Pro
C O 0 O + 011023032044 + 011023034042 + 0110240320 + 0110 403304a +
-+ 0 C O 044 + 012023031044 + 0120 23034041 + 012024081048 + 012024033041 +
+ G C 032044 =+ 013021034042 + 013022031044 + 013022034041 + 013024032041 +
+ 14021032043 + 0140210 042 + 014022031043 + 014022033041 + 014023
. 031042 < 011022033044 + 012021034043 + 013024031042 + 014023032 41 -
- oo
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Po déleni vyrazem 0110920330 44 & dosazeni kra]m hodnoty g— = é—pro X

1

(. 1 1 e L
dostivame 6 9 + 8 27 + 3

=1+3. ﬁ

Pozndmka 3: Po rozepsini podminky b) pro ptipad n = 3 v poznimece 2
vidime, Ze v tomto piipad® podminka a) jest disledkem podminky b), aviak
nikoliv naopak. V piipadé » = 2 vyplyva dokonce podminka a) z podminky
b) a naopak podminka b) z podminky a). Pro n = 4 jsou v8ak jiZz podminky
a) a b) navzdjem nezévislé. Polozime-li na pf. v(11) C, =C, = O3y = Cy =
= 10 a ostatni konstanty = 1, pak jest zfejmé podminka b) splnéna, ale neni
splnéna podminka a).
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Peswome

3AMETKA K BOIIPOCY PEMAEMOCTUA ONPEIEJEHHON
CHCTEMBI HEPABEHCTB ITPU IIOMOIIN ITOJOMUTEJBbHBIX
YUCEJI

AJIEHA YEPBEHA (Alena Cervensa), Ilpara.
4 (ITocTymnmo B pegaxumio 27/VI 1956 r.)

I'naBHO¥ 3amadell CTAaThE ABISETCH JOKA3aTENBCTBO CIELYIOIIeH TeopeMBI:
Heobxodumsrm u docmamounbism ycaosues 043 moz2o, umobsl cucmema Hepa-
6eHCME L
0,051 — %301 — 03013 — ... — 0,01 >0,

— 0,01 + %5050 — 43C5 — ... — 2,05 >0,
- 0‘10711 - 0‘207!2 - 0‘30753 T e + ‘xnonn > 0 3
20e ece xoncmarmar Cy, NOAOHCUMEALHL, MOSAG UMEMY PEUCHUE Xy, Kgy - « ay Oips
20e x; > 00asi=1,2, ..., n, asasemcs caedyouee:
-a) IIpouseederue Cyy Cyy ... Cn, umeem naubosvuiee 3HA¥EHUE U3 6CCX
npouseederu muna Ci;, Cz,’ Lo Cm', s eae il, la) +--y in ABAACMCA KAEOU-MO
nepecmanogkoii wucea 1, 2, n.

¢, 0) Onpedesumens paccuampueae,uou cucmemst GosvuLe HYAS.
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B mpmMeuaEmAX K IpHBeleHHON TeopeMe YKas3HBaeTCA HA TO, YTO IIpeHe-
OpexeHMe IPENOCHIIKOM, 9TO Bee KOHCT. Oy, ABIAIOTCA MOJIOKATEIBHEIMHA, IPH-
BOJHAT K TOMY, 9TO TeopeMa IepecraeT GHTH HpaBmiIbHOW. [lamee ycraHaBmm-
BaeTcA B3aEMHAS 3aBHCUMOCTh ycioBmit a) m 6). Hua » = 2 Brirexaer m3
yCI0BHA a) yenoBme 0) @ Hao00pOT; AN 7 = 3 BEITEKaeT U3 YCIOBHA 6) ycaoBme
a), Ho 0) He ABIAETCA CJIENCTBUEM a); AiA n = 4 00a yCJOBEA ABIIAIOTCA B3a-
MMHO HE3aBHCHMEIMH.

Zusammenfassung

R EINE BEMERKUNG UBER DIE LOSUNGSFRAGE
EINES SPEZIELLEN SYSTEMS VON UNGLEICHUNGEN
DURCH POSITIVE ZAHLEN

ALENA CERVENA, Praha.
(Eingelangt am 27. Juni 1956.)

Eigentliches Ziel der vorgelegten Arbeit ist der Beweis des folgenden Satzes: '
Notwendige und hinreichende Bedingung dazw, dass etn System von Ungleichungen

0,017 — %3015 — 050y — oo — 6,01 >0,
—0y001 + 050 — 05055 — ... — 6,00 >0,
—0,0ny — 050y — 4Cpg — ... + 0,Cpp >0,
wo alle Konstanten C;. positiv sind, eine Losung x,, x,, ..., &, besitzt, wo oo; > 0

fari=1,2,..., n, st die folgende:

a) Das Produkt C,,C,, ... C,, besitzt den grossten Wert zwischen allen Pro-
dukten von dem Typ C1;C,;, ... Criy, w0 4y, 4y ,. ., iy, eine Permutation der Zahlen
1,2,...,n 2st. )

b) Das Determinant des genannten Systems von Ungleichungen ist grésser
als Null.

In Bemerkungen zum zitierten Satz zeigt man, dass man durch die Ver-
nachlissigung der Voraussetzung dariiber, dass alle Konstanten C positiv
sind, zu einem nicht mehr richtigen Satz gelangt. Weiter wird die gegenseitige
Abhiangigheit der Bedingungen a) und b) untersucht. Fiir n = 2 ist die Bedin-
gung a) Folge von b) und umgekehrt; fiir » = 3 ist a) Folge von b), aber nicht
mehr b) Folge von a), fiir n > 4 sind die beiden Bedingungen gegenseitig un-
abhingig.
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