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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 82 (1957), Praha 

PŘÍSPĚVEK K THEORII NORMÁLNÍ KftlTKY 
ČTYRROZMĚRNÉHO PROSTORU 

KAREL SVOBODA, Brno. 

(Došlo dne 20. června 1956.) DT: 513.616 

V této práci je uvažována jednoduchá příbuznost, v níž si odpo­
vídají přímky kubické nadplochy s dvojnou racionální normální 
křivkou čtvrtého stupně ve čtyrrozměrném prostora. Tato pří- ' .' 
buznost je určena tečnými prostory nadplochy. 

1. Bud G racionální normální křivka čtvrtého stupně v projektivním čtyr­
rozměrném prostoru a J kubická nadplocha s dvojnou křivkou G. Připomeňme 
nejprve některé vlastnosti křivky C a nadplochy J, které uvádí na př. H. GL 
TELLING V knize The Rational quartic Gurve in Space of three and four Dimen-
sions (Cambridge University Press, London, 1936). 

Nadplocha J obsahuje dvě soustavy přímek, a to soustavu bisekant křivky 
C, jimiž je vytvořena, a soustavu řídicích přímek kvadratických involueí na 
křivce O. Přímky první soustavy nazveme binárními a přímky druhé soustavy 
unárními přímkami nadplochy J. Obecným bodem této nadplochy, který neleží, 
n a křivce C, jdou celkem tři přímky nadplochy, a to jedna binární a dvě unární 
přímky; jedna z obou unárních přímek splyne s příslušnou binární přímkou 
právě tehdy, když uvažovaný bod je na tečně křivky C. 

Zvolme na nadploše J libovolnou unární přímku u, která není tečnou křivky 
C. Binární přímky, které protínají tuto unární přímku, určují na křivce C kva­
dratickou involuci a tvoří kubickou plochu [u], jejíž řídicí přímkou je unární 
přímka u. Plocha [u] obsahuje dvě tečny křivky C v samodružných bodech 
M, N uvedené involuce. Je-li přímka u tečnou křivky C v bodě P, je plocha 
[u] kubickým kuželem, který má vrchol v bodě P a prochází křivkou G. 
Prostory, které se dotýkají nadplochy J podél binárních přímek plochy [u], vy­
tvoří kvadratickou kuželovou nadplochu druhého druhu, jejíž vrcholovou 
hranou je přímka u. Kubické plochy [%] a [u2], určené dvěma různými unár­
ními přímkami ux a u2, mají společnou právě jednu binární přímku, jejíž 
průsečíky s křivkou C tvoří společný pár obou invohieí, určených na křivce 
C unárními přímkami ux a u%. 

Unární přímky, které protínají danou binární přímku b, určenou body 
M, N křivky C, tvoří kubickou zborcenou plochu (b), v níž je nadplocha J pro-
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ťata prostorem, který se jí dotýká podél přímky b. Plocha (b) má v přímce 
b dvojnou přímku a v tečnách křivky C v bodech M, N torsální přímky. 
Jednoduchou přímkou plochy (b) je unární přímka u, ležící v rovině společné 
oskulačním prostorům křivky C v bodech M, N. Je-li přímka b tečnou křivky 
C v bodě P, splyne jednoduchá přímka u plochy (b) s přímkou 6. Dvě zbor­
cené kubické plochy (bx) a (b2), určené na nadploše J jejími binárními přím­
kami bx a b2, mají společnou unární přímku, ležící v rovině, v níž se protínají 
prostory dotýkající se nadplochy J podél binárních přímek bx a b2. 

Přiřaďme každé binární přímce b nadplochy J tu unární přímku u, která je 
jednoduchou přímkou zborcené plochy (b), v níž je nadplocha J proťata 
prostorem dotýkajícím se jí podél binární přímky b. Je-li binární přímce b při­
řazena tímto způsobem unární přímka u, je zřejmé, že obráceně unární přímce 
u přísluší jednoznačně binární přímka b, neboť unární přímkou prochází právě 
jeden tečný prostor nadplochy J, který se jí dotýká podél binární přímky b, 
jíž jsme přiřadili unární přímku u. Odtud je patrno, že tečné prostory nadplochy J 
urlují jednojednoznacnou příbuznost mezi binárními a unárními přímkami. Unární 
(binární) přímku, která je v této příbuznosti přiřazena dané binární (unární) 
přímce, nazveme unární (binární) přímkou sdruženou k dané binární (unární) 
přímce vzhledem ke křivce C. Nebude-li obav z nedorozumění, budeme mluviti 
jednodušeji o dvojici sdružených přímek na nadploše J vzhledem ke křivce C. 

Z předcházejících poznámek je patrno, že binární přímka splývá se sdruženou 
unární přímkou právě tehdy, když je tečnou křivky C. Plocha tečen křivky C 
je tedy množinou přímek nadplochy J , které splývají se svými sdruženými 
přímkami. Není-li binární přímka tečnou křivky C, určuje dvě různé její 
tečny, které protínají sdruženou unární přímku. Odtud plyne, že výše uvedená 
příbuznost je dokonale určena dvojicemi tečen křivky C. 

2. Odvodíme některé jednoduché vlastnosti sdružených binárních a unár­
ních přímek na nadploše / . Použijeme k tomu jistého zobrazení nadplochy J na 
rovinu, přestože by nebylo obtížné postupovati přímými úvahami ve čtyr­
rozměrném prostoru. Za tím účelem objasníme nejprve podstatu tohoto zobra­
zení, jímž se zabýval R. K. WAKEBXING V pojednání The Chordal Hyper-
surfaces of a raiional Curve (Duke Mathematical Journal, Vol. 14, 1947). 

Zvolme pevnou oskulační rovinu TI křivky C. Oskulační prostory křivky 
C protínají roviny TC V přímkách, jejichž obálkou je regulární kuželosečka JL 
Tímto způsobem je určeno jednojednoznaěné zobrazení bodů křivky O na teěny 
kuželosečky K. Binární přímka b nadplochy J protíná křivku C v bodech 
M> N, jimž jsou v tomto zobrazení přiřazeny tečny m, n kuželosečky K. 
Přiřadíme-Ii nyní binární přímce b průsečík tečen m, n, dostaneme jedno­
jednoznaěné zobrazení binárních přímek nadplochy J na body roviny n, v němž 
tečnám křivky C přísluší body kuželosečky K. Tato kuželosečka je tedy 
obrazem plochy tečen křivky C. 
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Každé ploše, která je na nadploše J vytvořena jejími binárními přímkami, 
odpovídá v uvažovaném zobrazení v rovině n množina bodů na křivce. Pro 
naše účely je třeba zjistiti obraz binárních přímek, které tvoří kubickou 
plochu [u]. Dvojice oskulačních prostorů křivky C, určených v průsečících 
křivky C s binárními přímkami plochy [u], jsou páry kvadratické involuce 
a protínají tedy rovinu n v dvojicích tečen kuželosečky K, tvořících na ní 
kvadratickou involuči. Obrazy jednotlivých binárních přímek plochy [u] jsou 
proto průsečíky odpovídajících si tečen uvedené involuce na kuželosečce K a 
vyplňují osu této involuce. V uvažovaném zobrazení odpovídá tedy ploše 
[u] přímka v rovině n a její průsečíky s kuželosečkou K jsou obrazy tečen 
křivky G ležících na ploše [u]. Právě uvedenou přímku v rovině n přiřadíme 
unární přímce u, čímž dostaneme jednojednoznačné zobrazení unárních pří­
mek nadplochy J na množinu přímek v rovině n. 

Z předcházejících poznámek je patrno, že binární přímka protíná unární 
přímku tehdy a jen tehdy, když bod zobrazující v rovině n binární přímku 
leží na přímce, která je obrazem unární přímky. Odtud plyne, že obrazem 
zborcené kubické plochy, vytvořené unárními přímkami protínajícími danou 
Binární přímku, je svazek přímek, jehož vrcholem je obraz dvojné binární 
přímky této plochy. 

V dalším budeme značiti stejným písmenem binární (unární) přímku nad­
plochy J i její obraz v rovině n. 

3. Mějme nyní na nadploše J dvojici přímek sdružených vzhledem ke 
křivce G, a to binární přímku 6 a unární přímku u. Je-li binární přímka tečnou 
křivky G, splývá v této tečně také sdružená unární přímka. Obrazem této 
dvojice přímek na rovině n je pak bod b na kuželosečce K a její tečna u v bodě b. 
V opačném případě binární přímka b nesplývá se sdruženou unární přímkou 
u a protíná křivku C ve dvou různých bodech M, N, jejichž tečny označíme 
m, n. Obrazem zborcené plochy (b) je svazek přímek s vrcholem v bodě b, do 
n^faež patři také obě tečny m, n, vedené bodem b ke kuželosečce K a zobrazu­
jící torsální přímky m, n plochy (6). Unární přímka u sdružená s binární 
přímkou b vzhledem ke křivce C je jednoduchou přímkou plochy (b) a určuje 
kubickou plochu [u], na níž leží také tečny m, n křivky C Obrazem této plochy 
n a rovině n je přímka u, která prochází body dotyku tečen m, n kuželosečky JT. 
Odtud je patrno, že binární přímka b a s ní sdružené unární přímka n se 
zobrazují do roviny n jako bod b a přímka u, odpovídající si v polaritě určené 
v rovině n kuželosečkou K. Obráceně lze snadno nahlédnouti, že bodu a jeho 
poláře vzhledem ke kuželosečce K odpovídají v uvažovaném zobrazení binární 
a unární přímka, které jsou k sobě přiřazeny ve výše uvedené příbuznosti 
přímek na nadploše J. 

Užitím tohoto výsledku lze nyní snadno odvoditi vlastnosti sdružených 
přímek na nadploše / ze známých polárních vlastností kuželosečky. Provedeme 
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to jen v několika příkladech, které mají jednoduchý geometrický význam pro 
soustavy kubických ploch na nadploše J. 

Je-li b, u dvojice pfímek sdružených vzhledem ke křivce C, leží binární přímka 
br na ploše [u] tehdy a jen tehdy, když sdružená unární pfimka u' leží na ploše (b)m 

Tato vlastnost se získá z věty o záměnnosti pólu a poláry vzhledem ke ku­
želosečce. Uvedenou vlastnost lze vysloviti tak, aby lépe vynikl její geometrický 
význam pro řídicí přímky zborcených kubických ploch na nadploše J". 

Dvojná pfimka zborcené plochy (b') protíná jednoduchou pfímku zborcené 
plochy (b) tehdy a jen tehdy, když dvojná pfimka plochy (b) protíná jednoduchou 
přímku plochy (b'). 

Z předcházejícího výsledku plyne okamžitě tato vlastnost: 
Jsou-li bl9 ux a b2, u2 dvě dvojice pfímek sdružených vzhledem ke kfivce C, je 

binární přímka b, určená unárními přímkami u{, u2, sdružena s unární přímkou, 
určenou binárními přímkami bv b%. 

Pro řídicí přímky uvažovaných ploch na nadplo|e J tedy dostáváme tento 
výsledek, vyjadřující v jiném tvaru právě uvedenou vlastnost. 

Jsou-li (bx) a (b2) dvě zborcené kubické plochy na nadploše J, je binární pfimka 
b, určená jednoduchými přímkami těchto ploch, dvojnou přímkou a unární 
přímka u, určená jejich dvojnými přímkami, jednoduchou přímkou téže zborcené 
kubické plochy na nadploše J. 

Uveďme ještě následující vlastnost sdružených přímek na nadploše J, jejíž 
správnost je bezprostředně patrná z předcházejících výsledků. 

Nechť b, u je dvojice přímek sdružených vzhledem ke křivce C. Probíhá-lv 
binární přímka b' tvořící přímky plochy [u], probíhá sdružená unární přímka 
ur tvořící přímky plochy (b). Probíhá-U unární přímka u' tvořící přímky plochy 
(b), probíhá sdružená binární přímka b' tvořící přímky plochy [u]. 

Pro zborcené kubické plochy na nadploše / odtud dostáváme tento výsledek: 
Dvojné přímky zborcených kubických ploch, jejichž jednoduché přímky vypMují 

plochu (b), tvoří kubickou plochu [u] s řidiči přímkou v jednoduché přímce u plochy 
(6). Jednoduché přímky zborcených kubických ploch, jejichž dvojné přímky vy­
plňují plochu [u] s řídicí přímkou v jednoduché přímce u plochy (b), tvoří zbor­
cenou kubickou plochu (b). 

Podobným způsobem by bylo možné odvoditi ještě další vlastnosti sdruže­
ných přímek na nadploše J. 

4. Ve shodě s pojmy zaváděnými v polární theorii kuželoseček nazveme dvě 
binární (unární) přímky nadplochy J sdruženými vzhledem ke křivce C, když 
každá z nich protíná unární (binární) přímku sdruženou s druhou. Odtud je 
patrno, že binární přímky sdružené s danou binární přímkou b tvoří kubickou 
plochu [u], jejíž řídicí přímkou je unární přímka u sdružená s binární přímkou b. 
Podobně, unární přímky sdružené s danou unární přímkou u tvoří zboree-
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nou kubickou plochu (b), jejíž dvojnou přímkou je binární přímka b sdružená 
s unární přímkou u. 

Uvedeme nyní —• na základě známých vlastností dvou polárně sdružených 
bodů nebo přímek vzhledem ke kuželosečce — nutné a postačující podmínky 
pro to, aby dvě binární nebo unární přímky byly sdruženy vzhledem ke křivce 
C. Za tím účelem přiřadíme každé binární nebo unární přímce dva (různé nebo 
splývající) body křivky C a dvě (různé nebo splývající) její tečny, a to tak, že 
binární přímce budou přiřazeny její průsečíky s křivkou C a tečny v těchto 
bodech a unární přímce tečny křivky C na ploše, jejíž řídicí přímkou je tato 
unární přímka, a jejich body dotyku s křivkou C. Je zřejmé, že dané binární 
a unární přímce jsou tímto způsobem přiřazeny tytéž body a přímky právě 
tehdy, když dané přímky jsou sdruženy vzhledem ke křivce C. 

Užitím této úmluvy a známých polárních vlastností kuželosečky dostaneme 
pro sdružené binární nebo unární přímky tento výsledek. 

Dvě binární (unární) přímky nadplochy J jsou sdruženy vzhledem ke křivce 
C tehdy a jen tehdy, když dvojice bodů nebo přímek jim přiřazených tvoří na 
křivce C harmonickou ctveřinu. 

Vzhledem k jednojednoznačnému zobrazení binárních a unárních přímek 
nadplochy J na body a přímky roviny n a vzhledem k tomu, že kuželosečka 
indukuje na přímce involuci sdružených pólů a v bodě involuci sdružených 
polár, můžeme na nadploše.*/ mluviti také o involuci sdružených binárních nebo 
unárních přímek. Připomenuté polární vlastnosti kuželosečky nás vedou tedy 
k poznatku, že sdružené binární přímky na ploše [u] tvoří involuci binárních 
přímek, jejíž samodružné přímky jsou tečny křivky C, přiřazené unární 
přímce u. Podobně, sdružené unární přímky na ploše (6) tvoří involuci unár­
ních přímek, jejíž samodružné přímky jsou tečny křivky C, přiřazené binární 
přímce 6. 

Všimneme si nejprve případu sdružených binárních přímek na ploše [u[* 
Přiřadíme-li. každé binární přímce plochy [u] její průsečík s unární ppímkou u, 
dostaneme jedno jednoznačnou příbuznost mezi binárními přímkami uvažo­
vané plochy a řadou bodů na přímce u. Odtud ihned plyne, že involuce binár­
ních přímek na ploše [u] určuje na unární přímce bodovou involuci se samo­
družnými body v průsečících unární přímky^ s přiřazenými tečnami křivky O. 
Vzhledem k tomu můžeme předcházející nutnou a postačující podmínku 
pro sdružené binární přímky vysloviti v tomto tvaru. 

Dvě binární přímky nadplochy J jsou sdruženy vzhledem ke křivce C tehdy 
a jen tehdy, když jejich průsečíky s unární přímkou u} která je jimi určena, od­
dělují harmonicky průsečíky přímky u s přiřazenými tečnami křivky C. 

Obrátíme se ještě k případu sdružených unárních přímek na ploše (5). V tom­
t o případě neexistuje jednojednoznačné přiřazení unárních přímek plochy (b) a 
jejich průsečíků s přímkou b. Lze však takové přiřazení získati mezi body 
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unární přímky и sdružené s binární přímkou b a unárními přímkami plochy 
(6). "Úvahou podobnou předcházejícímu postupu pak dostaneme výsledek, 
který lze ostatně jednoduše odvoditi z užívaného zobrazení na rovinu n. 

Dvě unárni pfimhy nadplochy J jsou sdruženy vzhledem he křivce O tehdy a jen 
tehdy, když jejich prusecíhy s unární pfimhou u, hterá je vzhledem he hfivce 
С sdružena s binární pfimhou určenou danými unárními přímkami, odděluji 
harmonicky prusecíhy pfimhy и s přiřazenými tečnami křivky G. 

Involuce na uvedené unární přímce je však vyťata dvojicemi tvořících 
přímek plochy (b), které jdou týmž bodem přímky b. Předcházející výsledek 
lze tedy vyjádřiti v tomto jednoduchém tvaru. 

Dvě unární pfimhy nadplochy J jsou sdruženy vzhledem he hfivce С tehdy 
a jen tehdy, když se protínají. 

Резюме 

К ТЕОРИИ НОРМАЛЬНОЙ КРИВОЙ ЧЕТЫРЕХМЕРНОГО 
ПРОСТРАНСТВА 

КАРЕЛ СВОБОДА (Karel Svoboda), Брно. 

(Поступило в редакцию 20/VI 1956 г.) 

Касательные пространства кубической гиперповерхности J четырех­
мерного проективного пространства, имеющей двойную рациональную 
нормальную кривую С четвертого порядка, пересекают гиперповерхность 
J в косых линейчатых кубических поверхностях, директрисы которых 
соответствуют друг другу, находясь во взаимно-однозначном соответствии. 
При помощи отображения прямых гиперповерхности J на плоскость по­
казано, что образом этого соответствия является полярное соответствие 
по отношению к'регулярной кривой второго порядка, отображающей 
поверхность касательных к кривой О, и выведено несколько свойств ука­
занного соответствия. 

Réstimé 

CONTRIBUTION A LA THÉORIE D'UNE COURBE KORMALE 
DJUN ESPACE A QUATRE DIMENSIONS 

KAREL SVOBODA, Brno. 

(Reeu le 20 juin 1956.) 

Les espaces tangents de rhypersurfaee cubíqme J ďim espace projectif 
á quafore dimensions, qni a une courbe ratiormelle normále G du quatriemé 
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degré pour courbe double, coupent l'hypersurface J en surfaces réglées gauches 
du troisième degré, dont les directrices rectilignes se correspondent dans une 
correspondance biunivoque. .Faisant usage d'une représentation des droites 
de l'hypersurface J sur un plan, on démontre que cette correspondance a pour 
son image la correspondance polaire par rapport à la conique régulière, qui 
représente la surface des tangentes de la courbe Q* et on déduit quelques 
propriétés de la correspondance en question. 
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