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Casopis pro péstovini matematiky, rof. 82 (1957), Praha

PRISPEVEK K THEORII NORMALNI KRIVKY
CTYRROZMERNEHO PROSTORU

KAREL SVOBODA, Brno.

(Doslo dne 20. Gervna 1956.) . DT:513.616

V této préci je uvaZovéna jednoduché ptibuznost, v niz si odpo-
vidaji pfimky kubické nadplochy s dvojnou raciondlni normélni
kiivkou étvrtého stupné ve étyrrozmérném prostoru. Tato pii-
buznost je urgena teénymi prostory nadplochy.

1. Bud C raciondlni normalni k¥ivka étvrtého stupné v projektivnim &tyr-
rozmérném prostoru a J kubickd nadplocha s dvojnou kiivkou C. P¥ipometime
nejprve nékteré vlastnosti ktivky C' a nadplochy .J, které uvadi na pi. H. G.
TeLLING v knize The Rational quartic Curve in Space of three and four Dimen-
stons (Cambridge University Press, London, 1936).

Nadplocha J obsahuje dvé soustavy pﬁmek a to soustavu bisekant kiivky
O, jimiz je vytvofena, a soustavu Fidicich p¥imek kvadratickych involuci na
kiivee C. Piimky prvni soustavy nazveme bindrnime a p¥imky druhé soustavy
undrnimi primkamsi nadplochy J. Obecnym bodem této nadplochy, ktery nelezi
na kiivee 0, jdou celkem t¥i pfimky nadplochy, a to jedna bindrni a dvé unérni
primky; jedna z obou undrnich pfimek splyne s p¥islu§nou bindrni p¥imkou
pravé tehdy, kdyz uvazovany bod je na teéné kiivky C.

Zvolme na nadplose J libovolnou unérni p¥imku u, kters neni teénou k¥ivky
C. Bindrni pfimky, které protinaji tuto unarni p¥imku, uréuji na k¥ivee C kva-
dratickou involuci a tvo¥i kubickou plochu [«], jejiz ¥idici pFimkou je unérni
primka . Plocha [u] obsahuje dv& teény k¥ivky C v samodruznych bodech
M, N uvedené involuce. Je-li ptimka  teénou k¥ivky C' v bodé P, je plocha
[«#] kubickym kuZelem, ktery ma vrchol v bod& P a prochdzi kiivkou C.
Prostory, které se dotykaji nadplochy J podél bindrnich pf¥imek plochy [#], vy-
tvofi kvadratickou kuZelovou nadplochu druhého druhu, jejiz vrcholovou
hranou je pfimka u. Kubické plochy [u,] a [%,], uréené dvéma riznymi unar-
nimi pfimkami %, a u, maji spoleénou pravé jednu bindrni p¥imku, jejiz
pruseolky s kiivkou C tvofi spoleény par obou involuei, uréenych na kiivce
€ unéarnimi p¥imkami u; a u,.

Unérni pfimky, které protinaji danou bindrni pfimku b, uréenou body
M, N ki¥ivky C, tvoti kubickou zborcenou plochu (b), v niZ je nadplocha J pro-
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tata prostorem, ktery se ji dotykd podél piimky b. Plocha (b) mé v p¥imce
b dvojnou pfimku a v teénach kiivky C' v bodech M, N torsilni piimky.
Jednoduchou ptimkou plochy (b) je undrni pfimka u, lezici v roving spoledné
oskulaénim prostoram k¥ivky C' v bodech M, N. Je-li pfimka b teénou k¥ivky
C v bod& P, splyne jednoduché p¥imka u plochy (b) s pfimkou b. Dvé zbor-
cené kubické plochy (b,) a (b,), uréené na nadploSe J jejimi bindrnimi p¥im-
kami &, a b,, maji spoleénou undrni p¥imku, leZici v roving, v ni% se protinaji
prostory dotykajici se nadplochy'J podél bindrnich p¥imek b, a b,.

Pritadme kazdé bindrni pfimce & nadplochy J tu unédrni p¥imku u, kters je
jednoduchou ptimkou zborcené plochy (b), v niZz je nadplocha J protata
prostorem dotykajicim se ji podél bindrni p¥imky &. Je-li bindrni pfimece b p¥i-
fazena timto zpisobem undrni pfimka u, je zfejmé, Ze obricend undrni pfimce
u pFislusi jednoznaéné bindrni piimka b, nebof unarni pfimkou prochdzi pravé
jeden tedny prostor nadplochy J, ktery se ji dotyks podél binarni p¥imky b,
jiz jsme p¥ifadili undrni pfimku «. Odtud je patrno, zZe teéné prostory nadplochy J
wuréuji jednojednoznaénou pribuznost mezi bindrnimi a undrnimi pFimkams. Undrni
(bindrni) p¥imku, kterd je v této pribuznosti pfifazena dané bindrni (unédrni)
primee, nazveme undrnt (bindrnt) primkow sdrufenow k dané bindrni (undrnt)
pFimee vzhledem ke kfivce C. Nebude-li obav z nedorozuméni, budeme mluviti
jednoduseji o dvojici sdruZenych piimek na nadplose J vzhledem ke k¥ivee C.

Z predchéazejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni pFimka splyjvd se sdruZenou
undrni primkow prdvé tehdy, kdyt je teénou k¥ivky C. Plocha teden kiivky C
je tedy mnoZinou p¥imek nadplochy J, které splyvaji se svymi sdruZenymi
ptimkami. Neni-li binarni p¥imka tednou k¥ivky C, uréuje dvé razné jeji
teény, které protinaji sdruZzenou undrni p¥imku. Odtud plyne, Ze vySe uvedens
piibuznost je dokonale uréena dvojicemi teten kiivky C.

2. Odvodime nékteré jednoduché vlastnosti sdruzenych binirnich a undr-
nich p¥imek na nadplose J. Pouzijeme k tomu jistého zobrazeni nadplochy J na
rovinu, prestoZe by nebylo obtiZzné postupovati pfimymi dvahami ve &tyr-
rozmérném prostoru. Za tim idelem objasnime nejprve podstatu tohoto zobra-
zeni, jimZ se zabyval R. K. WaRERLING v pojedndni The Chordal Hyper-
surfaces of a rational Curve (Duke Mathematical Journal, Vol. 14, 1947).

Zvolme pevnou oskulaéni rovinu z k¥ivky C. Oskulaéni prostory kfivky
* C protinaji rovinu = v pfimkéch, jejichz obalkou je reguldrni kuZelosedka K.
Timto zpisobem je uréeno jednojednoznadéné zobrazeni bodu k¥ivky C na teény
kuZelosedky K. Bindrni p¥imka b nadplochy J protind kiivku C v bodech
M, N, jimZz jsou v tomto zobrazeni pfifazeny teény m, n kuZeloseCky K.
Pii¥adime-li nyni bindrni pfimee b priseéik teden m, m, dostaneme jedno-
jednoznaéné zobrazent bindrnich pfimek nadplochy J na body roviny =, v némz
te6ndm k¥ivky C piislufi body kuZelosetky K. Tato kuZelosetka je tedy
obrazem plochy teéen kiivky C.
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Kazdé plose, kterd je na nadplofe J vytvorena jejimi bindrnimi p¥imkaini,
odpovidd v uvazovaném zobrazeni v roviné z mnozina bodd na kfivce. Pro
na8e Ulely je t¥eba zjistiti obraz bindrnich pfimek, které tvo¥i kubickou
plochu [#]. Dvojice oskuladnich prostord k¥ivky C, uréenych v praseéicich
k¥ivky C s bindrnimi p¥imkami plochy [«], jsou pary kvadratické involuce
a protinaji tedy rovinu z v dvojicich teden kuZeloseSky K, tvoficich na ni
kvadratickou involuci. Obrazy jednotlivych bindrnich p¥imek plochy [%] jsou
proto prisediky odpovidajicich si teden uvedené involuce na kuzelosetce K a
vypliiuji osu této involuce. V uvaZovaném zobrazeni odpovidd tedy ploSe
[«] piimka v roving = a jeji prusediky s kuZelosetkou K jsou obrazy teden
k#ivky C lezicich na ploSe [#]. Pravé uvedenou piimku v roviné = pfifadime
unarni p¥imee u, éim# dostaneme jednojednoznadné zobrazeni unarnich p¥i-
mek nadplochy J na mnoZinu pf¥imek v roviné z. ’

Z predchizejicich pozndmek je patrno, Ze bindrni piimka protind undrni
pitimku tehdy a jen tehdy, kdyZz bod zobrazujici v roviné z binarni pfimku
leZi na pfimce, ktera je obrazem undrni p¥imky. Odtud plyne, Ze obrazem
zborcené kubické plochy, vytvorené unarnimi piimkami protinajicimi danou
binarni pfimku, je svazek pFimek, jehoZz vrcholem je obraz dvojné bindrni
pFimky této plochy. '

V dal§im budeme znaditi stejnym pismenem bindrni (undrni) p¥imku nad-
plochy J i jeji obraz v roviné z.

3. Méjme nyni na nadplofe J dvojici pfimek sdruZenych vzhledem ke
k¥ivee C, a to bindrni p¥imku b a undrni pfimku %. Je-li bindrni p¥imka teénou
k¥ivky C, splyvéd v této' teéné také sdruzend unirni pfimka. Obrazem této
dvojice pfimek naroviné z je pak bod b na kuzeloseéce K a jeji teéna « v bodg b.
V opaéném piipadé bindrni pfimka b nesplyvs se sdruzenou undrni pfimkou
% a protind k¥ivku C ve dvou raznych bodech M, N, jejichZ teény oznadime
m, n. Obrazem zborcené plochy (b) je svazek p¥imek s vrcholem v bodé b, do
ného# patii také ob& teény m, n, vedené bodem b ke kuZeloseéce K a zobrazu-
jiei torsilni pfimky m, n plochy (b). Undrni p¥imka u sdruZend s bindrni
p¥imkou b vzhledem ke ktivece C je jednoduchou p¥imkou plochy (b) a uréuje
kubickou plochu [#], na niZ lezi také teény m, n k¥ivky C. Obrazem této plochy
na roviné  je ptimka u, kters prochazi body dotyku teéen m, n kuzeloseéky K.
Odtud je patrno, Ze bindrn{ pFimka b a s ni sdrufend wundrni pFimka u se
zobrazujt do roviny m jako bod b a pFimka w, odpovidagict st v polarité wrdené
v roviné n kufelosekou K. Obricend lze snadno rahlédnouti, Ze bodu a jeho
poléafe vzhledem ke kuZelosedce K odpovidaji v uvaZovaném zobrazeni bindrni
a unarni pfimka, které jsou k sobé pFitazeny ve vySe uvedené piibuznosti
piimek na nadplofe J.

Uzitim tohoto vysledku lze nyni snadno odvoditi vlastnosti sdruZenych
p¥imek na nadplose J ze zndmych polarnich vlastnosti kuzelose¢ky. Provedeme
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to jen v nékolika ptikladech, které maji jednoduchy geometricky vyznam pro
soustavy kubickych ploch na nadplose J.

Je-li b, u dvojice pFimek sdrufengjch vzhledem ke kfivce C, le&i bindrni primka
b" na ploe [u] tehdy o jen tehdy, kdy% sdrufend undrnt primka v’ leZt na plose (b).
 Tato vlastnost se ziské z véty o zdm&nnosti pélu a polary vzhledem ke ku-
Zeloseéee. Uvedenou vlastnost 1ze vysloviti tak, aby 1épe vynikl jeji geometricky
vyznam pro Fidici pfimky zborcenych kubickych ploch na nadplose J.

Duwojnd pFimka zborcené plochy (b’) protind jednoduchow pFimku zborcené
plochy (b) tehdy a jen tehdy, kdyz dvojnd primka plochy (b) protind jednoduchou
pFimku plochy (b').

Z predchézejiciho vysledku plyne okamzité tato vlastnost:

Jsou-li by, uy a by, u, dvé dvojice primek sdruzengjch vzhledem ke kitvce C, je
bindrnit primka b, uréend undrnimi pFimkami wuy, u,, sdrufena s undrni primkou,
uréenou bindrnimi primkams by, b,.

Pro fidici pfimky uvazovanych ploch na nadplo§e J tedy dostdvame tento
vysledek, vyjadiujici v jiném tvaru pravé uvedenou vlastnost.

Jsou-li (b;) a (by) dvé zborcend kubické plochy na nadplode J, je bindrni piimka
b, uréend jednoduchymi primkams téchto ploch, dvojnou pFimkow a wundrni
pFimka u, uréend jejich dvojnymi pFimkamsi, jednoduchou pFimkow téZe zborcené
kubické plochy na nadploe J.

Uvedme jesté ndsledujici vlastnost sdruZenych piimek na nadplose J, jejiz

spravnost je bezprost¥edné patrna z pfedchézejicich vysledki.
- Neckt b, u je dvojice piimek sdrifenych vzhledem ke kfivce C. Probithd-li
. bindrni pFfimka b’ tvorict primky plochy [u], probihd sdrufend undrni pFimka
' tvorici pFimky plochy (b). Probihd-li undrni pFimka u' tvoFict pFimky plochy
(b), probihd sdruZend bindrni pfimka b’ tvoFici primky plochy [w].

Pro zborcené kubické plochy na nadploSe J odtud dostdvame tento vysledek:
- Dvojné pfimky zborcengjch kubickiyjch ploch, jejichi jednoduché primky vypliuji
plochu (b), tvort kubickow plochu [w] s Fidici pFimkou v jednoduché primce w plochy
(b). Jednoduché primky zborcengch kubickiych ploch, jejichi dvojné piimky vy-
pliugi plochu [u] s Fidici pfimkou v jednoduché piimce u plochy (b), tvoFi zbor-
cenou kubickou plochu (b).

Podobnym zpisobem by bylo mozné odvoditi jesté daldi vlastnosti sdruze-
nych pfimek na nadplose J.

4. Ve shodé s pojmy zavddénymi v polarni theorii kuZeloseek nazveme dvé
bindrni (undrni) pfimky nadplochy J sdrufenymi vzhledem ke k¥ivce C, kdyZ
kaZdd z mich protind wndrni (bindrnt) pFimku sdrufenou s druhou. Odtud je
patrno, Ze bindrni ptimky sdruzené s danou bindrni p¥imkou b tvoii kubickou
plochu [%], jejiz ¥idicf pfimkou je undrni ptimka u sdruZend s bindrni ptimkou b.
Podobné, undrni pfimky sdruZené s danou undrni p¥imkou u tvo¥i zborce-
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nou kubickou plochu (b), jejiz dvojnou p¥imkou j ]e bindrni pfimka & sdruzens
s unarni piimkou .

Uvedemé nyni — na zdklad®é zndmych vlastnosti dvou poldrné sdruZenych
bodd nebo ptimek vzhledem ke kuZeloseéce — nutné a postadujici podminky
pro to, aby dv& binirni nebo undrni p¥Hmky byly sdruzeny vzhledem ke kiivce
C. Za tim udelem pritadime kazdé bindrni nebo unarni p¥imee dva (rizné nebo
splyvajici) body k¥ivky C a dv¥ (rtizné nebo splyvajici) jeji tedny, a to tak, Ze
bindrni pfimee budou piifazeny jeji praseéiky s kiivkou C a teény v t&chto
bodech a unirnf ptimce teény k¥ivky C na ploSe, jejiz Fdici pfimkou je tato
unérni pfimka, a jejich body dotyku s kiivkou C. Je zfejmé, Ze dané binarni
‘a unarni p¥{mee jsou timto zptisobem pFitazeny tytéz body a p¥imky pravd
tehdy, kdyZ dané piimky jsou sdruZeny vzhledem ke kiivee C. '

Uzitim této imluvy a znamych polarnich vlastnosti kuZelosetky dosta,neme
pro sdruzené bindrni nebo unarni piimky tento vysledek.

Dvé bindrni (undrni) pFimky nadplochy J jsou sdruzeny vzhledem ke kfivce
C tehdy a jen tehdy, kdyZ dvojice bodi mebo pFimek jim prifazenych tvoFi na
k#ivce C harmonickow &tvefinu.

Vzhledem k jednojednoznaénému zobrazeni bindrnich a undrnich piimek
nadplochy J na body a pfimky roviny & a vzhledem k tomu, Ze kuZelosetka
indukuje na p¥mee involuci sdruZenych pélé a v bodé involuei sdruzenych
polir, miZeme na nadploSe J mluviti také o involuci sdruZenych bindrnich nebo
undarnich pfimek. Piipomenuté polarni vlastnosti kuzelose¢ky nas vedou tedy
k poznatku, %e sdruzené bindrni pfimky na plose [«] tvo¥i involuci bindrnich
pfimek, jejiz samodruzné piimky jsou teény kiivky C, pfifazené undrni
pFimee u. Podobng, sdruzené undrni pfimky na ploge (b) tvo¥i involueci unar-
nich piimek, jejiz samodruzné pfimky jsou teény k¥ivky C, piifazené bindrni
primee b. .

Véimneme si nejprve pi'ipadu sdruzenych binarnich p¥imek na plofe [u].
Piifadime-li. kazdé bindrni pfimce plochy [u] jeji prisedik s undrni pHmkou u,
dostaneme jednojednoznacnou piibuznost mezi bindrnimi piimkami uvazo-
vané plochy a fadou bodi na pfimee ». Odtud ihned plyne, Ze involuce binar-
nich p¥imek na plose [«] uréuje na undrni pfimee bodovou involuci se samo-
druwinymi body v priseéicich unarni p¥imky s p¥ifazenymi teénami kiivky C.
Vzhledem k tomu miZeme predchézejici nutnou a postadujici podminku
pro sdruZené binarni pfimky vysloviti v tomto tvaru.

Dvé bindrni pFimky nadplochy J jsou sdrufemy vzhledem ke kiivce C tehdy
a jen tehdy, kdyf jejich prisebiky s undrni pFimkou u, kterd je jimi uréena, od-
délugt harmonicky praseciky primky w s prirazengms teénams kfivky C.

Obratime se jesté k p¥ipadu sdruZzenych undrnich pfimek na plose (b). V tom-
“to piipadé neex1stu]e jednojednoznaéné p¥ifazeni unarnich piimek plochy (b) a
jejich priseéikt s p¥imkou b. Lze v8ak takové ptitazeni ziskati mezi body
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undrni piimky « sdruZené s bindrni pfimkou b a undrnimi pfimkami plochy
(6). Uvahou podobnou predchizejicimu postupu pak dostaneme vysledek,
ktery lze ostatné jednoduse odvoditi z uZivaného zobrazeni na rovinu .

Dvé undrni primky nadplochy J jsou sdrufeny vzhledem ke kfivce C tehdy a jen
tehdy, kdyZ jejich praseCiky s undrni pFimkou w, kterd je vzhledem ke kfivce
C sdrufena s bindrnt pFimkow uréenou damymi wndrnims primkami, oddélujt
harmonicky priseltky pFimky w s pfifazenymi teéname kfivky C.

Involuce na uvedené undrni p¥imce je viak vytata dvojicemi tvoficich
piimek plochy (b), které jdou tymZ bodem p¥imky &. P¥edchézejici vysledek
1ze tedy vyjadfiti v tomto jednoduchém tvaru.

Dvé undrni primky nadplochy J jsow sdrufeny vzhledem ke kfivce C tehdy
a jen tehdy, kdyZ se protinaji.

Pesome

K TEOPUU HOPMAJBHOI KPUBON YETHIPEXMEPHOTI'O
IMPOCTPAHCTBA

HAPEJI CBOBOIA (Karel Svoboda), Bpxo.
(ITocTymuaro B pegaruumio 20/VI 1956 r.)

Hacarempnsle mpocTpaHCTBA KyOHMYecKOH rumepmoBepxHOCTH J dWeThIpex-
MEpHOI'0 IIPOEKTHBHOTO NPOCTPAHCTBA, HMeIOMeH MBOHHYI0O DPamHOHAIBHYIO
HOpManbHy0 KpuBy0 C 4eTBepTOro NOPAAKA, IePeCeKaloT THNePIOBePXHOCTh
J B ROGHX nnneﬁqa'fmx KYOMYeCKHX TOBEPXHOCTAX, NAPEKTPHCH KOTOPHIX
COOTBETCTBYIOT APYT IpPYry, HAXOAACH BO B3AHMHO-OJHO3HATHOM COOTBETCTBHH.
Tpr momom: 0TOGpaKeHWas MPAMHIX THIePIOBEPXHOCTH J HA MIOCKOCTH MO-
Ka3aHo, 4T0 06pasoM JTOro COOTBETCTBHA ABIAETCA IOJAPHOE COOTBETCTBHE
O OTHOMEHHIO R'perynﬁpnoﬁ annoﬁ BTOPOr0 LOpAMKA, 0TOOpaxaromen
IIOBEPXHOCTH KACATEIBHEX K KpnBon C,n BEIBE/ICHO HECKOIBKO CBOMCTB yKa-
3aHHOT'O COOTBETCTBUA.

" Résumé

CONTRIBUTION A LA THEORIE D’'UNE COURBE NORMALE
D’UN ESPACE A QUATRE DIMENSIONS

KAREL SVOBODA, Brno.
(Regu le 20 juin 1956.)

Les espaces tangents de I’hypersurface cubique J d’un espace projectif
a4 quatre dimensions, qui a une courbe rationnelle normale ¢ du quatriéme
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degré pour courbe double, coupent ’hypersurface J en surfaces réglées gauches
du troisiéme degré, dont les directrices rectilignes se correspondent dans une
correspondance biunivoque. Faisant usage d’une représentation des droites
de V'hypersurface JJ sur un plan, on démontre que cette correspondance a pour
son image la correspondance polaire par rapport & la conique reguliére, qui
représente la surface des tangentes de la courbe €, et on déduit quelques
propriétés de la correspondance en question.
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