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Casopis pro péstovini matematiky, roé. 82 (1957), Praha

KRIVKY V PROSTORECH MINKOWSKEHO

VACLAV VILHELM, Praha.
(Doslo dne 30. kvstna 1956.) -

Price se zabyvé theorii kiivek v prostorech Minkowského.
Zskladni roli tu hraje skalarni souéin (a, d) vektort a, b v prostoru
Minkowského. Tento soudin neni obecnd komutativni a je distribu-
tivni jen zprava, t. j. plati jen (a, «b + Bc) = «(a, d) + B(a,c).
Price je zamé&fena k tomu, aby dosaZené vysledky mély jednodu-
chou a nézornou geometrickou interpretaci.

1. n-rozmérny prostor Minkowského

Ukolem tohoto odstavce je zavedeni pojmi, jichz budeme v dal¥im uZivat:

Definice 1.1. Bud E, n-rozmérny aritmeticky eukleidovsky prostor, o jeho ob-
vykld metrika, o = (0, 0, ..., 0) poldtek. Bud K ryze konvexni*) omezend uza-
vend mnofina v B, obsahujici poédiek o jakoZto sviij vniting bod. Bud H hranice
K. Necht x € E,, x + 0. Oznabme &(x) prasebik polopiimky ox (vychdzejici z o a
gdouct bodem x) s H. Polofme _

Py =222 poy =0
@ = 20, 6@y 7O

V E, definujme novou metriku o predpisem x,y e E, = o(x, y) = Fly — ).
Pak prostor B, s (obecné nesymetrickou) metrikou o nazveme aritmetickym n-roz-
mérnym prostorem Minkowského E,(c). Prostor M s metrikow o spliiujict axiomy
1°0(x,y) > 0 prox + y, 2° o(x, ) = 0, 3° o(x, 2) < o(x, y) + o(y, 2) nazveme
pak n-rozmérnym prostorem Minkowského, existuje-li zobrazent f prostoru M na
néjaky n-rozmérny aritmeticky prostor Minkowského B, (o) tak, Ze
x’y€M=>E(x: y) = olf(), f(¥)] - (1)

Dwojici (B,(0); f) budeme nazgvat representact p'rostom M(o).

V nésledujicich t¥ech vétich ukiZeme opravnénost definice 1.1. .

Lemma 1.1. a) Funkce F z definice 1.1 md tyto vlastnosti:

1. Flx) > 0 pro zx e E,, z + 0;

*) T.zn.: je-lia, be K, a + b, pak ka?dy vnitini bod tsebky ab je vnitinim bodem K.
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2. Flk.x)=Fk.F(x) prok> 0, x e B,;

3. Fx 4+ y) < F(z) + F(y), pfi femZ znameni rovnosti plati, prdvé kdys
body z, y leZi na téfe polopFimce v E,, vychdzejict z poédtku o.

b) Funkce o z definice 1.1 md tyto vlastnosts:

l.o(x,y) >0 pro x,ye B, x + y; oz, x) = 0;

2. o(x,2) < oz, y) + oy, 2) pro x,y,zeB,, pfi dem# rovnost plati, prévé
kdyZ bod y le#i na usebce s krajnimi body z, z. (V pfipadé x = z to znamend,
Zey = z.)

Dikaz. Nejprve dokdZeme ¢4st a). Vlastnosti 1., 2. plynou ihned z definice
funkee F. Nechf z, y € E,,. Lezi-li , y na téZe polop¥imce vychéizejici z o, pak
je na piiklad y =k .z, k> 0 a podle 2. jest F(x + y) = F((k + 1) .2) =

= (k+1).F(x) =F(x) + k. F(x) = F(x) + F(y). Necht koneéné& z, y nelezi
na téze polopiimce z bodu o, takZe zejména o + = + y =+ 0. PoloZme z =
= [F@)]" .2, ¥ = [Fy)].y. Plati tedy F@) = F(z) = 1, 8ili 7,9 ¢« H (viz
definici 1.1). Protoze M je uzaviena a ryze konvexni, lezi bod

F(z) 74 F(y) -
T Fa) + Fy) F) + Fly) Y

(ktery je vnitinim bodem tseéky (zy)) uvnit¥ M a tudiz F(z) < 1. Tedy podle 2.
plati
\ 1
F(z) + F(y)

neboli F(z + y) < F(x) + F(y); tim je ¢ist a) dokazina.

Dikaz éasti b). Vlastnost 1. je zfejmda, takZe zbyva dokizat vlastnost 2.
Necht z,y,ze E,. Pak podle &isti a) je F(y — )+ F(z — y) = F(z — z),
pfi demz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz body y — =z, z — y leZi na téie
polopfimce vychazejici z pocatku o. V tomto pfipadé pak bud néktery z bodt
y — x, z — y je pocatek o a pak 2. zfejmé& plati, nebo existuje & > 0 tak, Ze

1 k
FrittErl
jest x + z a y lezi na tsedce s krajnimi body z, 2.

F[F@).% + F(y) .51 < 1,

z., Tudiz (protoZe % + x)

y—x =Kz —y), takie y =

Z lemmatu 1.1 ihned plyne : ‘

Lemma 1.2. Bud a, b € E,, a + b. Pak pFimka jdouct body a, b v E,, je mnofina
bodé x e B, takovych, %e o(a, x) + o(z, b) = a(a, b) nebo o(z, a) + o(a, b) =
= o(z, b) nebo a(a, b) + o(b, x) = o(a, ).

Véta 1.3. Bud M (o) Minkowského prostor, (E,(a’); f), (Em(s"); g) jeho dvé re-
presentace. Potom m = n a existuje reguldrni linedrni zobrazeni L E,(o') na
E,.(6") takové, Ze

z,y e E,(0") = o'(2,y) = o'[L(2), L(y)] . 2)

L
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Dukaz. Pro n =m =1 je vie zfejmé. Necht tedy = .m = 2. Zobrazeni
fg~* je prosté zobrazeni E,(c") na E,(o’) takové, Ze x,y € E,,(¢") = o"(z,y) =
= o'[fg (%), fg~2(y)]. Z lemmatu 1.2 odtud plyne, Ze fg—* zobrazuje p¥imky
z E,, zase na p¥imky z E,. TudiZ, jak zndmo (viz na pt. [4]), jen = m a fg~' je
linedrni; poloZime-li fg~* = L7, plati (2), c. b. d.

Z v&ty 1.3 rovndz plyne, Ze v Minkowského prostoru M, (¢) muzeme defino-
vat piimky a tselky jako vzory piimek a tsedek v libovolné representaci
(E,(d’); f) prostoru M,(c), dale vektory v M, (c) jako t¥idy orientovanych
tsedek, jejichZ obrazy v (E,(0"); f) tvoti t¥idu dselek definujicich vektor v E,
a ukézat, Ze vektory v M, (o) tvo¥i (funkei F normovany) n-rozmérny vektorovy
prostor ¥, nad télesem redlnych &isel.

Zavedeme nyni tuto terminologii. Bud M ,(¢) n-rozmérny prostor Minkow-
ského, (E,(c’); f) dand jeho representace. Pak ¥ekneme, 7e v M,(0) je dén
linedrni soufadny systém (x) (uréeny representaci (H,(o'); f)); je-li f(z) =
= (2%, 2% ..., 2") obraz bodu z e M,(¢), nazveme &isla 2!, 22, ..., 2" soufadni-
cemi bodu z v nafem soufadném systému (z).

Méme-li dva linedrni soutadné systémy urdené representacemi (£,(c’); f),
(E.(c");9) a mé-li bod zeM,(0) v nich soufadnice (21,22 ..., 2") resp.
(z, 22, ..., 27), pak plati

zt = alxd + b *) (3)
kde a}, b jsou redln4 ¢&isla nez4vislé na z, p¥i ems
detjaf] + 0 @)

To plyne z véty 1.3.

Funkei F resp. F definovanou na E,, ktera vedla k definici metriky v E,(c")
resp. E,(c”) nazveme normou aritmetického prostoru Minkowského F,(o’)
resp. B,(¢”). Podle (3) pak plati

F(?, ...,2") = F(ajx’, ..., alr'9) . (5)

Zobrazeni f prostoru M,(c) do sebe nazveme isometrickym, plati-li

z,y e M,(0) = a(z, y) = o[f(z), f(¥)] - (6)
Véta 1.4. Bud f isometrické zobrazeni v M,(c). Pak | je reguldrni linedrni
z0brazent prostoru M,(c) na sebe.

Dtkaz plyne ihned z véty 1.3. .

- Bud (x) linedrni soutadny systém v M,(o) uréeny representaci (E,(c'); g)

a F norma v E,(o'). Bud opét f isometrické zobrazeni M, (o) na sebe. Oznadi-

me—li (51 2%, ..., z") soufadnice bodu f(z) kde z ¢ Mn(a) mé soutadnice (x!,

. "), pak z véty 1.4 plyne-
z = aj/ + bi, det|lal| £ 0. (7)

"~ *) Pres indexy vyskytujici se dvakréit se séitd od jedné do n.
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Protoze f je isometrické zobrazeni, plati pro kazdy vektor a e V,, o soufadnicich
(at, a2, ..., a") :

F(a,...,a" = F(a;d, ..., aldd) . 8
Této identité bude vidy vyhovéno volbou
a;.' = 6; > . (9)

ktera ¥ika, Ze f je translace. Naopak existuji normy F takové, Ze (8) plati
pouze pro a; = 6;. Takovy prostor M,(c), v némz (8) implikuje (9), nazveme
obecnym prostorem Minkowského (viz [1]). Zfejmé je pak, Ze jedind iso-
metrické zobrazeni v obecném prostoru Minkowského jsou translace.
Piejdeme nyni k diferencidlnim vlastnostem prostort Minkowského.

Definice 1.2. Bud M, (c) n-rozmérny prostor Minkowského, (x) linedrni sou-
Fadny systém uréeny representaci (E,(c’); f). Pravime, Ze prostor M, (o) je tFidy
.7 (r-celé nezdporné éislo), jestlite morma F prostoru E,(o') je r-krdt spojité
a2F2

oxtox’

diferencovatelnd funkce v oblasti E, — {o} a det +0

Z (5) plyne, Ze definice 1.2 je oprdvnénd, t. j. Ze tu nezalezi na tom, kterou
representaci prostoru M, (o) vybereme.

V dalsim budeme vidy pFedpokladat, Ze prostor M,(o) mé t¥{du » = 3.
Bud (z) linedrni soufadny systém v M,(o) urdeny representaci (E,(¢’); f),
F pfislugnd norma. Z lemmatu 1.1 plyne, Ze F je kladn& homogenni dimense 1.
Podle Eulerovy véty tedy jest

Pz, ..., 2'")

2F2(x', ..., x'") o0 G z'x’®, ' e E, — {o}. (10)
PoloZzme
1 2F2 (', ..., 2'")
Pys 1 ! = —
gui(x, .., x'™) 3 P . (11)
Snadno zjistime, Ze g;;(2"%, ..., 2'®) jsou komponenty kvadratického tensoi'u,

jemuZz budeme Fikat metricky tensor.
Snadno se nahlédne, Ze kvadraticks forma g;;(x'*) iz’ je positivng definitni
pro kazdé z’' = (2, ..., 2'") ¢ E, — {0}. RovnéZz je patrné, Ze funkce g;;(x'%)

jsou kladné homogenni dimense 0. Odtud plyne, Ze
2 EC) 'k = 89:5(2') 2’i=0.

ox'® = o (12)

2. Skaldrni souéin a orthonormdini base ve vektorovém prostoru V,,

Bud (z) linedrni soufadny systém v M,(0), g.(z", ..., 2'") komponenty
 metrického tensoru v tomto soufadném systému. Budte a + 0, b vektory
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ve V, o soufadnicich (af), (b?) uréenych systémem (z). Snadno se presvédéime,
Ze Cislo "
gii(@, ..., a*) a®b? (13)

nezavisi na volbé soufadného systému (x) a miZeme proto definovat:
skaldrnim souéinem (a, b) vektorw a, b ¢ V, nazveme &slo (13), pokud a + 0.

Pro a = 0 klademe (0, b) = 0.

Zfejmé jsou tyto zakladnt viastnosti skaldrniho souéinu

1. (a, a) = 0, rovnost nastane prdvé pro a = 0; (a, a) je Gverec 'r;,ormy [lee]l
vektoruaeV,:|ja|| = V(a, a) = 0.

2. A.a,b)=41.(a,b)proa,beV,, L =0;

3. (a, b + fc) = «(a, b) + B(a,c) pro a,b,ceV,; «, B redind &isla.

Pravime, Ze vektor a €V, je kolmy k vektoru b e V,, kdyZ (a, b) = 0.

Véta 2.1. Necht ay, @, ..., Oy, k <= n, jsou nenulové vektory ve vektorovém pro-
storu V,, prislusném prostoru M,(c). Necht plati (a;, a;) = 0 pro 1 <7, 4,§ =
=1, 2, ..., k. Potom vektory a,, @, ..., a, jsou linedrné nezdvislé.

Dikaz. Necht > «xa; =0, «; redlni é&isla. Oznadme b; = > aay; tedy
=1 =3

b, = 0. Odtud 0 = (ay, b;) = x(a,, @,), tak¥e &, = 0 a proto b, = 0. Odtud
opét plyne 0 = (@, b,) = (@, @,), tak¥e x, = 0 a b; = 0. Tak pokradujeme
dal; dostaneme nakonec, Ze x; = ap = ... = 0, = 0, ¢. b. d.

Definice 2.1. Bud A, k-rozmérny podprostor ve V. Reknéme, Ze vektory a, ...
«ees g € Ay (v tomto pofadi) tvoFt orthomormdlnt basi prostoru A, plati-l

(ai, a,) 26: pTO '1: g?‘, i,jz ]., 2, ...,k- (14)'

Vé&ta 2.2. Bud A, k-rozmérny podprostor ve V,. Pak existuji v A, vektory
e, €q, ..., € tak, Ze tvoFi orthonormdlni basi prostoru 4.

Dukaz se nijak neli§i od dikazu p¥isluiné véty v eukleidovském vektoro-
vém prostoru (viz na p¥. [2]).

V daldim se ukdZe vyhodnym toto roziifeni pojmu skaldrniho souéinu.
Budte a,b, ¢ t¥i vektory ve V,, a £ 0. Skalar g,(at, ..., a") bic/, kde (a?),
(%), (¢?) jsou soutadnice vektori a, b, ¢, oznatime symbolem (b, ¢), a budeme
mu Fikat skaldrnt souéin vektord b, ¢ ve sméru a (nebot (b, ¢), = (b, €)rs PO
2> 0).

Z¥ejmé jsou tyto vlastnosti skaldrniho soudinu (b, ¢),:
(b: c)a = (C, b)a 5 (a’ b)a = (a, b) ) (‘xlbl + 0‘262: c)a = ‘xl(bls c)a + 0‘2(62: C)a

pro by, b, e V, a redlnd éisla «y, x,.

L]
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3. K¥ivky v prostoru M, (¢). Frenetovy formule

Bud M,(0) n-rozmérny prostor Minkowského tiidy r = 3, () linedrni sou-
Ffadny systém v M,(c). Bud J interval v E,. Zobrazeni f intervalu J do M,(c)
nazveme reguldrni r’-krdt diferencovatelnow parametrickow kfivkou v M,(c),
jestlize funkce zi(t), tedJ, 1 =1,2,...,n, kde (2(8), 2%(¢), -.., 2*(f)) jsou sou-
Tadnice bodu f(f) e M,(0) v soufadném systému (x), jsou r’-krat spojité di-
da? da?

T

Bud ¢, ¢, ¢J, t, <t,. Definujeme-li obvyklym zpisobem délku oblouku

L(t,, t,) kiivky f z bodu £, do bodu £, snadno spodteme, Ze

diferencovatelné a vektor ( - d;t ) je nenulovy pro kazdé ¢ e J.

tl ! ’ 1505 2 dxl(t)
L(to,tl).—:tf]/g,-j(xl,...,xﬂ)xix’dt, kde "= —g; - (15)

Definujeme-li nyni zndmym zptsobem orientovanou r’-krat diferencovatel-
nou reguldrni kfivku &k v M,(s) jako jistou tfidu parametrickych r’-krat
diferencovatelnych regularnich kfivek obsahujici f, snadno zjistime, ze v této
t¥idé existuje pravé jedna parametricka kiivka f(s) = (zi(s)) takova, Ze
zi(0) = zi(t,), s je délka oblouku orientované kiivky k£ z (z¢(0)) do (z%(s)).
Pro parametr s ziejmé plati

Yk ok it dd
p(%) = gii(%) % %‘ =1. (16)
Nazveme-li kazdou parametrickou k¥ivku lezici v t¥idé parametrickych kiivel,
kterd definuje orientovanou k¥ivku k, representact orientované kfivky k, pak
parametrickou kiivku f~na.zveme vyznatnou representact orientované k¥ivky k.

Bud % orientovana regulidrni »’ = n-krat diferencovatelnd k¥ivka v M,(o);
jeji vyznaéna representace necht je v linedrnim soufadném systému v M, (o)
dana funkcemi (z'(s), 2%(s), ..., z*(s)), 0 < s < s,. Vektor #(s) ¢ V,,, jehoz sou-
dzi(s) dzn(s)

ds 77 ds

fadnice jsou ve zvoleném soufadném systému ( ), nazveme

teénym vektorem kiivky k v bodé s. Misto da* pisme z'*. Z (16) plyne, Ze

ds
gii(x'L, .., 2" xtri =1 (17)
‘pro kazdé s € (0, 8,). To v8ak znamend, Ze _
tH=1; - (18)

tedy vektor ¢ ma délku (t. j. 2. odmocninu z normy) rovnou jedné pro kazdé
$€<0, 8. ‘

Utvotme nyni vektory t',t”,...,#»D, kde girkou znadime derivaci podle s.
V dalsim budeme vzdy predpokladat Ze dimense vektorovych prostoru
A (s) = {t(s), ¥'(8), ..., tE~1)(s)} je taz pro kaZdé s e <0, s,).
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Definice 3.1. Necht prostor {t, t, ..., t"D} md dimensi h. Pak h nazveme hod-
nosti kfivky k. Linedrni prostor Ry(s) v M,(c) uréeny bodem (2(s), ..., 2™(s)).a
wektory £(s), t'(s), ..., t¢~1(s), kde 1 = ¢ < h, nazveme i-tym oskulabnim prosto-
rem kiwky k v bodé s.

Jak zndmo plati pak tato véta:

V&ta 3.1. Necht kfivka k md hodnost h. Pak k le#l v h-rozmérném linedrnim
podprostoru v M, (o), ktery je zdrovert jejim h-tym oskulaénim prostorem v kazdém
Jejim body.

Z véty 3.1 plyne, Ze p¥i daldim vySetfovani krlvek se muZeme omezit na
ktivky hodnosti n v M, (o). ‘

Obratime se nyni k odvozeni Frenetovych vzorch pro kfivky. Nejprve viak
dokazeme jednoduchou pomocnou vétu.

Lemma 3.2. Budte a(s), b(s) diferencovatelné vektorové funkce ve V,. Necht
(a(s), b(s)) = konst., a(s) = 0. )
Potom jest (a(s), b'(s)) + (a'(s), b(s)), = O.

Dukaz je zfejmy, prejdeme-li k linedrnimu soufadnému systému ()
v M, (o). Necht vektory @, b v ném maji soufadnice (a?), (b?). Pak z rovnosti
g:5(@, ..., a") aib’ = konst. plyne derivaci

o9:5(a, ..., a”)

s a'*aib! 4 gy(at, ..., a") @'D + gy, ..., a") @b =0

prvni ¢len vlevo v této rovnosti je vSak podle (12) roven nule. Tim je lemma
dokazéno.

Bud k regulérni orientované k¥ivka v M,,(c) hodnosti n, aspoii (n + 1)-krat
spojité diferencovatelni. Bud (z) linedrni soutadny systém v M,(c); v ném
necht vyznaénd representace kiivky k je didna funkcemi (2%(s), ..., 2°(8)),
s €0, 8,), 8; > 0. Oznadme jako obvykle #(s) tedny vektor kiivky k v bodé s.
Podle predpokladu vektory t, ¢, ..., "1 tvo¥i basi prostoru V,. Pomoci
base ¢, 1/, ..., #*~ sestrojime nyni ve ¥V, pro kazdé s ¢ <0, s,> jistou orthonor-
malni basi e (s), ..., ,(8)- Uddme nyni konstrukei této base.

Predn& polozme A

e (s) = #(s), ' (19)
takze '

(e, €)= 1. (20)
Necht déle e, = e; + .6, kde oy, = — (e, €), takZe (e, e;) = 0. Aviak

z (t,t) =1 a lemmatu 3.2 plyne (¢, t') = 0, takZe «,; = 0. Skaldrni funkei
V(Eg, €;) > 0 oznadme x,(s) a nazveme ji proni kfivosti k¥ivky k.v bodg s.*)

*) Stejnym zpusobem definoval 1. kfivost kifivky ve Finslerov§ prostoru H. Ruxp
v préei [3].
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Vektor e,(s) = »;1(s) €y(s) nazveme proni normdlou kfivky k v bods s. Plati
pak zfejmg

(e:€2) =0, "(es,0) =1, eyeft, ¥}, (21)

€ = %8y . g (22)

D4l postupujme indukei. Pfedpokliadejme, Ze uz méme sestrojeny vektory
€,(8), €5(3), ..., e,(8), m < m (vektor e;s), 2 <1 < m, nazveme (i — 1)-vou
normdlow k¥ivky k v bod§ s) a skaldrni kladné funkce x,(s), %,(s), ..., %m—y(8)
(¢islo #,(s), 1 < j < m — 1, nazveme j-tou kfivosti k¥ivky k v bod$ s), pro né?
plati

A

(e €) =0; pro 1 =74, i,j=1,2,...,m (23)
14 -
€ = — Oyy€y — Kigly — +o0 — Oi; + Xy, 1 =1=Sm—1, (24)
kde «;; jsou rekurentné stanovena rovnicemi

ai = %1(€a; €5) €1 .

xi(es; €) + i = — am(ey, ei)e, e (2 #y(es, €3)e, >
®i1(es, €1) + oia(ess €2) + xis = — gy(€1; €5)e, — .- — Xag(es; €5)e, +
TI' "3(64: ei)e, b (25)

....................

txu(e,«, el) + oo + oci_i_l(ei, ei—l) + K5 = 0 ) (1 g 7 é m — l) R

Pak polozime

Zm+1 = e;n + Xm161 + e "'IL Xmmem > (26)
kde zase
my = %3(€a em)el ’
%m1(€as €1) + Cmg = — X01(€1; ), — Xao(€a, €m)e, + %a(€s; €m)e, 5

.................... (27)
Ole(em7 el) + P + Coppm = 0 ;

skalar #,,(s) = ]/(ém+ 1 €m+1) > 0 nazveme m-tou kiivosti kiivky k, vektor
bm+1(8) = %;1(8) emiy(8) m-tow normdlou kfivky k v bodé s. Potom pro ¢ <m 4 1
dostaneme z (26)

"

m

(o o) = w3 Fmn) = 560 ) 3 e )]
Podle (23) jest (e, em) = 5%,. Odtud derivovanim a uzitim (24) mame (¢, e,,) =
= — (e;, ) = kz:lcx,»k « (€ m)e, — #illisns €m)e, - Tedy (s €pyy) = 2,7 .
: [kél %alrs €m)e, — #ilCivas €me; T ,ﬁian(ei’ )] = %;Ll[ké KirlCrs m)e; — %
(€i115 em)e; + }ijlocm,-(e,-, e;)], nebot (e;, ;) = 0 pro 7 < j < m. Soudet v hranaté
iz

zévorce se vSak podle i-té rovnice v (27) rovné nule. Tedy vskutku (e; e,.;) =
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=0 pro i <m + 1. S druhé strany jest ziejmé (e,.1,€msy) = 1. Plati
tudiZz rovnice (23) pro ¢, =1,2,...,m + 1 a rovnice (24), (25) pro i =
=1,2,...,m.

Tim jsme rekurentné sestrojili ke kiivee k& v kazdém jejim bodé o parametru
s vektory e;(s), ..., e,(s), pro né% plati (23) pro 4,5 =1,2,...,n a (24) a (25)
proi=1,2,...,n — 1. Vektory e,(s), ..., e,(s) tvoFi basi prostoru V,; proto

— € = Opyy F -ee Tt Ol . (28)
Uréime nyni koeficienty «,;, ..., %4, Z (28) plyne
(€55 e;l) = Kny »

(Y e;) = — 0py(€a; €) — na s

.................... (29
0 = (€ns €n) = — ny(€ns €1) — -+ — Knn—1(En; €ny) — Gnn -
Avsak (e;, e,) = 0pro ¢ < n. Odtud derivovénim a uZitim lemmatu 3.2 dosté-
vame
(€ €n) = — (€, en)e; = Xi1(1s €n)e, + oo+ Xiil€ss €n)e, — %i(€isa; €n)e, - (30)
Z (29) a (30) plyne, viimneme-li si, Ze x;i(€:; €n),, = *ii(€s; €2) = 0,
Oy = %1(€25 €n)e, 5

4 On1(€as €1) + Opg = — xg1(es; en)e, + x,(es en)e, s

(€ €1) + oo+ Gy = 0.
Poznamenejme jests, Ze v rovnicich (25) je «;(e;, €;),, = 0 pro ¢ < j. DosaZeny
vysledek shrneme v této véts:

Véta 3.3. Bud k reguldrni, aspors (n + 1)-krdt diferencovatelnd orientovand
krivka hodnosti n v M,(0), s jeji oblouk, 0 = s = 8,. Bud i(s) = e,(s) jejt telna,
€:41(8) jejt 1-td normdla (1 < 1 < n— 1), %; (8) jejt j-td kfwwost (1 = j =n — 1)
v bodé o parametru s. Potom plati vzorce

6= — 0l — ... — &uli T %€y, 1Si=m, (31)
kde klademe x,., = 0; €,., = 0 a skaldry *:; jsou rekurentné stanoveny rovnicems
&gy = %y(€9 €i)e, »
xi1(eg €1) + xig = — xa(er, €., + %a(35 €:),, 5
%11y €1) + ooe gy = — *i-1,1(81; 1), | — -o0 — Kiyjica - (32)
. (ei_z, ei)e,_1 + ”i—l(ez‘: ei)e‘_, ’
xi(€ €) + oo F =0

Vzorce (31) a (32) mbZeme nazvat Frenetovymi vzorei pro kfivky v prostoru

M,(0) (okamzité se presviddime, ze v Piipads, kdy M,(c) je eukleidovsky
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prostor, dostdvame zndmé Frenetovy formule). Vektory e;(s), ex(s), ..., €,(s)
nazveme zdkladnim n-hranem k¥ivky k v bodé s.

UkéZeme nyni, Ze k¥ivosti kiivky spolu s jejim zdkladnim n-hranem v libo-
volné zvoleném jejim bod&,uréuji tuto kiivku jednoznaéné a zZe pro kazdou
volbu spojitych kladnych funkei x;(s) (1 =j<n— 1), se(0,s,) existuje
v M,(c) orientovani k¥ivka, pro'niz s je oblouk a x;(s) j-t4 kiivost. Nejprve
v8ak dokaZeme dvé pomocné véty.

Lemma 3.4. Budte »,(s), 0 < s < s, kladné spojité funkce, 1 < j<=n — 1.
Necht vektorové funkce e;(s) ve V,, 1 < 1 < n jsou FeSenim systému diferencidlinich
rovnic

€(8) = — x;y€y(8) — .. — xyie4(8) 4 %4(s) €,4(8), 1 =4 =,
#n(8) =0, €,4(5) =0, (33)
kde funkce az, jsou uréeny rekurentné rovmicemi (32). Necht e,(s) vyhovuji poéd-
teénim podminkdm e, (0) = e, kde '

(eh ) =0; pro 1 <j4,j=12..,n. (34)
Potom: pro vdechna s, pro né jsou e (s) definovdny, platt
(ei(s), es(s)) = 8¢ ‘pro i <74i4,7=1,2,...,n. (35)

Dikaz. Necht funkce ¢;(s) jsou FeSenim systému (33) s pocéateénimi podmin-
kami (34). Oznadme f;;(s) = (e4(s); ¢;(8)) pro¢ < 4,14,9 =1, 2, ..., n. Pak tedy
plati

fis(0) = 6. (36)
Spoétéme nyni derivaci funkee f;(s). ‘
a) Necht pfedné je 7 < k. Potom podle (33) plati
fa(8) = (s &) + (e}, r)e, =
= — oy(es &) — -oo — i ia(€is €i1) — s Fia(8) — Onisn fiira(8) —
(: — oo — O farl8) + #x firea(8) — xar(en, €1)e, — - —) '
— Oiio1(Crs €im1)e; — Faifr(8) + %il€rs €irn)s, -

Podle (32) viak jest

Kpy(€ss €1) + - 4 o = — (e, €x)e, — --- — O i1(€iys ex)e, + #i(Ciry, €x)e, -
(37)
Uzitim (37) dostaneme, Ze ; ;
f;k(s) = o[l — Fus(8)] — Xpiny fiia(8) — -o0 — i - fin(8) +
¢ + % fipsa(8) — Xy fi(s) - (Zde klademe f;,4(s) = 0.) (38)

b) Necht ¢ = k. Pak zcela obdobng jako v a) odvodime uZitim (32) a (33)
rovnost

. fisl8) = a1 — f1al)] + % fisnals) - - T (39)
(Pro ¢ = n odpadne posledni ¢len.) - \ [
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Rovnice (38) a (39) pfedstavuji systém linedrhich diferencidlnich rovmic
pro fi(s). Tyto rovnice maji YeSeni f;;(s) = &% to vyhovuje poddteénim pod-
minkdm (36). Tedy plati pro v8ecka uvaiovans s f;;(s) = 8} pro 1 < 4; tim je
véta dokédzédna.

- Lemma 3.5. Necht funkce »;(s), 1 < § < n — 1 jsou spojité a kladné v inter-
valu {0, 8>, 8; > 0. Pak systém diferencidlnich rovnic :
ei(s) = — xy ey(8) — ... — oy e:(8) + %i(s) es1q(s)
I=t=n, #()=0, €u,8)=0, es)eV,),
kde oy jsou urbeny rovmicemi (32), md p#i poldtednich podminkdch e,(0) = €7,
kde

(40)

(e5, €5) = 8 pro 1 <7;4,j=1,. (41)
prdvé jedno Fefent e,(s), es(8), -- -, e4(8); to 7e deﬁnovano v celém mtermlu <0, 8,

@ (ei(s), e(s)) = 8 prot = , s € (0, 81>, -

- Dtkaz. Zvolme v prostoru M,(o) linedrni soutadny system (%). Z definice
prostoru M, (o) plyne, Ze existuji kladné &sla 4, B takova, Ze pro soufadnice
(¢, ..., em) kaidého vektoru eeV,, pro néjz (e,e)=1, plati 0 < 24 <
< max(let], &3], ..., |er]) < %B Necht nyni vektor e,(s) m4 soutadnice (e}(s), ...
e €;(8)), které kratce oznadime (ef(s)). Systém (40) v soufadnicovém tvaru
predstavuje soustavu n? diferencidlnich rovnic pro ef(s): ’

: e (s) = [ (€] (s), 9) - o (42)
Protoze g,,(z') maji spojité derivace pro kazdé z’ ¢ V,, ' + 0, snadno nahléd-
neme, Ze funkce f(ef, s) n? + 1 proménnych €f, s jsou spojité a maji spojité
parcidlni derivace podle ef v kazdém bods (ef, s), kde s € <0, 8,5, (€], ..., €}) %

%+ (0, ..., 0). Oznatme Q oblast t&ch boda (e, s), pro nd% S

A<max(el,... ) <B, 0=<s<s,.
15isn . .
V @ jsou tedy funkece f7(ef, s) spojité a maji tam spojité parcidlni derivace
podle ef. ’ » '

Pro pocatecnl podminky (41) plati (€)%, 0) e 2 a proto existuje pravé jedno
YeSeni ef(s) systému (42), spliiujici tyto podateéni podminky. Podle lemmatu
3.4 plati pro kazdé 7, 1 < j < n, (e;(s), e;s)).= 1, takZe integralni Zara
(€} (s), ) miZe pro s > 0 protnout hranici oblasti 2 jen v bod8, pro néjz s = s,.
Z theorie diferencidlnich rovnic vSak vime, Ze integralni éaru (¢j(s), s) 1z pro-
dlouzit az k hranici oblasti 2. To znamen4, Ze integraéni &iru lze prodlouzit
aZz do bodu s,; tedy systém (42) mé p¥i pocéateénich podmmkach (41) YeSeni
e;(s) v intervalu <0, s;>. X

Véta 3.6. Bud M, (o) n-rozmérny prostor Minkowského. Budte ;(s), 1 < j <
< n — 1 spojité kladné funkce v €0, 8,>. Necht ¢ € M, (c) a necht vektory e, ...
.. %, 2 V,, tvoft orthonormdlni bast ve V,. Potom existuje v M (o) pravé jedna
reguldrni ortentovand kfika k(s) s témito vlastnostma: o

293



I° parametr s je jejim oblowkem, 0 < s < s,;

2° x:(8) je v-id kfivost krivky k v bodé o parametru s;

3° k(0) = O, %, je telny vektor, %; 1 (1 = j < m) j-td nor mdla kfivky k v bodé
0 parametrus = 0.

Dakaz. Zvolme v M,(c) linedrni soufadny systém (z); necht v ném ma bod
%2 soutadnice (°x%), vektor %; soufadnice (%]). Bud nyni e(s), ex(s), ..., €.(8)
YeSeni systému (40) s poditeénimi podminkami e;(0) = %, spliiujicimi (41).
Podle lemmatu 3.5 toto feeni existuje v celém intervalu <0, s,>, tvo¥i pro kazdé
s € {0, 8,» orthonormélni basi ve V,, a je jednoznaéné stanoveno. Polozme nyni

= fs e3(s) ds + Oxa . (43)

Snadno nahlédneme, Ze parametrickd kfivka uréend v souradném systému
(x) funkecemi (21(s), 2%(s), ..., it"(a)) je pravé hledana kfivka a je jedina.

Poznimka. Zatim co v eukleidovském prostoru tvoi kiivosti k¥ivky tplny
systém jejich invarianthi (t. j. uréuji k¥ivku jednoznain& a% na kfivky s ni
shodné), v prostoru Minkowského tomu tak obecné neni. MiZeme totiz tvrdit
jen toto:

Véta 3.7. Budte x,(s), 1 = 1, 2,...,n — 1, spojité kladné funkce v intervalu
{0, 8,>. Budte %, ..., %, resp. %,, ..., %, dvé shodné orthonormdlni base ve V.,
t. j. takové, Ze emstu;;e automorﬁsmus ve V, pfevddéjici jednu basi v druhou.
Necht %z, %z jsou body v M (o).

Potom orientované kfivky k resp. k, o k¥ivostech »4(8), oblouku s, vychazeyim 2%
resp. % a majict %,, ..., %, resp. %, ..., %, za svij zdkladni n-hran v bodé °x
resp. . jsou shodné, t. j. existuje isometrické zobrazeni v M, (o), které prevddi
KFivku k v kFivku k.

Dikaz je zfejmy z véty 3.6.

Tedy otédzku po shodnosti dvou kfivek jsme redukovali pomoci ]e]mh kii-
vosti na otdzku, kdy dv& orthonorméalni base v piislu§ném ¥, jsou shodné.
.V ptipadé, ze M (o) ‘je obecny prostor Minkowského, je odpovéd na tuto otdzku
prosté: Zddné dvé razné orthonormdlni base v piislusném vektorovém prostoru
V. nejsou shodné. Tedy plati tato

Véta 3.8. V obecném prostoru Minkowského M ,(a) tvoft uplng systém invarianti
orientované k¥ivky jeji kfivosti sy(8), #4(S), ..., #n—1(8) @ orthomormdlni base
%%, %y, ..., Ye, v pFislusném V, jako zdkladni n-hran kfivky v jejim poldthku
(¢. j. tyto ddaje uréuji kiivku jednoznainé af na k¥ivky s ni shodné).

4. Geometrick4 interpretace k¥ivosti kFivky v M, (o)

- Zvolme v n-rozmérném prostoru Minkowského M,(¢) bod p, ktery nazveme
podétkem. Bud k orientovani reguldrni kfivka v M(0), s bud jeji oblouk,
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s8¢0, 8;>. Oznadme k(s) bod na k o parametru s, a bud r(s) vektor ve V,,
urdeny tiseékou p k(s) s potateénim (koncovym) bodem p (£(s)). Takto je kiivka
k déna vektorovou funkei (privodidem) r(s). Budeme v dalsim predpoklidat,
%e k je alespoil (n + 1)-krat spojité diferencovatelnd, takie r(s) mé spojitou
derivaci ¥4du n + 1.

Lemma 4.1. Bud ¢,(s) teény vektor, e:+1(8) 1-td normdla, #;(8) (1 =1 < n— 1)
i-td kFivost kFivky k v bodé k(s). Bud § pFirozené éislo, 1 <§ <n — 1. Pak
existuji skaldrni funkce Biy(s), Bis(S), - - > Bis(s) tak, e

e = Ber + Bisea + -+ Bues + ryxa ... %8511 (44)
dle, |

() —
ke & = dsi

a B.(8) = 0.

Dikaz provedeme snadno indukei podle j uzitim vty 3.3.
Véta 4.2. V bodé k(0) kfivky k plati rozvoj

3 n
r6) = or= % [0+ 9 5y s Ty 000 +

n . i si+1 n )
+ > %, [0"1 °%i—1% + B GE + ..+ °ﬂn—1,i,%!‘ + 0(3")] , (45)

kde °r = 1(0), %; = %,(0), %Bsi = B;i(0), %; = e (0). .

Dikaz. Pro funkei r(s) plati Taylorav rozvoj
8 n
r(s) — Or =" .s 4 " cgp e 0 .-;% + o(s) .

Dosazenim %) = %~ a uzitim lemmatu 4.1 dostdvame odtud (45).
Pozndmka. Pro n = 3 rozvoj (45) vypadé explicitng takto:

83

,r(s)_Or=0é1[,§——§f.°x%_(oez, 082)°61+0(83)] +
S 8 0 1Lep (0 0 0 0 3
-+ %, 3 +§'!(%1+ 13 . (%€s; %), - (%5, %ey)) + 0(s?) | +
+ %, [‘;—i - 0%y *0"2+0(33)] .

Definujeme-li obvyklym zpusobem styk kiivek v M, (s), dostaneme odtud
snadno odpovéd na otdzku po souvislosti ¥4du styku obou kiivek s jejich
zékladnimi n-hrany a k¥ivostmi v pFislu¥ném bodé. VSe je zcela obdobné
eukleidovskému p¥ipadu.
Ukézeme nyni geometricky vyznam k¥ivosti orientované kiivky k v jejim
bod, ktery neni jejim koncovym bodem. Ziejm¥ pii tom mbzeme pred-
- poklidat, Ze tento bod je podateénim bodem kiivky k.
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Véta 4.3. Oznadme R,(0) i-ty oskulaéni prostor kfivky k v bodé k(0), Si(s)
linedrnt prostor v M, (o) uréeny bodem k(s), s > 0 a vektory %1y, -+, % (1 =
sSis=n—1).

Prostory R;(0) a 8;(s) maji zfejmé prdvé 9eden spolebnyj bod ci(s) € M, (o). Pak
plati : ’

. olei(s),k(s)] 1 X i
0 i D o gy W
pokud %¢;_, > 0, pak

ol k] 1 .
B oL@, k] 1 e @=i=n—1), (47

kde %, je i-td kFivost kFivky k v jejim pocdtku k(0).
Dukaz. Pro pravodié r(s) bodu k(s) k¥ivky k plati rozvoj (45). Snadno
zjistime, Ze pro privodis r; (s) bodu c¢,(s) plati

7y(s) = r: + % [s + §i -%Bey + .-t +f—:7 - Ba-11 0('5‘")] +

¢ J 7 +1 n
+ ,gz %, [0"1 0":‘—1% + %B.i GSTl_)—’ + .+ °/3n—1.a‘%f + 0(8")] . (48)

Vzdéalenost ofc;(s), k(s)] bodi ci(s), k(s) v M,(s) je rovna norrﬁé vektoru
7(s) — ry(s). Podle (45) a (48) jest ’
8i

. — 0, 0 i+1
.7'(8) 7',('5') ez+1 <%y ('Iz—}"l)! O($ * )
Odtud plyne, Ze - :
8i+1 )
“7(3) — ri(s)” = Oy, '.‘f 03¢, m_“oei-i—l + O(I)H . o (49)
Protofe norma je spojits funkee ve V, a ||%;.,|| = 1, dostévame z (49) pH-

mo (46). Limita (47) je pak pfimym dusledkem (46).

Pozndmka. Z (45) plyne, Ze I]r (8) — o = 82||%] + 0(82), takze plati
G—[k-@lk—-i)] 1. Odtud snadno. nahlédneme, Ze plati toto tvrzeni:
s—->0+

Necht f je libovolné representace orlentovane k.rlvky k, £(0) jeji polatek. Pak
misto (46)'lze psat '

. a[c(t) f(®)] _ L. R
L O ) T G D
Na.konec uvedeme jednu vétu tykajici se kiivek v dVOJrozmérnem prostoru
Minkowského. Zachovdvajice pfedchozi oznadeni a pfedpoklady, mé&jme v M ,(o)
orientovanou kfivku % o oblouku s, s € (0, s,>. Bud's.> 0. Pfedpoklidejme, Ze
kiivost #,(8) k¥ivky %.je kladna. Oznadme a(s) prusemk pnmek k(s) + M ez(s)
k(0) 4+ Ay e5(0). Pak plati - :
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Véta 4.4. Pro vzddlenost a[k(0), a(s)] bod# k(0) a a(s) plati

hm a[lc(O) a(s)] = m (50)
Dikaz. Existuje 4, a 1, tak, Ze

a(s) = k(s) + 21(8) es(s) , (51)
a(s) = k(0) + Ay(s) %, - (52)
Odtud a(k(0), a(s)) = o (k(0), k(0) + Zse5) = ||Ase5]| = 4s(s), jestliZe Ay(s) = 0.
Spodteme nyni 2,(s). Z (51) a (52) plyne k(s) — £(0) = — 2,(s) e5(s) + 45(s) . %,.
Odtud . T
| (als), k(s) — B(0) = Anfe) - (ea(s), %) . 3)

Podle poznamky za vitou 4.2 jest ' _ R
k(s) — k(O)‘=' $.%, + %2 0%, . °e2.+ o(s?) . - 7 (54)

Dosadime-li (54) doa! (53), dostanenie, Ze | | |

L ’ ) _ . (eyfs), % F0ls) | 8,
hle) = 8 TR 5 o -~ (55)

Nyni ex(s) = %, + 5. %), & o(s), aviak O, = U .0%,; tedy e(s) = O, 4
+ $2,%, + o(s). Odtud plyne, Ze v ptisluiném linedrnim soutadném systému
(x)v Mz(a) jest ' '

(ex(s), %3) = gis(%e, + 5 . %%, . %, + 0(s)) . [%€f + 50,0 + 0%(s)] . %] =
{g,,(‘)eo + ag"( ol s o6} + o¥(e)] + o;f(s>} .
. [%} + 8 . 0%,%% 4 0%(s)] . % . .
Odtud jiz snadno zjistime, Ze :
| lim CIOLY =0

§—0+ 8

%y - (%€, %€s)re, - - (56)

Protoze ziejmé hm (e1(8), %, - 0(s))- = (%, %) = 1 a lim }s2 %, = 0, dosté-
—0 4+ §—04
vame z (55) a (56) rovnost (50).
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Peswome
KPUBLBIE B IIPOCTPAHCTBAX MMHKOBCHOI'O

BAIIJIAB BHJIBTEJIBM, IIpara.
(IToctymmno B pegakmuio 30/V 1956 r.)

B m-mepmom: mpocrparcTBe MmEKOBCKOTrO M, M3GepeM: NeKAapPTOBY - CHCTOMY
roopruuar (z). Ilycrs Merpmaeckmil TeH3op mpocTpaHcTBa M, HMeer B 9TOM
cueTeMe cocTaBiusoiue g (%, ..., £*). IlpenmomomumM, 910 ¢;/(%) mMeer me-
IpepHBHEIE YacTHEE OPOX3BONHEIE NNIA KayKAOrO HEHYJIeBOr0 BEKTOpa & M 9TO
det ||g;;(#)|| % 0. Ompenemmm, mamee, auA KaxTOH TPOUKE BEKTOPOB a, b, ¢ % 0
us M, ckassproe npoussederue (a, b), sekmopos a, b 6 nanpasseHuu sexmopa c:
(@, b)e = gus(ct, ..., c®) a’b’. Craaaprbim npoussederuem 6ekmopos a, b, rme
a + 0 pasymeerca uwucio (a, b) = (a, b),. IIpm momomm 3TOro CcKaIAPHOrO
NPOA3BEJeHA MOKHO ONIPENeTUTh OPMOHOPMUposaHmslil 6asuc B M, XKak
YOOPALOYEHHYIO N-YICHHYI0 COBOKYIHOCTh BEKTOPOB €y, €y, ..., €, TAKYI0, 9TO
(e e) =8immai <j,14,j=12, ..., n

Ilycts k—opmeHTHpOBaHHAA HOCTATOYHO Iiajgkad KpuBad B M,, ¢ RYroi s,
HeJlesKalmlasg HE B KAKOM CODCTBEHHOM JIZHEHHOM NOXIPOCTPAHCTBE HAHHOTO
npocrparcTBa M,. B maHHOE cTaThe IOKA3aHO HOCTPOGHHE, KOTOPOE KaMKAOM
TOUKe YIOMAHYTOH KPHBOH C HmapaMeTpoOM § CTABAT B COOTBETCTBHE 7 — 1
KPHBH3H 2,(8), %#5(8), - .., %,—1(S) I ODPTOHOPMIPOBAHHYIO CHCTEMY €,(S), e5($), .. .
-+ ., n(8), THE €,(S) — KacaTenbHAd, & €;44(8) (1 = 7 < m) i-Tasg HOPMAIb K [aH-
HOI KpmBo# k. [ mpOoM3BOTHOM BeKTOPA e,(S) TOTJa CIPaBeINBO

e = ane — . — gl + %, 1=1=m), 1)
rge TOJIOKEHO :;4,,4,1 =0, e,,, = 0, CHAJADH «,;; ONPENEIICHHN PEKYPEHTHO
YpPaBHeHEAMHA
%y = %1(2, €5)e, »
xir(es, €1) + s = — ocgy(ey, ei)s, + xy(es, ez‘)s, ,

i-1 i-1
zlo‘ﬁ(ei—l: €;) = — z oi—1.i(€sr €:)e, , T %iy(es, €1,
= i=1

xii(es ) + .oty =0.

BexrTopH €,(8), €4(8), - .., €,(8) 6ynem HA3BHBATH OCHOBHEIM 7-TPAHHAKOM OPHEH-
TRPOBAaHHOA KPHBOW k B TOYKe C HapaMeTpoM s. ‘

ITonesyace ¢opmynamm @pere (1), (2), noxassBaeT aBTOp CIEXYIOILYIO
Teopemy:
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Hee opuenmuposanmsle kpusve ky, ky coenadarom mozda u moavko mozda,
ecau daurnbl ux 0ye 00UHAKOSbL U €CAll OHU UMelm 6Ciody 00UHAK0ssle KPUBUSHDL
U 8 HAYALBHBIL MOYKAL DABHblE OCHOSHBE N-2PAHHUKU. [as Kamcdod cosokyn-
HOCMU NOJ0HCUMENDHBLL HENPEPYIEHIT PYREQULL %,(S), . .., %,_1(8), 0 < 8 < 5,
u 0as OGHH020 OPMOHOPMUPOSAHH020 6asuca cywecmeyem OpUEHMUDOSAHHASL
kKpusas, Oyea Komopoil ecmb 8, i-Mas KPUGUSHA x.(S), & 0CHOBHOE N-2DAHHUK
6 mouke ¢ napamempom s = 0 — dannsiii 6asuc.

B caenyromeii TeopemMe ONMCAHO TeOMETPHIECKOe 3HAYGHNE KPHBU3HEL:

Cumneonom R, (0) o6o3nauum i-moe conpukacaoweecs npocmpancmso op ueHmu-
posannoil kpusoli k 6 moukre k(0), cumsonom S;(8)—auneiinoe npocmparcmso
¢ M,, onpedenennoe mouroti k(s), s > 0, u eexmopamu e;.,(0), ..., e,(0),
1=<1=n—1 Ilycmv a(s) osnawaem obwyr moury npocmparcms R, 0)
u Sy(s). Toeda

. ofa(s), k(s)] 1 0, © 0
s{})ﬂ L (G D e
20ecfa(s), k(s)] — paccmosrue menscdy moukamu a(s), k(s) 6 M), a %%; = x;(0) —

j-mas Kpususra Kpusoii 6 mouxre k(0).

Zusammenfassung

KURVEN IN MINKOWSKISCHEN RAUMEN

VACLAV VILHELM, Praha.
(Eingelangt 30. V. 1956.)

In einem n-dimensionalen Minkowskischen Raum M, sei ein kartesisches
Koordinatensystem (x) gewihlt; ‘der métrische Tensor des Raumes M, habe
im Koordinatensystem (z) die Komponenten g;;(2l, 2 ..., #"). Von diesen
Komponenten soll vorausgesetzt werden, dass sie stetig differenzierbar in
jedem nicht verschwindenden Vektor 2 sind und dass fiir den Vektor &
die Determinante |g;;(Z)| nicht verschwindet. Fiir drei Vektoren a, b, ¢ + 0
aus M, definieren wir das skalare Produkt (a, b), der Vektoren a, b in der Richtung
des Vektors c: (a, b), = gi(c% ..., c*) . a’d’. Unter dem skalaren Produkt zweier
Vektoren d, e, d + 0, verstehen wir die Zahl (d, ¢) = (d, ¢),. Mit Hilfe dieses
skalaren Produktes definieren wir weiter die orthonormale Basis in M, als ein
geordnetes System von Vektoren ey, e,, ..., €,, welche die folgende Bedingung
erfiillen: (e;, ¢;) = 0} fiirs <j,4,57=1,2,...,n.

1) T. e. o%a(s), k(s)] = g;;[k(s) — a(s)] . [k(s) — a¥(s)] . [k/(s) — a’(s)], rme ai(s) m

ki(s) ABIAOTCA j-THIME KOOPAMHATAMHA, COOTBETCTBEHHO, Todek a(s), k(s) B cucreme
KOOpAMEHAT (2). "
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Jetzt sei eine, in keinem eigenen linearen Unterraum des M, liegende und
geniigend glatte orientierte Kurve k£ mit dem Bogenparameter s gegeben.
In der vorliegenden Arbeit sind dieser Kurve % in jedem ihren Punkte mit
dem Parameter's n — 1 Krimmungen »,(s), #5($), - - -, %5 _,(s) und eine bestimmte
orthonormale Basis e,(s), ey(s), ..., e,(s) zugeordnet, wo e,(s) die Tangente,
e::1(8) (1 < ¢ < n) die i-te Normale der Kurve vorstellt.

Fiir die Ableitung e;(s) des Vektors e;(s) gilt dabei
€= — Xl — ... — Ky + Hiyy, (IS0 Zm); )
hier setzt man »,., = 0, ¢,,; = 0 und die Skalare «,; sind durch die Gleichungen

Gy == X%y . (€25 el)ex >

xsy(es, €) T g = — ap(ey, ei)e, + %5(es, ei)ee ,

........................ (2)
i-1 -1 : ‘
Z xi(€i1s €5) = — 2 oi-1,5(€ss €:)e,_, t %i1(€s€)e,_,
=1 _ : i=1 ; .
i€ €) + oo + =0

bestimmt. Die Vektoren e,(s), e,(s), ..., €,(s) bilden das sogenannte funda-
mentale n-Bein der Kurve k£ im Punkte mit dem Parameter s.

Aus den Frenetschen Formeln (1), (2) folgt der folgende Satz:

Zwei orientierte Kurven ki, ky tn M, sind isometrisch (d. k. es gibt eine is0-
metrische Transformation in M, welche ky tn k, wberfithrt) dann und nur dann,
wenn sie gleiche Bogenlinge, wberall gleiche. Krimmungen und im Anfangspunkt
isometrische fundamentale n-Beine besitzen. Zu jeden positiven stetigen Funktionen
%1(8), #(8)s +.vy %n_1(8), 0 <5 < s, und 2u jeder orthonormalen Basis gibt es
eine orientierte Kurve; deren Bogen,s, i-te Kriimmung x,s) wnd die gegebene
Basis ihr fundamentales n-Bein i1m Punkie mit dem -Parameter s = 0 ust:

. Die geometrische . Bedeutung der Krummungen ist durch den folgenden
Satz beschrieben:

Bezeichnen wir mit R,(0) den i-ten oskulierenden Rowm der orientierten Kurve
k im Punkte k(0); S;(s) sei der durch den Punkt k(s), s > 0, und durch die Vektoren
€i+1(0), ..., €:.(0) (1 <5 < n — 1) bestimmie lineare Unterraum in M,. Ist a(s)
der gemeinsame Punkt der Riume R;(0) und Si(s), so gilt

ola(s), k(s)] L 1
Im =05 =G ESVE i

wo ofa(s), k(s)] der Abstand der Punlcte a(s), (s) i M,Y) und %, = x,(O) die
7 te Kmmmung der Kurve k zm Punkte k(0) ist.

0 .
e e Oy

1y D. h a’*’[a,(a), Tels)] = g,,(k(sﬂ — a(8)) . [ks) — ai(s)]. [ki(s) — a’(s)] 1mKoordma.ten-
system (x). >
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