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CASOPIS PRO PESTQVAN [ MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky ustav CSAV, Praha

SVAZEK 82 % PRAHA, 31.VII. 1957 % CISLO 3

DIRICHLETOVA ULOHA

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 23. kvétna 1956.) DT:517.5

V préci je dokdzéna véta o existenci a unicité FeSeni Dirichle-
"tovy tlohy v jisté t¥id¥ funkei a vdta o spojité zavislosti FeSeni
na okrajovych podmmkach Nic se pfitom nepredpoklédé 0 ome-
zenosti zédkladni mnoZiny.

-

2 vr

1.V celé praci je m celé &islo > 1. Symbolem A (resp. H(A)) rozumime uzé-
vér (resp. hranici) mnoziny A4 v uréitém metrickém prostoru (zpravidla
v m-rozmérném kartézském prostoru E,); zdkladni vlastnosti metrickych
prostort budeme poklidat za zndmé. (Viz na p¥. [1]; kap. VL)

Jestlize a, b € By, 0 = [y, ..., ], b= [by, ..., b], Klademe a . b = za by

dale piSeme o> = a . a, |a| = Vaz — Slovem ,,funkee* rozumime vzdy konec-
nou redlnou funkei.

Rekneme, e funkee f je harmonickd na oteviené mno%ing G c E,,, je-li
spojitd na G a plati-li pro-kazdé x ¢ G '

z 61:2

(Kromé& spojitosti funkee f poZadujeme tedy jen, aby v kazdém bodé z e G
napsané derivace existovaly a spliovaly vztah (0); nic nepfedpokliaddme
o spojitosti derivaci funkece f. Uvidime vSak, Ze kazda harmonicka funkce mé
spojité derivace viech Fadu.)

Bud @ oteviend mnozina v E,, H=H(G) + 0 (t. j. 0 = G + Em);'budf
f spojité funkee na mno#ing H. Dirichletovou wlohow (p¥slugnou k funkei f a
mnozing @) rozumime tlohu najit funkei, kterd je spojitd na G, harmonicks
na G a kterd se na mno#ing H shoduje s funkei f. Ukolem tohoto ¢ldnku je
zkoumat existenci a jednoznadnost Yefeni Dirichletovy tlohy. Snadno se
zjisti (viz cvid. 2), Ze YeSeni existuje nejvys jedno, kdy# mno#ina @ je omezens;

(0)

»
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neni-li mnoZina G omezena, existuje (podle cvié. 5) nejvys jedno FeSeni, které
mé v nekoneénu limitu 0. Uddme podminky, postadujici k tomu, aby pro
kazdou omezenou spojitou funkei na mnoziné H existovalo feSeni Dirichletovy
dlohy; uréime pak jistou t¥idu funkei, v niZ existuje pravé jedno feSeni.

Zakladni vlastnosti harmonickych funkei probereme nyni v rfadé cviéeni
s podrobnym niavodem. Ve cviéenich 14—19 budeme pouZivat také nékterych
v&t z integralniho poétu; evideni jsou tak sestavena, abychom vystadili s v&tami
z prvnich sedmi kapitol Jarnikovy udebnice [2]. (Nikde se tedy nemluvi.
o ploném integralu.) Vysledkt cvié. 14—22, z nich? n&kterd jsou ponékud
obtiznd, se v8ak pouZivd jen ve cvié. 23—24 a pozdéji v odst. 16 v poznamce,
kterd neni piili§ dulezitd. Ctendt miize proto postupovat také tak, Ze cvid.
14—22 a pozndmku v odst. 16 vynechd a vysledkiim cvié. 23—24 prosté
uvéfi. Jinak se pojem integralu vyskytuje jen v odst. 21; zde se viak vystadi
s nejjednodusimi vlastnostmi jednorozmérného integralu.

Cvident 1. Bud G neprazdnd omezena oteviend dast E,,; bud f funkce spojitéd
na G a harmonickéd na G. Potom existuji body by, b, ¢ H(G) takové, %e pro
kazdé z e G plati f(b,) < f(zx) < f(b,). Navod. Bud M, (resp. m;) maximum
funkce f na mnozing @ (resp. H(G)). Necht M, > m,. Zvolime-li dosti malé
e > 0, plati pro funkeci g(z) = f(z) + ex® také M, > m,. Bud M, = g(y).
Protoge y e G, jo f%:’—) <0 pro i=1,..,m, tedy Agly) < 0. Je viak
4g(y) = Af(y) + 2me > 0 — spor.)

Cuvident 2. Bud @ neprazdnéd omezend oteviend ¢ist K,,; budte funkee f, g spo-
jité na G a harmonické na G. Bud & kladné &islo a necht pro véechr_la z e H@)
plati |f(x) — g(x)| < &. Potom je |f(x) — g(x)] < & pro kazdé z e _G Je-li ze-
jména f(z) = g(x) pro kazdé z ¢ H(G), je f(x) = g(x) pro kazdé z « G. (N4dvod.
Pouzijte cvié. 1 na funkei f — g.)

Cwviéent 3. Bud P metricky prostor, 4, B c P. Potom

H(A o B)c H(4) v H(B). (1)
Je-li mnozZina B oteviend, plati \
AnBc4AnB. (2)

Cviéent 4. Bud @ neprizdné oteviens &ast E,,; bud f funkce spojitd na G a
harmonickd na G. Nechf f(z) < 0 pro ka?dé z e H(G); necht f(x) - 0 pro
ze G, |z| - 0.1) Potom je f(x) < 0 pro kazdé z ¢ @. (Ndvod. Zvolme ¢ > 0,

1) Je-li M c E,, ¢ ¢ E;, pak symbolem
flx) >¢ pro zeM, || > © (3)

nebo vyrokem ,,funkce f mé prox e M, |z| - oo limitu ¢ (a pod.) budeme rozum&t toto:
Ke kaZdému & > 0 existuje 4 > 0 tak, Ze pro viechna z ¢ M, pro n&% je |z| > A, plati
[f(z) — ¢] < &. Je-li tedy mnoZina M omezend, budeme vztah (3) poklddat za spravny
p¥i libovolné funkei f a libovolném ¢ € E;.
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y ¢ 6. Existuje 4 > |y| tak, e pro viechna z ¢ G, pro né# je |z = 4, plati
fz) < e. Bud K = E[x; |z| < A]. Ze vztahu H(K n @) c H(K) v H(G) (viz
(1), cvié. 3) a z evid. 1 plyne f(y) < &.)

Cwvident 5. Pomoci cvid. 4 dokazte, Ze k dané Dirichletové tloze existuje
nejvyde jedno fefeni, které mé pro || — co limitu 0.

Cvileni 6. Bud G oteviend &dst E,,. Necht funkce f, ¢ maji na mnoZiné
@ spojité derivace prvniho (resp. druhého) ¥4du. Potom plati na mnoziné G
grad (f.g) =f.gradg +g.grad f ?)

(resp. A(f.g)=1.4g + 2grad f.grad g + g 4f) .

Cvifent 7. Bud @ (resp. U) oteviend &ast E,, (vesp. E,; n je libovolné piiro-
zené &islo). Necht funkee f mé spojité derivace 2. ¥4du na mnozing U. Bud
@ = [@y, - .., p,] zobrazeni mnoZiny G' do mnoZiny U; nechf funkee ¢, ..., ¢,
maji spojité derivace 2. fadu. Bud g(t) = f(p(t)) (teG). Potom je Ag(t) =
= 3 2 et g ). grad ot + 3, LD ) €6, == pl0): Pro
n=1je tedy g =" . (grad o) + . Aw 1

Cvileni 8. Pro z + 0 (piSeme 0 = [0,..., 0]) plati grad |z|* = «|z|>~2.x,
Alzle = o + m — 2) |z|>~2 (x redlné). Pro m = 2, = + 0 je 4 log x| = 0;
pro kazdé m, x + 0 je Alz2~™ = 0. (Ndvod. Je-li p(x) = 22 (x ¢ B,n), fy) =
=y (¥ > 0), g(2) = flp(x)), je grad p(x) = 2z, dg(z) = 2m a tedy podle
evi€. 7T 4g = o . (oo — 1) . 4¥* 7% . 42 + }ox . y*""‘1 . 2m.)

Cvident 9. Bud G oteviens &4st E,,, Onon e G. Nechf funkce f mé spojité

R’t
derivace 2. ¥4du na mnoziné G. Bud R > 0; prot e E,,, t + 0 bud ¢(f) = —~ -

4

R
Je @(p(t)) =t. Pro tep(G) polozme g(t) = f(p(t)). Potom je Ag(t) = T

. Af(x) — 2R .’”WZ t. grad f(@) (t € (@), & = @(t). (N4vod. Bud b5 =0

Pro i + k, §;; = 1; polofme e; = [8;, ..., Oi]. A PiSeme-li —1? = [p,(®)s ---

- Pm(t)], je (podle cvid. 6 a 8) grad ¢,(t) = (e? — 2tt;), Agi(t) =

B

fe[*

2f 4 v

= — 2(m — 2) % ; dale je grad g@;(f).grad @) = Tltzl—‘ 8 Nyni pouzi-
jeme cvid. 7.)

Cwideni 10. Ptedpoklady jako v cvid. 9. Polozme h(t) = |t}2-m . f(p()) (te

€ ¢(@)). Potom je Ah(t) = —m{% Af(z) (x = ¢(t)). (Plyne z cvié. 6, 8, 9.)

Y gt = [22,., 221]
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Cvilent 11. Bud @ oteviend mnozina v E,, H(G) + 0. Bud f funkce, kters je
spojitéd a shora omezend na G a harmonicks na G; necht f(z) < 0 pro kazdé
x ¢ H(®). Potom je f(z) < 0 pro kazdé z « G. (Navod. Zvolme y € G, b ¢ H(®),
& > 0; déle zvolme 6 > 0 (6 < min (ly — &|, 1)) tak; aby bylo f(x) < ¢ pro
ka?dé z ¢ G, pro né% |x — b| < 8. Necht f(z) < C pro ka?dé ze@, O > «.
Nyni miZeme uréit 4 > |y — b| tak, aby bylo (C' — ¢) logly — b| — Clog é <
< ¢.log 4; pro « =+ b polozme g(z) = ) log]xl(;iil __'— fol;% A4 — Clog 6u.
Funkce g je harmonicka. Bud K (resp. L) otevieny kruh o stiedu b a poloméru
6 (vesp. A). Na H(K) n G je g(x) = & > f(z); na H(L) n G je g(x) = C > f(z);
na H(G) — K jeg(x) = ¢ > 0 = f(x). Podle.(1) (cvid. 3) je g(z) > f(x) pro kazdé

z e H(G n L) — K) a podle cvid. 1 je f(y) < g(y) < 2¢.)

Cuvident 12. Z piedeslého cvieni odvodte vétu, Ze pro m = 2 existuje k dané
Dirichletov8 tdloze nejvy% jedno ¥efeni ve t¥idé omezenych funkei. Pomoci
cvié. 5 dokazte, Ze pro libovolné m (> 1) existuje nejvys jedno Yeleni ve tFidé&
funkei F, pro néz je funkce |z|™~2 . F(x) omezena. ‘

Cviéent 13. Bud @ c B, poloprostor viech [z,y], kde z¢ E,_,, y > 0;
bud f shora omezend spojitd funkece na G, kterd je harmonickd na G a nekladnd
na H(G). Potom je funkce f nekladni na G. Je-li tedy f,(z) = f.(x) pro kazdé
x e H(Q), pti demz fy, f, jsou omezené funkece spojité na G a harmonické na
G, je fi(x) = fo(x) pro kazdé z e @. (Ndvod. Podle cvid. 11 stadi vySet¥it
m > 2. Bud y e G, ¢ > 0; necht f(x) < ¢ pro viechna z e (. Zvolime-li dosti

Ve]ké éiSlO ﬂ a Poloéime-h b = [0, ooy 0, "",B]’ je‘c (1 - (".;’_ﬁ?.b—l)m—2) < &.

: h
Bud déile R tak velké, aby platilo jednak R > |y — b|, jednak c(é) < &

R
bud K oteviend koule o stiedu b a poloméru R. Polozime-li g(z) = & -+

+ c(l — ( B )m_2) ,je g(x) = € pro xz e H(G), g(x) > ¢ pro z e H(K), tedy

e =]
(viz (1), cvid. 3) g(z) > f(z) prox ¢ H(G n K). Podle cvid. 1 je f(y) < 9(y) < 2&.)

Cwifent 14. Bud f spojitd funkce v intervalu (0, 4). Bud K m-rozmérna
koule o stiedu 0 a poloméru 4. Potom plati

4
JH(lz]) dz = mx [tm-1f(t) dt ,
K 0

kde x je objem jednotkové koule v E,. (Nivod. Pro ye <0, 4> polozme
F(y) = fs f(lz[)dz. Necht 0 <y <y + h < 4; necht pw < f({) < M pro
T <y

te(y+h). Potom je Fly+h) —F@)= [ f(al)dw, tedy
y<|®Sv+h

HLy + B — sy) < Fly 4 B) — Fly) < Mlely + Bym — =ym); odbud plyne

F (y) = xmym=1 f(y))
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Cwident 15. Integral f ———d—x—m konverguje, je-li 6 > 0. (Plyne z cvis. 14.)

B (2 4 0) *
Cvifent 16. Parcidlni derivace ¥ddu n funkce |z|* maji tvar |z|«—2n  P(x),
kde P je polynom stupné nejvys n. (Dokaze se indukei.)
Cvident 17. Bud f omezend mé¥itelnd funkce v E,,_;. Pro z € Em_l, y > 0
polozme

Fla,y)=y. f(t) ds - o (4)

Em-1 ((:C - t)z + y2)2
Potom je funkce F harmonickd a mé spojité derivace viech ¥adu. (N4vod.

Pifme z = [, y], A(¢) = [t, O] Parcidlni derivace funkece za integraénim zna-
1(¢) - P(z — At))

]z—):_[—”:ﬁ—’

menim v (4) maji (pfi pevném t) podle cvié. 16 tvar T =

kde P je polynom stupné nejvys n. Abychom mohli pouzit véty o derivovani
za integradnim znamenim (viz na p¥. [2], str. 281—2), je t¥eba nalézt ,,integro-
vatelnou majorantu‘. Zvolme 4 > 0, § > 0 a vySetiujme mnozinu [z| < 4,
y > 4. Protoze |z—A(t) >06>0, je |P(z— At))] = Oz — A(t)P", tedy
IT] =5z Pro |t =24 je |T] = pro |t| > 24 je |x — | >

6’" ’
> 3], (@ — 1)+ 92 = 12 + 8%, takie je |T|= ————C—m Integral této

(4 + o)°

t)]m

Y

m
((w — £ +97)°
je harmonicka pro kazdé ¢ (to se d& zjistit na p¥. pomoci cvid. 6 a 8); derivo-
vanim za integra¢nim znamenim zjistime, Ze i funkee F je harmonicka.)

funkce (pfes E,.,) konverguje podle cvié. 15. — Funkce

Cuvitent 18. Bud f omezend spojité funkce v E,,_,. Definujme pro z ¢ E,,_;,
y = 0funkei F pfedpisem
1 ©f@) .y . dt
Fo 0 = fe), Fay=g [TOLD 4o,
Bmea((@ — £ + 92)°
dv

kde y = ——— - Potom je funkce F spojitd. Je-li |f(t)] < C (t € B,,_,), je
Em-(P* + )

|[Fz,y) <C (e Bpn 1,y =0). Jeli AeE, a jeli f(}) =0 pro |f| > 4, je

funkce |z~ . F(z) omezend. Je-li funkce f nezdporna, ne viak identicky

rovnd nule, je F(z, y) > Oproz e Em_l, y > 0. (Navod. Substltuclt =y +x

(y > 0) dostaneme F(x,y)= f f@ + 1@ +vy)dv dv (plati i pro y = 0) Jesth-
Em 1 v2‘+ 1
ze T, >, Y, Y, pa‘k f”n + 'U:l/,, g f(x -+ ”?/): V(xn + ”Zln)l é C: takze
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podle véty 65 z [2] (str. 121) a podle cvid. 15 mame F(x,, ¥,) = F(z, y). Je-li

f(¢) = 0 pro [t| > 4, je |F(z)] . o]~ < (lzl ’il A’)m- konst. pro [z| > 4.

Cvident 19. Bud G poloprostor z ¢vié. 13. Bud F,, F,, ... omezend posloupnost
funkei, které jsou spojité na @ a harmonické na @. Necht pro kazdé z e ¢
existuje lim F,(z) = F(z). Potom je funkce F harmonick4 na @ a mé tam spo-

n—>00
jité derivace viech ¥adi. (N4dvod. Poloime f,(t)' = F,(t, 0), f(t) = F(t,0)
(te B,_,). Zvolme z = [z,y] (xeE,_,, y> 0). Podle cvié. 13, 17, 18 je

F (x,y) = 1 f fo(t) .y . dE — ; podle véty 65 z [2] a podle cvié. 15 méme |

B (@ — 1P +97)°
F.(z, y) N . f f@).y.di — = F(z,y) . Nyni pouZijeme cvié. 17.)
B (2 — 8 + 97)*

Cvifeni 20. Bud K oteviens koule o stfedu 0 a poloméru B; bud & polo-
prostor z cvié. 13. Necht b = [0, ..., 0, — R]. Pro z + 2b poloime ¢(z) =

=b + (= - 2b) . "= iR;b)z ; pro w + b polozme wy(w) = 2b + (w — b).
@;if%)a Potom je ¢(G) = K, ¢(H(G)) = H(K) — {b}, zobrazeni ¢ je

prosté a p je prisluiné inversni zobrazeni. (Ndvod. Necht z 5 2b, w = @(z).
Potom

8R? 16R* 8R2

w =0 +b.(z— 2b). = — % + = — 2bp =b2+m

.b.z. (5)

Pro z e & (resp. z¢ G) je tedy |w| < R (resp. |w] < R). Bud naopak w e K;
polozme z = p(w). Ziejmé z + 2b; protoZe ¢(z) = w, |w| < R, je podle (5)
b.z<<0,zeG. Je tedy ¢(G) = K. Podobné se zjisti, Zze ¢(H(F)) = H(K) —
— {b}. Je-li 9(21) = 9(2a), je 21 = p(@(21)) = p(p(2a)) = 25.)

Cvient 21. Ponechme oznadeni p¥edeslého cviteni. Bud F' funkce na mnozing
G, kterd je harmonickd a mé spojité derivace 2. ¥ddu. Potom je funkce
lw — 8[2~™ . F(yp(w)) harmonicks pro we K. (N4dvod. Utvofime zobrazeni

Aty =¢. 22 funkee F,(z) = F(2b +2), Fyt) = [t~ . F,(A(t)), Fsw) =

2’
= Fy(w — b) = |w — b]2~™ . F(yp(w)) a pouzijeme cvi&. 10.)

Cvident 22. Ponechme oznadeni ze cvié. 20. Kazdé funkei f, spojité na mno-
#ing H(K), pfifadme funkce C,(2) (z¢ @), Dyw) (we K) timto predpisem:
C, je omezené feSeni Dirichletovy Glohy, pfislu§né k funkei (4R%)™-2 . [z — 2b[2~™.
f@(z)) (ze H(@)) a mnoZing G (podle evié. 13, 17, 18 existuje takové FeSeni
pravé jedno a mé na G spojité derivace viech ¥adi); Dy(w) = |lw — b|2—™.
. C,(p(w)) (we K — {b}), D,(b) = f(b). Potom je funkee D, spojité na K a je .
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D,(w) = f(w) pro kaidé we H(K). (Navod, Je-li f(w) =1 (we H(K)), je
Cy(z) = (4R)"2 . [z — 20> (z¢@); protote [p(w) — 2b| = If_li_ga (w
% b),je Dy(w)=1 (we K). Je-li f(w) = 0 pro viechna w e H(K), dostateénd
blizks k b, je podle cvid. 18 funkee |2|™! . C,(2) a tedy i [z — 2b|™1 . Cy(z)
omezend; potom je omezend také funkce |p(w) — 251 . Cy(p(w)) = (4R2)™1 .
Jw — Bt . Oy(p(w)) = (4R2)™ L. jw — b|71. Dy(w) (w € K —{b}), takZe funk-
ce D, je spojitd v bodé b. Funkee D, je tedy spojitd v bodé b také tehdy, kdyz
existuje okoli U bodu b a &islo « tak, Ze f(w) = x pro kazdé we U n H(K).
Je-li nyni f libovoln4 spojité funkce na H(K), zvolime ¢ > 0 a poloZime g(w) =
= min(f(w), {(b) — ¢), A(w) = max(f(w), {(b) + ¢); ze zfejmého vztahu D, =
= D, < D, plyne snadno spojitost funkce D, v bods b.)

Cuitent 23. Bud L oteviend m-rozmérnd koule. Potom ke kazdé spojité
funkei f na H(L) existuje (podle cvié. 2 pravé jedno) FeSeni F p¥isluiné Dirichle-
tovy tlohy. Je-li f nezdpornd funkce, kterd neni identicky rovna nule, je F(z) >
> 0 pro ka#dé z e L. (N4vod. Bud L koule o stfedu s a polom&ru R. Pro
|z| = R polozme g(x) = f(x + s). Podle cvié. 21—22 je funkce D,(x — s)
Yefenim nasi dlohy. Je-li f = 0, ne v8ak f(z) = 0 pro viechna z e H(L), je
podle cvié. 18 C,(2) > 0 pro z e G, tedy F(x) = D,(x — s) > O prox e L.)

Cuifeni 24. Bud @ libovolné oteviend mnozina v E,; bud F,, F,, ... ome-

zend posloupnost funkei harmonickych na G. Necht pro kazdé = € G existuje
lim F,(z) = F(x). Potom je funkce F harmonickd na G a mé tam spojité

derivace viech ¥4di. (Ndvod. Bud L uzav¥end koule o stfedu s a poloméru

R, L c G.Polozme f,(x) = F,(x + s) (jx| = R) a utvotme funkce U, , D, podle

cvié. 22. Z cvié. 19 plyne, Ze funkce @(x) = lim C, (x) je harmonickd (na
N—0

otevieném poloprostoru) a mé tam spojité derivace vSech ¥ada; funkce

P(z) = |& — b . D(p(x)) = lim D, (2) (x| < R) je tedy podle cvié. 21 har-
N—>00

monické. Je viak Dy (z) = F,(x + b), tedy ¥ (x) = F(z + b) (|z| < R).)

Cvileni 25. Harmonickd funkce mé spojité derivace vSech ¥ddu. (Plyne
snadno z pFede§lého cviGeni.) : '

Cwident 26. Bud G oteviena &ist E,,; bud funkee f spojitd na G a harmonicks
na G. Bud ¢ isometrické zobrazeni prostoru E,, na E,. Potom je funkce
H@ (x)) spojité na (@) a harmonicks na ¢(G). (N4vod. Tvar isometrickych
zobrazeni prostoru E,, na E,, je popsan v [1], kap. VI, § 3, piiklad 3 (str.
238—240). Nyni pouZijeme cvid. 7 (a cvit. 25).)

Cvileni 27. Bud P metricky prostor. Necht mnoziny 4, B jsou bud obé
oteviené nebo obé uzaviené v P a necht P = A u B. Bud f funkee na mnoziné

P; f bud spojitou funkei na prostoru 4 i na prostoru B. Potom je funkee f spo-
jitd na P.
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Cvideni 28. Necht Ac B,, beE,, H(A) = {b}. Potom je bud 4 = {b}
nebo A = E,, — {b}. Je-li tedy mno¥ina A uzaviend (resp. otevieni), je
A = {b} (resp. A = E,, — {b}). Ndvod. Mnozina M = E,, — {b} je souvislé
aMn HA)=9.JetudiZ bud M c 4 nebo M c E,, — 4.)

Cuvident 29. Bud f spojitd funkce na oteviené mnozing G c E,,; bud K ote-
viend koule, K c G. Potom existuje pravé jedna funkce g, kterd mé tyto
vlastnosti: Je spojitd na &, harmonickd na K a shoduje se s f na G — K.
(N4vod. Podle cvié. 23 existuje (pravé jedna) funkee g,, kters je spojité na K,
harmonickd na K a shoduje se s f na H(K). PoloZime-li g(x) = g,(x) pro ze K,
g(@) = f(z) pro x e @ — K, je funkce g spojitd na K i na @ — K; podle cvid.
27 je spojitd ina G.)

Cuviteni 30. Funkei g ze cvié. 29 oznaéme symbolem f,. Jsou-li ¢, w spojité
funkce na otev¥ené mno#ing @ a je-li « € B, pak pro kazdou kouli K (X c G)
je (@ + ¥)e = 9z + Yu, (09)r = & . @5 jo-li ¢ 2=y, je 162 ¢ =

2. Oznadeni f,, zavedeného ve cvié. 30, budeme stile pouZ 1vat. Bud’ f spo-
jité funkce na oteviené mnoziné G c E,,. Rekneme, ze funkee f je superharmo-
nickd na mnoziné @, jestlize ke kazdému bodu b ¢ G existuje § > 0 tak, Ze pro
kazdou kouli K o st¥edu b a poloméru men§im nez ¢ plati

f.(6) < f(3) .

(Tim je fedeno, Ze pro kazdou takovou kouli KX je K c G.) — Ka#da harmonické
funkoce je ziejmé superharmonicka.

3. Lemma. Budte Q,, G, otevfené mnofiny v E,,. Na mnofiné G = G, v G,
méjme funkcs f, kterd je superharmonickd na Gy 1 na G,. Potom je funkce f super-
harmonickd i na mnoziné G. |

Dikaz. Podle cvié. 27 je funkce f spojitd na G. Je-li b € G, pak ziejmé pro
kazdou dosti malou kouli K o st¥edu b je f.(b) = f(b).

4. Lemma. Budte ¢, v superharmonické funkce na oteviené mnoZiné G C Bz
bud « mezdporné &islo. Potom jsou té% funkce ap, ¢ + v, min (@, y) superharmo-
nické na G.

Dikaz. Zvolme b € G. Je-li K dosti mald koule o stiedu b, je ¢.(b) = @(b).
pg(0) < (). Potom vSak podle cvié. 30 plati (xg)g(b) =« ¢x(b) = x @(b),
(@ + ¥)x (B) = @x(b) + :(b) = (¢ + ¥)(), a je-li na pt. p(b) = %(b), Platl téZ
(min (@, ) (0) = x(b) = @(b) = (min (@, ))(b).

5. Lemma. Bud G oteviend édst E,,. Bud funkee f spojitd na @ a superharmo-
nickd na G; necht existuje a € G tak, e pro katdé x € @ je f(x) = f(a). Bud A =
= E[xz; x € G, f(x) = f(a)]. Potom H(A) c H(G).

Dukaz. Pfedpokladejme, Ze tvrzeni véty neplati. Potom existuje b ¢ H(4) n
NG a k bodu b mizeme urtit &islo 6 podle odst. 2. Existuje ¢ tak, Ze |c — b| < &
(tedy ¢ € G) a zérovell ¢ non € A neboli f(¢c) > f(a). ProtoZze mnoZina 4 je uza-
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viens, je H(A) c 4, tedy b € 4, {(b) = f(a), f(c) > {(b). Bud K koule o st¥edu
b a poloméru ¢ — b|. Pro kazdé x € G a tedy i pro kazdé = ¢ H(K) je f(x) = fib);
protoze f(c) > f(b), je podle cvid. 23 také f«(b) > f(b). To viak odporuje volbé
¢isla d; tento spor dokazuje nase tvrzeni.

6. Lemma. Bud G neprdzdnd omezend oteviend édst E,,; bud | funkce spojitd
na G a superharmonickd na G. Potom existuje b € H(Q) tak, Ze pro ka*dé x € G je
Hz) = f(b).

Dikaz. Zfejmé& jsou splnény pfedpoklady lemmatu 5. Zachovame-li ozna-
éeni, vidime, ze § = 4 + B, tedy H(A) + 0. Protoze H(A) c H(G), miZeme
za bod b vziti libovolny prvek mnoZiny H(4).

7. Lemma. Bud G, omezend otevrend mnoZina, G bud oteviend mnoina (v E,,);
necht @, ¢ G. Bud f funkce superharmonickd na G. Bud g funkce, kterd md tyto
vlastnosti: g(x) = f(x) pro x e G — G, funkce g je spojitd na G a harmonickd
na @,. Potom je f(x) = g(x) pro kazdé x € G a funkce g je superharmonickd na G-

Dikaz. Funkce f — ¢ je na G, spojitd a na G, superharmonicks. ProtoZe
f(x) = g(z) pro kazdé x e H(G,), je podle lemmatu 6 f(z) = g(x) pro kazdé
z e Gya tedy prokazidé x ¢ G. Zvolme nyni b € G. Je-lid ¢ @ — G, je pro kazdou
kouli K o st¥edu b, pro niz K c @, splnén vztah g.(b) < f.(b) < f(6) = g(b);
je-li vBak b € Gy, pak pro kazdou dosti malou kouli K o st¥edu b plati g(b) =
= ¢(b). Funkee g je tudiz superharmonicka.

Poznidmka. Je-li tedy funkee f superharmonickd na @, pak pro kazdou
kouli K (K c @) plati f; < f a funkee f, je opét superharmonickd.

8. Rekneme, %e mnozina G c E,, je reguldrni, jestliZe m4 tuto vlastnost:
Je oteviend, H(G) *+ 0 a ke kazdému bodu b ¢ H(G) existuje okoli U bodu
b a funkce ¢, kterd je spojitdé na U n @ a superharmonickd na U n @, pfi ¢emZ
@(b) = 0 a ¢(x) > 0 pro kazdé xe U n @, x + b. Funkeci ¢ nazveme bariérou
(ptislusnou k bodu b a mnozing G). Systém vSech reguldrnich mnozin ozna¢ime
symbolem &™ nebo prosté ©.

Poznamka. Necht existuje koule K o stfedu s tak, 7e K n G = 0, be K;
bud s, = (b + ). de-li m > 2 (resp. m = 2), poloime @(x) = [b — s;|~™2 —
— & — &|~™*2 (resp. loglx — s,| — log|b — s,|). Potom je funkce ¢ bariérou.
(Viz cvié. 8.) Odtud plyne na pf., Ze kazda oteviend konvexni mnoZina s ne-
prizdnou hranici je regularni. K bodu b lze sestrojit bariéru také tehdy, kdyz
existuje kuzel, ktery neprotne mnoZinu @ a mé vrchol v bodé b. (Viz [3],
str. 213.) Jiné 16inné kriterium regularity je obsaZeno ve vété 23.

9. Lemma. Bud G oteviend &dst E,,; necht H = H(GQ) + ¢ a necht ke kaidému
b e H existuje U € @ tak, e G c U, b e H(U). Potom je G € G.

Dikaz. Za bariéru k bodu b a mnoZing G lze vzit bariéru, sestrojenou
k bodu b a mnoziné U.

10. Véta. Necht G, G, G, G = G, n G, £ §. Potom je G € G.
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Dikaz. Zvolme b e H(@). Podle (1), cvié. 3 je H(G) c H(G,) u H(G,). Je-li
na pit. b € H(G,), pouZijeme predeslého lemmatu, kde volime U = @G,.

11. Véta. Bud G neprdzdnd oteviend édst E,,; necht jeji komplement obsahuje
aspori dva body. Ddle predpoklddejme, Ze ke kaZdé nezdporné omezené spojité
funker na hranicy H mnofiny G existuje nezdporné feseni prislusné Dirichletovy
4lohy. Potom je G € @.

Dikaz. Zvolme b ¢ H a definujme na mnoziné H funkei f pfedpisem f(z) =
= min(jz — b|, 1). Bud ¢ nezdporné feSeni p¥islusné Dirichletovy tlohy;
bud 4 = E[z; z € G, p(z) = 0]. Protofe mnoZina A je uzaviens, je podle
lemmatu 5 H(4) c H n A = {b}; podle cvi¢. 28 je bud 4 = {b} nebo 4 = K,
Kdyby viak bylo A = E,,, bylo by H = H n A = {b} a tedy (viz opét cvic.
28) E,, — G = {b} proti pfedpokladu. Je tedy 4 = {b} neboli ¢(x) > 0 pro
ka¥dé z € G, z + b. Funkee ¢ je tudiz bariérou.

Poznamka. Obsahuje-li komplement mnoziny @ pravé jeden bod b, pak
ke kazdé nezdporné spojité funkei na mnozing H(G) = {b} zfejmé existuje
nezéporné FeSeni prFislusné Dirichletovy ulohy (totiz konstanta), ale podle
véty 15 neni G e G.

12. Bud G oteviens éast F,,; necht H = H(G) + 0. Bud f nezdporné spojitd
funkce na mnoZing H. Rekneme, %e @ je horni funkce vzhledem k funkei f a
mnozing G, jestlize funkce @ je nezdporns a spojitd na G, superharmonicks na
@G a jestlize pro kaidé z ¢ H plati D(x) = f(z).

Poznamka. Je-li funkce f omezend, pak ziejm& kazdd funkce D(z) =
= ¢ (z € @), kde ¢ je dosti velk4 konstanta, je horni funkei vzhledem k f. K neo-
mezené funkei f nemusi horni funkce existovat (viz poznamku v odst. 16).

13. Véta. Bud G ¢ &; bud | nezdpornd spojitd funkce na hranici H mmnoZiny
G. Necht k funkci f existuje aspmi jedna horni funkce. Definujme na mnoZiné
G funkei F predpisem

F(z) = inf &(z),

kde @ probihd vSechny horni funkce k funkci f. Potom je F FeSenim Dirichletovy
dlohy, pFislusné k funkci f a mnoZiné @; je to nejmensi nezdporné fedeni.

Dikaz. Bud @ horni funkee k funkei f. Zvolme be H = H(G), ¢ > 0.
K bodu b uréeme okoli U a funkei ¢ podle odst. 8. Bud dile K takova oteviend
koule o stfedu b, ¢ K c U a %e pro kazdé ze¢ H n K je |f(x) — f(b)] < &;
bud S8 = H(K). Existuje ¢ = 0 tak, %e pro kazdé z <8 n G je cp(x) = D(z).
(Je-li L = 8 n G = ¢, stadi polozit ¢ = 0; jinak mifeme pst & = maLx D(),

Ze
f = min ¢(x), a protoie « = 0, 8> 0, lze volit ¢ = « . f~*.) Dale polozme
zel

o(x) = f(b) + & 4 cp(z) (xe U n G) a definujme na mnozing G funkei ¥ pied-
pisem .
¥(z) = min(w(z), D(x)) pro zeGn K,
V(@) =dx) pro zeG@— K.
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Bud B mnozina viech z ¢ K n G, pro né je w(z) < ®(x). Mnozina B je uza-
viend; pro z ¢ S je w(x) > cp(x) = P(x), takie Bn S=0, Bc K n G. Pro
z ¢ @ — B je z¥ejmd ¥(z) = &(z). Mnoziny G — B, G n K jsou obé oteviené
v prostoru G, na obou z nich je funkce ¥ spojitd a jejich sjednoceni je G;
funkce ¥ je tedy (podle cvit. 27) spojitd na G. Z lemmat 3, 4 plyne podobné,
ze je funkce ¥ superharmonickd na mnoziné G. Je-li xe H — K, je ¥(z) =
= @) = f(z); jeli xeH 0 K, je w()=fb)+ &> f(x), tedy ¥(z) =
= min(w(z), D(z)) = f(x). Funkece ¥ je tudiZ horni funkei. Dile je ¥() =
= w(b) = f(b) + &. ProtoZe funkce ¥ je spojitd a protoze F < ¥, plati pro
vSechna z e G, dosti blizks k b, vztah

F(@) < f(b) + 2. (6)

Pro ze¢U n G polozme dile Q(zx) = ®(x) + dp(x) — f(b) + ¢, kde &islo
d = 0 je tak voleno, aby pro kazdé z ¢ G n S bylo dp(x) = f(b). Funkece Q je
superharmonicks na mnoziné K n @ a spojitd na K n G. Necht bod z leZi na
hranici mnoziny K n G. Potom je podle (1), cvié. 3 bud 2 €S nebo ze H.
Je-i ze8; je Q(z) =dp(x) — f() = 0. Neni-li z¢8, je ze H n K, tedy
Q(z) = f(x) — f(b) + & > 0. Podle lemmatu 6 je pro kazdé z e K n G splnén
vztah Q(z) = 0neboli ’

D(x) = f(b) — & — dop(@) . ()

Protoze mnoZina K je oteviens, je podle (2), cvié. 3 K n G c K n G; protoze
@ je libovolnd horni funkce, plyne z (7), Ze pro kazdé z ¢ K n G plati

F(z) = f(b) — ¢ — do(z) .
Pro viechna z ¢ G, dosti blizk4 bodu b, je tedy
P@) > f(b) — 2¢.

Odtud a z (6) plyne, Ze F(b) = f(b) a e funkce F je spojitd v bods b (vzhledem
k mno%ing G). :

Nyni dokéZeme, Ze funkce F je harmonickd na mnoziné G Zvolme tedy
se@; bud K oteviens koule o stiedu s, K c G. Existuji horm funkce @,,
D, ... tak, Ze lim @,(s) = F(s). Polozme ¥, = mm(@l, vy @), Ty = (Po)e

Podle lemmatu 4 a poznamky k lemmatu 7 jsou téz ¥, I, horni funkee.
Protoze F(s) < I',(s) < D,(s), je téZ lim I, (s) = F(s). Funkee Iy, Iy, ... tvofi

n—>0

na mnoziné K omezenou monotonni posloupnost; pro kazdé x ¢ K mizZeme tedy
poloZit I'(x) = lim I',(z). Podle cvié. 24 je funkce I" harmonickd na mnoZing

N—>c0

K. Protoze I', jsou horni funkece, je

I'(z) = F(=) 8)
pro kazdé x e K.
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Bud opét @ libovolnd horni funkce. Polozme ¥, — min(®, ¥,), I, = AN
f’(x) = lim I',(2) (z € K). Funkce I' je op&t harmonicks; ziejmé I'(x) = I'(z)

n-—>oo

(x e K), I'(s) = I'(s) (= F(s)). Kdyby v n8kterém bodé b ¢ K bylo F(b) < I'(b),
mohli bychom pouZit ¢vié. 23 na kouli o stfedu s a poloméru |s — b| a na funkei
r—T; zjistili bychom tak, Ze f’(s) < I'(s), coz neni pravda. Je proto I'(x) =
= I'(z) < &), I'(z) < inf O(x) = F (), tedy podle (8) I'(x) = F(x) pro kazdé
x ¢ K. Vidime, %e funkce F je harmonicka v okoli libovolného bodu s e G;
je tedy harmonicks na mnoziné G, takZe je feSenim dané Dirichletovy ilohy.
ProtoZze ka?dé nezdporné ¥efeni Dirichletovy tlohy je horni funkei, je F nej-
mens§i nezdporné Fefeni.

. 14, Lemma. Necht be E,; bud 6 > 0, G = E[x; 0 < |xr — b| < J]. Potom
nent G € &.

Dikaz. Je-li m = 2, polozime ¥(x) = log(d . [x — b|7Y); je-li m > 2, poloz-
me ¥(x) = |z — b2~™. Bud &> 0. Funkece @(z) = min (¢¥(z), 1) (P(d) = 1)
je podle lemmatu 4 horni funkei k funkei f, definované na hranici mnoZiny
G predpisem f(b) = 1, f(x) = 0 pro |x — b| = 8. Infimum F viech hornich
funkei neni tedy spojité (je F(b) = 1, ale F(x) = O proz ¢ G).

15. Vé&ta. Necht mnoina B c E,, md isolovany bod b. Potom nent B, — B e &.

Dukaz. Bud K oteviend koule o stfedu b takové, ze K n B = {b}. Kdyby
platilo G = E,, — Be &, platilo by podle véty 10 K — {8} = K n G ¢ @;
to v8ak odporuje predeSlému lemmatu.

16. Bud G ¢ G; bud D = D(F) mnoZina viech spojitych funkei f na H(F)
takovych, Ze k funkei |f| existuje aspoil jedna horni funkece. Systém D z¥ejmé&
obsahuje viechny omezené spojité funkce na H(G). Kazdé nezdporné funkei
f € © pfifadime infimum v8ech hornich funkei; oznaéime je D(G, f). Je-li f = 0,
je oviem D(@G, f) = 0; je-li f libovolns funkce z D, miZeme tedy poloZit

D(f) = D(@, f) = D(@, f,) — D(&,[)

kde f,(z) = max(f(z), 0), f_(x) = max(— f(z), 0). (Z¥ejmé f,,f_eD.) Funkce
D(f) je podle véty 13 feSenim Dirichletovy dlohy, p¥isluiné k funkei f (a mno-
Ziné G). Misto (D(f))(x) piSeme D(f, x) nebo D(G, f, z) (z € G).

Pozndmka. Jestlize k nezdporné spojité funkei f na mnoziné H(@F) existuje
YeSeni Dirichletovy tlohy, nemusi je§té platit fe . P¥iklad (v E,): Funkce
F(zy, z,) = 27 — 2; je z¥ejmé Fefenim Dirichletovy tlohy, p¥isluiné k funkei
f(z,, 0) = 7 a poloroviné z, > 0. PoloZme g,(f) = min(n, ), f,(2;, 0) = gn(2;).
Z cwé 13, 17, 18 snadno plyne, ze pro x = [x,, #,], , > 0 je D(f,, x) =

_ 1 Zs - Gn(t) . A _
= f ) dt, kde y = f i Kdyby k funkei f existovala hor

— 0
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ni funkce @, bylo by D(fn) = @ pro kaidé n; volime-li v8ak na pt. b = [0, 1],

gn(t)
241

dostaneme D(f,, b) = — f dt - oo.

17. Véta. Bud G ¢ G; necht existuji funkce @, ¥, které maji tyto viastnosti:
Jsou omezené a spojité na G a harmonické na G- shoduji se na H(G), nejsou si
véak identicky rovny na G. Potom platt

inf D(G, 1,z) = 0 (9)
re@
(je oviem D(@G, 1) = D(G, f), kde f(z) = 1 pro kazdé x ¢ H(G)).

Dikaz. Polozme Q(z) = @(x) — P(2) (x € G). Potom je Q, omezens spojité
funkee, kterd neni identicky rovna nule na mnoziné G. MuZeme tudiz volit
dislo ¢ tak, ze funkee 2, = ¢, mé supremum rovné 1; polozme 2, = 1 — Q,.

Protoze Q,(x) =1 pro kazdé x ¢ H({), je 2, horni funkece k funkei f(z) = 1
a tedy D(@, 1) £ 2,. Odtud a ze vztahu inf Q,(z) = 0 plyne (9).

18. Bud &' = @, systém téch reguldrnich mnoZin G c E,, pro néz je
D(@,1)=1 (t. j. D(G, 1,z) = 1 pro kazdé z ¢ G); bud G} = G, = & — &,.

Poznamka. Je-li G € &, je FeSeni Dirichletovy dlohy pro kazdou omezenou
spojitou funkei na H(G) vidy jednoznacéné ve tiidé omezenych funkei (to plyne
ihned z véty 17). Je-li viak G e G, existuji k funkei f(x) = 1 aspoti dv& ne-
z4porns omezens YeSeni (a plati tedy (9)). Potom oviem neni ¥eSeni Dirichle-
tovy tlohy jednozna¢éné pro Ziddnou omezenou spojitou funkei na H(G) ani
ve tiidé omezenych funkei. — Je-li m = 2, je systém @&, prazdny, jak plyne
z cvié. 12. Uvidime (viz vétu 35), Ze pro m > 2 pat¥i do &, kazda reguldrni
mnozina s omezenym komplementem. Do &, pat¥i oviem vSechny omezené

reguldrni mnoZiny. — Bud konetné e ©, a bud f nezdpornid funkee z D;
polozme é = inf D(f, z). Potom je D(f, ) — 6(1 — D(1, z)) horni funkce k f,
zel

take § = 0 (zobecnéni vztahu (9)).

19. Véta. Bud Z isometrické zobrazent prostoru E, na E,; bud G € & (resp.
G € ®,). Potom Z(Q) € & (resp. Z(G) € B,).
(Plyne snadno ze cvié. 26 a z vét 11, 13 a 15.)

20. Lemma. Bud M neprdzdnd kompakini konvexnt édst E,,. Necht existuje
funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M a rovnd nule na
M. Potom E,, — M € 6.

Dikaz. Jelib e B, « € B,, bud Z, , zobrazeni, které bodu z ¢ E,, ptitazuje
bod b+ x(x — b). Je-li tedy beM, xe0,1>, plati Z, (M) c M. Zvolme

nynf beH(M); bud M, = Zyo (M) pro & = % ®,(z) = Db + n(z — b))
(n=1,2,...). Bud K oteviend koule o st¥edu b a poloméru 1. Existuji kladna
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dsla ¢, &, ... takova, Ze pro ¢ € K je |e,D,(x)| < n~2. Rada D ¢,P,(z) tedy .
Nl

konverguje stejnomérné na mnoZiné K; bud ¥ jeji soudet. Snadno se zjisti, Ze
kazdé funkce @, je harmonickd a kladnd na %, — M, a tedy na &, — M.
Podle cvid. 24 je funkce ¥ harmonickd na K — M. Je ¥(b) = 0, funkce ¥ je
spojita na K a kladnd na K — {b}; je to tedy bariéra.
21. Lemma. Bud ¢ > 0,
M=FEx;x=[%;... ¢n] €Bp,x,, = 0, 2| = ¢] .

Potom existuje funkce @, kterd je spojitd v E,,, harmonickd a kladnd v E,, — M
a rovnd nule na M.

t dr f1
Dikaz. Polozme f(t) =f:.—____m t=0), fx) = 5 (@ — & +
J Vet +#)

+ V@ =&y  484%), B(z) = f(B(x)) (x € B,,). Dokézeme, %e funkce & mé
uvedené vlastnosti. Funkce & je zfejmé spojitd a nezdporni. Polozme jesté

D = |/(@® — & + 422, .

Je-li z,, + 0, je D> |2* — &2, tedy B(z) > 0. Je-li |z| > ¢, 2,, =0, je D =
= 2® — &, tedy opét B(x) = 22 — & > 0. Je-li viak ze M, je x,, =0, D =
= & — 2%, B(x) = 0. Vidime, 7e M = E[z; O(x) = 0]. Mame jesté dokazat, Ze
funkce @ je harmonické na E,, — M. Viimnéme si, e na E,, — M je D > 0
a (piSeme-li f(z) = B)

B2+ B(e® — 2*) — e, = 0. (10)
Odtud plyne (viz cvié. 6)
26 grad f + (¢t — 2°) grad f — 2fz — 2%z = 0,
kde v = grad z,, = [0, ..., 0, 1]. Protoze f = }(® — & + D), je

28+ —x2=0D, (11)

takZe D grad § = 2(fz + &,,0) a tedy
D .z . grad f = 2(B? + c%7) (12)
Da(grad )t = 4(f® + 263, + eta?) . (13)

Dale ma;me (viz (11)) D(Ba2 + &%) = (28 + &% — ?)(B® + ekl) = 28%2 +
2B + (&2 — 22) B 4 o2, — 2fekl, = Pra® + 2B &%, + etk + 2B +
+B(e* — 2%) — 22, protoze viak [ ...]=0podle (10), je

D(B? + e22) = p® + 28e200, + ek, .
Odtud a z (13), (12) plyne
D(grad ) = 4(8+* + &) , (14)
(grad B)2 = 2z . grad f . (15)
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Provedeme-li na rovnost (10) operator 4, dostaneme podle cvié. 6
2(grad B)? + 2848 + AP(e2 — a?) — 2.2z .grad § — 2mB — 2e2 =0,
takze (viz (11), (15))
DAB = 2(mp + £2). (16)

Z (10) a (14) plyne fut + ez, = f* + fet, (gradf) = 7 (B + &) a tedy
(viz ovié. 7 a vatah (16)) 4D — f* . (grad f)2 - [ . 4B = —2- [ . (mf + &) +

+ 2f". B(8 + &*)]. ProtoZe viak f'(8) = (B(8 + 82)"‘ 0 F(B) = — 3.

B+ )+ B — 1)(B 4 )2 = — 3(...)E. (B + &)L (mB + &),
dostdvame AD = % [(...)F.(mB + &) — (..)E. (B + &) 2. mf + ).

BB+ )] = 2 [ mf e) — () E () (mf 9] = 0. Tim je
vie dokazano.

22. Véta. Bud R nadrovina, K wuzaviend koule o stfedu v R. Potom je
E,—(KnR)e@®.

Dikaz. Bud ¢ polomér koule K; bud M = Elz;z = [y, ..., %] € En,
Z, = 0, |z] < ¢]. Podle lemmat 20 a 21 je E,, — M ¢ G; podle v&ty 19 je téz
E,— (KnR)e@®.

23. Véta. Bud G otevfend Cdst E,; necht H(G) + § a necht ke kaZdému b e
€ H(G) existuje nadrovina R a uzaviend koule K o stfedu v R tak, %¢ K 0 R n
NnG=20, beK n R. Potom Ge@.

(Plyne z lemmatu 9 a véty 22.)

24. Véta. Bud @, € G,; bud G, e 8, G; c Gy. Potom Gy e G,

Dikaz. Definujme na mno#ing @, funkei @ predpisem P(z) =1 pro z ¢
€@, — G, O(z) = D(G4, 1, 2) pro z € G. Protoze @(x) = D(G4, 1, x) dokonce
pro ka?dé z ¢ G,, je podle cvit. 27 funkce @ spojitd na @,. Zvolme b e G,.
Je-li be @, — Gy, je D) = 1; protoze D(xz) < 1 na G,, je Dg(b) <1 = B(b)
pro kazdou kouli K, pro niz K c @,. Je-li viak b ¢ G, pak pro kaZdou dosti
malou kouli K o st¥edu b plati @g(b) = D(b). Funkee @ je tedy horni funkei
k funkci identicky rovné jedné na H(@G,); protoze (podle véty 17) je inf D(G,, 1,

ze@,
z) = 0, je také inf @(x) = 0, takZe inf D(Gy, 1, 2) = 0, Gy e &,.

re@Q, zre@,
25. Véta. Necht G, G, e G, G, n Gy, = 0. Potom @ = G, U G, e ®. Jestlize
G, Gy e Gy, Je téZ G e .
Dikaz. Protoze G, n G, =0, je H(Gy) n G, =0 a tedy H(Gy)n G = 0;
protoze H(@,) c G, c @, je H(Gy) c H(G). Podobné se zjisti, Ze H(G,) c H(G).
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Bud nyni f nezadporna omezens spojitd funkce na H(@). Definujme na mnoziné
G funkei F predpisem F(z) = D(G;, f, 2), je-liz e G;, F(z) = f(x), je-liz e H(G).
Funkce F je spojitd na G, i na Gy; podle evié. 27 je funkce F spojitd i na
@, v G, = G, takie je nezipornym feSenim Dirichletovy tlohy, piisluiné
k funkei f a mnoziné @. Protoze podle véty 15 mé kazdd z mno#in E,, — G;
vice nez jeden bod, mé podle evis. 28 také hranice kazdé z mnoZin G; a tedy
i hranice mnoziny G vice nez jeden bod. Podle véty 11 je tudiz G ¢ &. Jestlize
nyni G4, Gy € &;, je funkce D(G, 1) rovna jedné na G; i na G, a tedy i na G;
odtud plyne G e &,.

26. V&ta. Necht G X By e @™+1 (resp. @7 ). Potom G e G™ (resp. G € Gy).

Dukaz. Bud f nezipornd omezend spopta funkece na H(@); poloime
]‘(ml, cees Tpy Topgn) = f(2y, ..., Z,). Potom je f nezapoma omezend spojita
funkce na hranici mnoziny U = @ X E,; bud F= DU, ]‘) Zvolme yy, yye B,
a polozme d =y, — Y- Funkece F(x y +d) (xeG y € E,) je horni funkei
k funkei 7 ]e tedy F(x, YY) = F(x Y, + d) = F(x 9,). Podobné se zjisti, Ze
F(x, Yo) = F(x, y,); vidime, Ze existuje funkce F na mnoZing @ tak, ze j’(z, y) =

2

aF
= F(x). Protoze — e

Dirichletovy tlohy, prisluiné k funkei f. Ma-li tedy komplement mnoZiny &
aspoiit dva body, je podle véty 11 G'e G™. Je-li kromé toho G x E, ¢ G+t a
volime-li f(z) = 1, existuje b ¢ @, ¢ ¢ E, tak, ze F(b,¢) < 1 a tedy F(b) < 1;
protoZe D(G, 1) = D(@, f) £ F, je také D(G, 1, b) < 1. Odtud plyne G« G
. Ptipad, Ze by komplement mnoZiny @ obsahoval jen jeden bod, nemuzZe
viak (za predpokladu G X E, e &m+1) nastat; to dokidZzeme sporem. Necht
tedy G = E,, — {0}, G X E, e ™*1. Bud L = E[x;x ¢ B, |z — b| < 1]. Pro-
toze L X E, e &1, je téz (podle v&ty 10) (L n @) X E, ¢ @™ Protoze
komplement mnoziny L n G' obsahuje vice nez jeden bod, plati (podle toho,
co jsme dokézali) L n G« &™. To vSak odporuje lemmatu 14; tim je vSe do-
kazano.

Poznidmka. Je-li @ X E, e B7*?, je oviem G ¢ GT.

27. Véta. Bud P poloprostor; bud G ¢ &, G c P. Potom G € &,.

(Plyne snadno z cvié. 13 a z vét 19 a 24.)

28. Véta. Necht G e @, bud Z(xy, ..., x,) = [24, ..., Zm—1, — ). Potom
G n Z(G) € G, '

Diukaz. Bud 4 (resp. B) poloprostor z,, > 0 (resp. z, < 0); bud R nad-
rovina z, = 0. Polozme U = G' — R. Z véty 27 plyne, Zze neni G c 4; je tedy
G n B % @, takze (viz véty 10 a 27) G n B e &,. Podobné se zjisti, Ze G n
NnAe®,;, azvéty 25 plyne U = (@ n 4) u (G n B) e G;.

Bud F = D(@, 1). Kdyby bylo F(z) =} pro kazdé z<R n G, bylo by
(viz (1), cvié. 3) F(z) = } pro kazdé ze H(G) v (R n G) > H(U); odtud by

= 0, je funkce ¥ harmonickd na G; je to zfejmé feéeni
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vSak plynulo, Ze je funkce F horni funkei vzhledem k funkei f(z) = ¥ (z €
e H(U)) a mnoZing U a Ze tedy plati F(z) = D(U, },z) = } prokaidé x e U u
U (R n @) > @G, coz neni mozné podle (9) (véta 17). Existuje tedy be R n G
tak, Ze F(b) < }; ztejmé b e G, tedy b e @ n Z(G) = V. Definujme na mnoziné
V funkei @ ptedpisem &(z) = F(z) + F(Z(z)). Funkce @ je harmonickd na
¥ a spojitd na V; protoze H(V) c H(G) v H(Z(R)), je D(x) =1 pro kazdé
xeH(V) a tedy ®(x) = D(V, 1, ) pro kazdé = e V. Protoze viak &(b) < 1, je
Ve @,

29. Véta. Necht U e@®T,U X E, e ™Y, Ge@m*, G0 (B, —U) X
X <0, ©0)) = 0. Potom G « &7 .

Dikaz. Bud Z(xy, ... Tps Tpi1) = [Ty oo o) Ty — Tppyq]. Ziejmé Z(G) 0
O (B — U)X (— 00, 0)) = 0, takze G n Z(G) n (B,, — U) X E;) = § ne-
boli @ n Z(G) c U X E,. Kdyby bylo G ¢ &5 "', m&li bychom podle v&t 28,
24 a 26 postupné G n Z(G)e Gy, U X B, e B " a konetn& U ¢« Gy proti
pfedpokladu. .

30. Véta. Bud G otevFend édst E,,, H = H(GQ) + 0. Nechi ke katdému b e H
existuje nadrovina R a uzavfend koule K- se stiedem v R tak, Z¢ be K n R,
Ko Rn G= 9. Potom G X E, e Gm+i, .

Dukaz. Zvolme de H(G X E,), d =[b,c], kde be H, ce E,. Sestrojme
k bodu b podle pfedpokladi v&ty nadrovinu R a kouli K; polozme § = R X E,.
Bud K = E[z;zeE,, |lx —s| £8,t =[s,¢c, L=E[x;ze B, ,, |z —t < 4]
Potom je L koule se stfedem v nadroviné S; snadno se zjisti, Ze de L n S,
LnSn(Gx E)=9¢. Podle véty 23 je G X E, e ™1

31. Vé&ta. Bud C usebka v Ey; necht G e &3, G n (C X 0, o)) = 0. Potom

G e . ,
" Dukaz. Usetka v E, je zfejmé prinikem nadroviny (= ptimky) s koulf
(= kruhem) se st¥edem v této nadroving. Podle véty 30 je (B, — C) X E, ¢ G3.
Protoze ®2 = ¢ (viz cvié. 12), je podle véty 26 (E, — C) X E, e G} Podle
véty 29, kde piseme U = E, — O, je tudiz G « & '

Poznamka. Ty regulérni mnoziny s neomezenym komplementem, s nimiz
se setkdvame pii konkretnim YeSeni trojrozmérné Dirichletovy tlohy, pat¥i
podle v&t 31 a 19 zpravidla do &2. To znamen3 zejména, jak vime, Ze ke kazdé
funkei, spojité a omezené na hranici takové mnoZiny, existuje pravé jedno
omezené Fefeni prislusné Dirichletovy ilohy.

32. Véta. Pro kaZdou mnoZinu G € & jsou sprdvnd tato tvrzeni:

“a) Jestite f,geD,jef+geDa
D(f + g) = D(f) + D(g) .
b) Jestlize fe D, ce By, jecfeDa
D(cf) = eD(f) .
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) Jestlize f,ge D, f < g, je
’ D(f) = D(g) -
d) Jestlize f je spojitd funkce na H(@), ge D, |f]| <g,jefeDa
[D(H)] = D(g) -

Dikaz. Budte napfed f, g nezdporné funkce z . Potom je D(f) + D(g)
horni funkece k f+ g, tak?e D(f) + D(g) = D(f + g). Protoze D(f + g) je
horni funkce k f, je D(f + g) = D(f); vidime, %e D(f + g) — D(f) je horni
funkei k funkei g. Odtud plyne D(f + g) — D(f) = D(g), D(f + ¢) = D(f) +
+ D(g). Tvrzeni a) je tedy v naSem p¥ipadé spravné.

Budte nyni f, g libovolné funkce z . Definujme funkce ¢, v predpisem:
F+9++oe=Ff+9w f+9)-+ v=f_+ g_. Odeétenim téchto rovnosti
dostaneme vztah ¢ = y. Zfejm& ¢ = 0, g e D. Je D(f + g) = D((f + 9)+) —
— D((f + 9)-) = D((f + 9)+) + D(p) — (D((f + 9)-) + D(y)); podle toho, co
jsme jiz dokézali, je tedy D(f + g) = D((f + 9)+ + ¢) — D((f + 9)- + v) =
— D(f.) + D(g.) — (D(_) + D(g_)) = D(f) + D(g). Tim je tipln¢ dokézéno
tvrzeni a). Dikaz tvrzeni b) a ¢) lze pfenechat étenafi. Plati-li nyni pFedpokla-
dy tvrzeni d), je zfejmé fe D, —g =< f < g, tedy D(f) = D(g), D(— 9) = D(f).
D(g) = — Df), takze opravdu [D(f)| < D(g).

33. Véta. Bud G e G™, f¢ D, H = H(G). Potom plati

sul;lvvl”“2 [ D(f, 2)| = sugl%l”‘—2 - f@)l, (17)
sup|D(f, z)| = suplf(z)| - : (18)
ze@ zeH

Dikaz. Bud napfed funkece f nezdporna. Neni-li funkce |z|™~2 . f(x) omezen4,.

je vztah (17) z¥ejmé sprivny; bud tedy sup|z|™2.f(x) =8 < co. Potom.
) zeH
existuje ¢islo ¢ tak, Ze f(x) < ¢ pro vSechna x ¢ H. Snadno se zjisti (viz odst..

3, 4), Ze funkce @(z) = min(c, s . [z|>*~") (P(0) = ¢) je horni funkei k funkei f..
Pro kazdé x € G je tedy D(f, ) =< D(x), takze |x|™2 . D(f, ) < s. Odtud plyne:
ihned, Ze (17) plati pro kazdou nezdpornou funkei f € .

* Bud nyni f libovolné funkee z D. Podle 32, d) je |D(f)] < D(f|); podle toho,.
co jsme dokazali, je tedy sup lz|™=2 . |D(f, z)] = sup l2|™2 . D(If], =) <
= sup|z|™2. |f(z)| . Odtud snadno plyne (17). Dukaz vzta,hu (18) lze pie-

zeH
nechat étenaii.

34. Véta. Bud m > 2, Ge @™, H = H(R), f € D; necht f(x) - 0 pro z e H,,
|z| = co0. Potom plati D(f, x) — 0 pro z € G, |x] - co.

Dukaz. MiZeme pfedpoklidat, Ze funkce f je nezdporni. Zvolme & > O
a poloZzme g(z) = max(f(x) — &, 0) (z ¢ H). Existuje koule K tak, Ze g(z) =
pro kazdé x e H — K; funkee |z|™2.g(x) (x ¢ H) je tedy omezena. Podle (17)
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je také funkee |x|”-2.D(g, ) (v ¢ @) omezend, takie D(g,z) — 0 pro ze G,
|z| — co. Protoze viak f(z) < g(2) + ¢ (z € H), je funkee D(g,x) + ¢ (x € @)
horni funkei k f; odtud plyne D(f, ) < D(g, =) + ¢ (x € G) a tedy také D(f, ) -
— 0 pro x € G, |x| - oo.

35. V&ta. Bud G reguldrni mnoina s omezenym komplementem; bud f spojitd
funkce na hranicc H mnoZiny Q. Potom existuji &isla ¢, d tak, Ze pro kaidé x € G,
x % 0je

¢
&

x[m—l °

Dukaz. Bud K oteviend koule o stfedu v poéitku a poloméru R; nechf
K > E,, — G.Definujme na mnoziné H(K) funkei g pfedpisem g(x) = D(G, f, ).
Podle cvié. 10 je funkee

Rm—2

Fa) D(K, g,z -52—2) @eE, — K)
fefenim Dirichletovy dlohy pro funkei g a mnozimu E,, — K; touz vlastnost
mé i funkee D(G, [, z) (x € E,, — K). Funkee |z|™2. F(z) je zfejm& omezend;
funkece |z|™-2.D(@,f, z) je omezend podle (17) (véta 33). Podle cvié. 12 je
tedy F(x) = D(G, f, ) pro kazdé ¢ E,, — K.

Bud nyni ¢, = D(K, g, 0). Na mno%in& K existuje omezend funkce ¢ tak,
%e D(K,g,x) = ¢, + |#| . p() pro kazdé z ¢ K. Pro znon ¢ K potom plati

. __ BRm R? R\, s  pmes
DG, f, x) = F(zx) = & (co + EB gv(x . ?)) ; piSeme-li je§té c = B™2. ¢y a
je-li |p(x)] < d, pro z € K, plati pro x non € K vztah
[z . D(G, £, &) — cla] < B™.dy.

ProtoZe v¥ak levd strana této nerovnosti je omezend na mnoziné G n K,
existuje d tak, Ze je )
llz|™. D(G, f, ) — clz|] < d

pro viechna z ¢ G; odtud plyne ihned tvrzeni véty.

Poznédmka. Zfejmé |z|™2 D(f, ) — ¢ pro |z] - 0.

36. Z véty 35 snadno plyne, Ze pro m > 2 pat¥i do &, kazda mnoZina G ¢ G
s omezenym komplementem. Nyni ukéZeme, Ze i mnoZina s neomezenym
komplementem mize patfit do &,. P¥iklad (v E;): Bud B = { B,, kde B, je

n=1
uzaviend koule o st¥edu s, = [0, 0, n%] a polom&ru n; bud § = {s;, 8, ...}. Pro
z¢G, = E, — 8 polotme F(z) = > Ld

n=1 m ) Je-]ix € GOa ls”el > 2]%1, Pa'k PI‘O

n 2n

ka?dé n = n, plati |z — s, >%]sﬂ], te&‘y E < —2—2 Rada,

— &, Ts—,,lzn

definujici funkci ¥, konverguje tedy na mnoZiné @, lokaln& stejnomérné.
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n 1

Je-li z = [z, x;, z,], kde 23 < 0, je = — 5] < —; v poloprostoru z; < 0

n?’
konverguje tedy fada dokonce stejnomérné. Odtud snadno plyne, Ze funkce
F je harmonicka na mno#ind G = E, — B, spojité na G a spliiuje vztah F(z) —
— 0 pro |z| - o, z; = 0. Na hranici mnoziny G je vSak zfejmé F(x) > 1,
takze F' = D(G, 1), iniD(G, 1,z) =0, G e B,

Ze

37. V&ta. Necht G € &; budte G, @, ... takové otevFené mnofiny, %e G, C
cG@yc...,UG,>Ga%Gn G,e® pro kaidé n. Bud f e D(G); budte fy, far---

n=1
spojité funkce na mnoZiné H = H(Q), které maji tyto vlastnosti:
(@) < /@) £ s fal@) - f@) Z 0, [ale) > f(@) pro kaidé z e H; (19)
fal) =0 prokaédé xe H — G, (n=1,2,...). (20)

Kakdému pFirozenému n prifadme funkci g, definovanou na mnoZing A, =
= H(G n G,) pfedpisem ¢

gn(@) = fu(x) (®ed,n H), . (21)
gu(®) =0 (zed, — H). (22)
Potom je g, e D(G n G,) pron =1, 2, ... a plati
‘ D(@ o Gy, g, %) — D(G, f, 7) (23)

prokatdéz e G. .

Diikaz. Pfedpoklddejme nap¥ed, ze funkee f je nezdporna (atedy 0 < f(z) <
< fo(x) < ...). Zvolme index 7 -.a polozme C = A4,n H, D = A4, n H(G,).
Podle (21) je funkce g, spojitd na mnozing C. Bud nyni z e D. Je-li z € H, je
podle (20), (21) g.(z) = 0; jestlize v8ak x non € H, je podle (22) opét g,(x) = O.
ProtoZe mnoZiny C, D jsou uzaviené a protoZze 4, = C u D (jak plyne ze
vztahu (1), cvid. 3), je podle cvid. 27 funkee g, spojitd také na mnoZiné 4,,.
Z (21), (22) plyne, Ze g.(x) =< D(G, f, ) pro kazdé z € A,; je tedy g, e D(G N
n @,). Polozme F, = D(G n G,, g,), F = D(G, f).

Zvolme bod ze 4, a index p > n. Jestlite ze G, je ¢,(x) = 0 = Fp(x);
neni-li z e G, je ovdem xe G n G, — Gc G n G, — G c 4, a podle (19), (21)
je opét g,(x) < 9,(z) = F,(x). Odtud plyne, Ze¢ na mnoZin& G n G, plati
Fo(@) = Fylx) = F(2).

Bud 2 libovolny bod mno%iny G. Protoze G c G G, existuje index n tak,

e x e G n G,; podle (2) (cvik. 3) je " : ‘

Gn@,cGn@, ‘ (24)

atedy x ¢ & 0 @,. Na mnoziné & miizeme proto definovat funkei @ predpisem
B(w) = lim F,(z)
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(pfi libovolném z e G je posloupnost {F,(z)} definovéna pro viechna dosti
velkd » a je monotonni); ziejmé

G<F. (25)

Protoze je posloupnost funkei F,, omezend v okoli kazdého bodu mnoziny G, je
podle cvié. 24 funkce @ harmonické na G. ‘

Bud nyni b e H, ¢ > 0; necht b € G,.. Je-li p > n, je podle (24) be G n G, —
— G c 4,, tedy F,(b) = f,(b). Protoze f,(b)— f(b), existuje p > n tak, %e
F,(b) > f(b) — e. Protoze funkce F, je spojitd na G' n G, je podle (24) spojité,
ina G, n G; existuje tedy okoli U bodu b tak, ze

Fy2) > f(b) — |
pro viechna zeU n (G, n G) =V n @, kde V =U n G,. Protoze F(b) =
= {(b), existuje takové okoli W bodu b, Ze pro kazdé z ¢ W n G je

‘ F(z) <{®)+e.
Pro viechna z ¢ (V 0 W) n @ je potom
f(0) — e < Fy(z) = D(x) = F(z) < f(b) + e
Vidime, %e ®(b) = f(b) a Ze funkce D je spojitd v bods b vzhledem k mnozing G.

Tim jsme dokazali, e @ je horni funkei k funkei f a %e tedy @ = F. Odtud
a z (25) plyne (23). Pro libovolnou funkei f ¢ ©(G) dokdZeme vétu rozkladem
funkece f na rozdil f, — f_.

Pozndmka. V této v&t& miZeme mnoziny G, a funkee f, volit na p¥. takto:
Bud b € G; bud @, koule o sttedu b a poloméru n. Dale bud y,(¢) = 1 pro
0<t<n—1, yp,(t) =0 pro t = n a funkce p, bud linedrni v intervalu
{n — 1, n); poloime f,(x) = f(x).p,(jx — b]). V&ta potom ¥ikd, Ze Feleni
Dirichletovy tlohy, pFisluiné k funkei f a mnoZind @, lze p¥iblizné vyjadiit
fefenim Dirichletovy tlohy, pfislusnym k funkei g, a mnoZiné G n @,. Da-
lezité je p¥itom, Ze mnozZina G' n @, je (v tomto piipade) omezena; pro omezené
mnoziny plati totiz v&ta o unicit® FeSeni a jsou téZ zndmy rtzné piiblizné
metody k jeho nalezeni. '

38. Lemma. Bud G e®, f,f1, fo --- € D; mecht fi(z) < folzx) = ..., fu(z) >
— f(x) pro kaZdé x ¢ H(G). Potom plati D(f,, x) — D(f, x) pro kaidé x ¢ G.

Dikaz. Pfedpoklddejme napied, Ze funkce f, je nezdporna. PoloZime-li
v piedeilé vété @, = B,, (n = 1,2, ...), bude g, = f, a podle (23) dostaneme
D(f,, ) = D(f, z) (x € G). Vynechme nyni ptedpoklad, Ze funkece f, je neza-
porné, a pime ¢, =f, —f, m=1,2,...), p = f — f;. Podle toho, co jsme
dokézali (a podle vty 32), je D(g,, ) — D(p, ) a tedy D(f,, x) = D(p,, ) +
+ D(f,, ) = D(p, x) + D(f,, ) = D(f, ) pro kazdé z ¢ Q.

39. Véta. Bud G ¢ ®; budie f, f, fo --- SP0jité funkce na hranici H mmnofiny
G. Necht fn(x) — f(x) pro kazdé x € H a necht viechny funkce |f}, |fal, ... maji
spoleénow horni funkci. Potom plats D(fn, ) — D(f, ) pro kaZdé x « q.
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Dikaz. Bud @ spoleénd horni funkce k funkeim [f,[. Polozime-li ¢(x) =
= @(z) pro z € H, je ziejmé ¢ € D. Zvolme bod b ¢ G a definujme na systému
® funkcional J predpisem J(g) = D(g, b). Funkeciondl J je podle predeslého
lemmatu spojity vzhledem k monotonni konvergenci v prostoru . Protoze
[Fa@)] = @(), fol®) — f(x) pro kazdé = € H, plati také (viz na pi. [4], str. 183)
J(f,) = J(f) neboli D(f,, b) - D(f, b).

Poznimka. Je-li konvergence f,(z) — f(z) stejnomérnd na mnozing H, je
konvergence D(f,, x) - D(f, x) stejnom&rné na mnozing G (to plyne ihned
z (18), véta 33).

40. Bud G e G. Rekneme, e posloupnost funkei F,, F,, ... je pFipusind
(vzhledem k mnozing &), jestlize plati: ‘

1. Funkce F, jsou spojité na G a harmonické na G;

2. funkece |z|™2 . F,(z) jsou omezené;

3. existuje funkce @, kterd je spojité na G, superharmonickd na G a ktera
pro ka?dé z ¢ G a kazdé n spiiuje vztah O(z) = |F,()|;

4. pro kazdé z € G existuje Lim F,(z).

N0

‘Déle bud M systém viech funkei F tvaru F(z) = lim F,(z) (z ¢ G), kde F, je

N—>00

piipustnéd posloupnost.

41. Véta. Bud Ge®, H= H(G); bud feD. Potom existuje privé jedna
funkce F e M, kterd se na mnoziné H shoduje s funket f; je to funkce F = D(f).

Dukaz. Budte v, y,, ... funkee z pozndmky k vét& 37; poloZzme g,(x) =
= p,(|2]) . f(x) (weH, n=1,2,...). Podle (17) (véta 33) jsou funkce [x|™~2.
. D(g,, ) omezené. ProtoZe f ¢ D, existuje k funkei [f| horni funkce @; je pak
z¥ejme |g,(x)| < D) (x e H), tedy |D(g,, %) < D(z) pro kazdé ze G (n =
= 1,2, ...). ProtoZe g¢,(x) — f(x) (z e H), je podle v&ty 39 D(g,, z) — D({, x)
(x e G). Funkce D(g,) tvoti tedy ptipustnou posloupnost s limitou D(f).

Necht naopak F ¢ M, F(x) = f(z) pro kazdé z ¢ H; necht F(z) = lim F,(z)

N—>00

(z e @), kde F, je piipustnd posloupnost. Definujme na mno#ing H funkece f,
predpisem f,(x) = F,(x). Protoze funkece |2|™-2 . F,(z) jsou omezené, jsou podle
(17) (véta 33) také funkee [z|™2.D(f,, x) omezené; podle cvis. 12 je tedy
F, = D(f,). Protoze f,(x) — f(x) (x e H) a protoZe funkce f, maji spoletnou
horni funkei, je podle véty 39 F,(x) = D(f,, z) — D(f, z) (x € G), tedy F =
= D(f).
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PeswoMme
3AJAYA TUPUXJIE

AH MAPHUK (Jan Maftik), IIpara.
(TocTymano B pepaxnuio 23/V 1956 r.)

IIycts G — OTKpHTadA 9acTb M-MEPHOr0 €BKIMAOBA HpOCTpaHcTBa K,
9 + G % E,; oycts [ — (KOHeYHAA BELNECTBEHHASA) HENPEPHBHAA QYHKOIEA
na mEokectse H(Q). (H(G) — rpamuna, G — 3ambikanme muosxectsa G.) Ecan
$yrxnna F menpepnisra B G, rapmormuna B G m pasma f ma H(G), TO cka-
sxeM, 910 F' — pemenue 3agagm [Inpuxie, cOOTBeTCTBYOMEH QYHKIAA f I MHO-
ectBY G. Ecnm mEOMecTBOo G orpasmueHo, cymecTByer He Gojiee yeM ofHa
Taxad ¢yErnuaF. IIycTs Temeps g — cECTEMA BCEX HENYCTHIX OTKPHTHX OrpaHA-
9eHHEEIX MHOecTB (F C E,, Takmx, 9TO Jif Ka)kHOH HeNpPepHBHOX (YHKIAA
Ha H(@) cymecrByer pemenne 3agaunm [Jupmxie; mycts, manee, B™ = G —
cmecrema Beex G ¢ E,, (G + E,), obnanaomux tem cBoiictsoM, 910 @ n K e g
ANA BCAKOH [0CTATOYHO GONBmON OTKPHITOR cdepst K ¢ ImeHTpoM B Hadase
xoopamuar. Ecnu G e @, nycts D(GF) — MHOKeCTBO Tex YHKOAN f, HempepEIB-
uux ga H(G), xoropsie o6nagaior ciegymomuM cBoicTBoM: CyliecTByeT He-
oTpEmarensuad HempeprBHAA B G pymrnma F, rapmonmueckas B G @ ymOBIe-
TBOpsOmAaA coorHomenmo F(x) = |f(x)| nna Beaxoro x e H(G).

Herpynusim ciencTBEmeM TeopeMbl 13 aBnsAeTca ClIeRyioliee HpesiOKeHHe:

Has kawcdoti Heompuyameavroit Pynryuu fe D(G) (G e &) cywecmeyem
HauMmenbULEe HEOMPUGAMeIbHOe Peulerle coomeememeytowel sadauu [Jupuzae.

9ro pemenue obozHaumM cmmBoioM D(@, f) m mag mpomsBonbHOR (YHKIMK
feD(@) momowmu D(G, f) = D(f) = D(G, f.) — D(@, {-), rne f[(x) =
= max (f(z), 0), f_(x) = max(— f(z), 0). - ®yuxkoua D(f) saBnsgerca, ode-
BEJIHO, pemeHmeM ¢ooTBeTcTBYylomeR sanaud [upuxie. Buecro (D(f))(») mamem
D(f, x) (x € G). — Teopema 23 yTBepmkAaer:

IIyemv G cE,, omkpuimo, 0 = G == E,,. IIpednosoncum, vmo 04s 6cakozo
b e H(G) cywecmsyem eunepnaockocmv R u samknymas cgepa K ¢ yenmpom
éRmax,ymobe Rn KuumoR n K n G = 0. Tozda G ¢ 6.

ycrs Teneps G = @, — cacrema rex G ¢ ©, mua xoropux D(G, 1, z) =
= 1 (z € G); nanee monoxmm Gy = G, = & — @,. U3 yopaskrerma 12 cie-
ayer, uro &} = &2; Bcaroe orpamuueHHOe MHOMecTBO G e B™ aBusercs,
oueBmpaHO, dnementoM &' (m wupomssomsHO). Ecam m > 2, torma Raskmoe
MmHOkecTBO G ¢ & ¢ orpaHmueHHEIM HomonHenmeM mpmHAmIexRuT & (cM. Teo-
pemy 35). — U3 ormenos 17—19, 24—31 cuexyer:

Ecau G e By, 10 inf D(f, ) = 0 Oss ecakoil Heompuyamesvrol PYHEGUL

ze@
fe DB
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Ecau G e &, mo 0Oan xancdoil oepanuvennot Henpepwvisnoii Ha H(G)
dynryun f cywecmsyem mouro 0dro ozparuiernHoe pewernue F 3adavu Jupuzae;
umeem F = D(f). -

ITycmv @ — usomempuueckoe omobpascernue npocmpancmsa E,, ¢ E,,. Eciu
G e & (coome. G e @), mo u ¢(@) e & (cooms. p(F) e &,).

Ecau Gy e Gy, Gy e @, G, c Gy, mo G, e &,.

I pednonooscum, wmo U e @™ u ymo 0as écakozo be H(U) cywecmseyem zunep-
naockocmy R u samxnymasn cepa K c yewmpom ¢ R maxr, wmo b ¢ R n K u umo
RnKn G=0. Toeda U X E; e &1 Ecau, danee, U e @', A = E,, —
— U*) Ge@®*1 Gn (4 X <0, 00) =0, mo Ge @&

Teopema 37 mMmeeT cleayOIUH HATIALHBINA CMBICT:

ITpednonoscun, wmo G € & uwumo f e D(GF). IIycme K — boavwas omrpeimas
cihepa; nycmv g — Henpepuisnas Gynryus va H(K o @), xomopas pasra Hyaw
na H(K) u npubausumesvro pasma f na H(@). Tozda gyrnkyus D(K n G, g)
npubausumenvro pasha D(Q, f) na mroscecmee K 0 @G.

Teopema 39 yrBepsxpaer, aro 3apacaMoctb D(f) or f HempepriBHA: :

Ecru Ge®, f, fo, f1o.--€eDF) u ecan f,(x) — fo(2), |falr)] = f(2)
(m=1, 2, ...) das ecakozo x e H(Q), mo D(f,, x) = D(f,, x) 0Oas scarozo
zeG.

Ornen 40 cogep:xAT onmpenesenne cucTeMsl I, d7eMeHTH KOTOPO# — QyHKIHRA
Ha MHOMecTBe G (G ¢ &), obnamaromei caexyomuM cBoicTBOM: [as Kaswcdozo
f e D(G) cywyecmeyem mouno o0dmo pewenue sadauwu Jupuzrse F maroe, umo
F e M; umeen F = D(f).

Summary

THE DIRICHLET PROBLEM

JAN MARIK, Praha.
(Received May 23, 1956.)

Let G be an open subset of the m-dimensional Euclidean space E,,, § + G =+
+ E,,; let fbe a (finite real) continuous function on H(®). (H(G) is the bound-
ary, G is the closure of G.) If a function F is continuous on @, harmonic on
G and equal to f on H(G), we say that ¥ is a solution of the Dirichlet problem
corresponding to the function f and the set G. If @ is bounded, then there

*) Ecam, Hanp., m = 2 u ecau A — cerMeHt, To MHosxecTB0 U = E, — A ynoBreTBOpPALT
BCeM NPEAIOT0KEHIAM.
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exists at most one such function F. Let g be the system of all non-empty bound-
ed open sets @ c E,, such that for each continuous function on H(G) there
exists a solution of the Dirichlet problem; further, let & = & be the system
of all G c E,, (G + E,) such that @ n K ¢ g for each sufficiently large open
sphere K with center 0. If G ¢ &, let D(G) be the family of all functions f which
are continuous on H(@) and which have the following property: There exists’
a non-negative function ¥, which is continuous on &, harmonic on @ and which
fulfils the relation F(z) = [f(x)| for each = ¢ H(G). The following assertion is
an easy consequence of Theorem 13:

For each non-negative function fe D(GF) (G e B) there exists a smallest non-
negative solution of the Dirichlet problem.

We denote this solution by D(G, f) and for an arbitrary f ¢ D(G) put D(G, )=
— D(f) = D(f,) — D(j.), Where f.(z) = max (f(z), 0), _(z) = max (— /(&), 0).
The function D(f) is evidently a solution of the corresponding Dirichlet
problem; the values of D(f) will be denoted by D(f, ). — Theorem 23 asserts:

Let G be open in B, » += G + E,,. Suppose that there exists, for each b € H(G),
a hyperplane R and a closed sphere K with center in R such thatbe R n K, R n
nKnG=9. Then Ge .

Now let B = &,; be the system of all G e & such that D(G,1,z) =1
(z € Q); further put &7 = G, = & — &,. In accordance with Exercise 12 we
have &2 = (?2; each bounded set G ¢ 8™ (m arbitrary) evidently belongs to
GT. If m > 2, then, according to Theorem 35, each set G ¢ &™ with bounded
complement belongs to &p. — According to Sections 17—19 and 24—31,
the following theorems hold:

If G € G, then inf D(f, x) = 0 for each non-negative function f e D(G).

ze@

If G e ®,, then there exists, for each bounded continuous function f on H(G),
a unique bounded soluttion F of the corresponding Dirichlet problem, namely
F = D). .

Let ¢ be an isometrical mapping of E,, into E,,. If G ¢ @ (resp. G € ®,), then
P(@) € ® (resp. p(G) e ©,).

If Gy e By, Gy e B, Gy C Gy, then Gy e G,

Suppose that U ¢ @™ and that there exists, for each b e H(U), a hyperplane
R and a closed sphere K with center in R such thatbe Rn K, R n K n U = 0.
Then U X E, e Gm*1. If, moreover, U e &', 4 = E,, — U*) Ge @1, G n
n (4 x <0, 0)) = 0, then G « BT+

Theorem 37 has the following intuitive sense:

Suppose that G € & and that f ¢ D(G). Let K be a large open sphere; let g be a
continuous function on H(K n @), which vanishes on H(K) and approximately

*) If, for example, m = 2 and if 4 is a segment, then the set U = E, — 4 fulfils
all the conditions.
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equals f on H(G). Then the function D(K n G, q) is approximately equal to
D(G, f) on the set K n G.

Theorem 39 asserts that D(f) depends continuously on f:

If ¢ € 8, £, fo fir - € B(G) and if fo(x) - fo(®), lfn(aj)l Sflg)(n=12,..)
for each z € H(@), then D(f,, z) — D(f,, ) for each x ¢ G.

Section 40 contains the definition of a system N, the elements of which are
functions on @ (G ¢ ) and which has the following property: For each f € D(G)

there exists a unique solution F of the corresponding Dirichlet problem such that
FeM, namely F = D(f).

282



		webmaster@dml.cz
	2019-11-04T14:21:48+0100
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




