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éasopis pro p&stovini matematiky, ro¢. 82 (1957) , Praha

SUR I’EQUATION & + f(t)z = 0

JAROSLAV KURZWEIL, Praha.

(Regu le 4 juin 1956.) * DT:517.942

On donne une condition suffisante pour que toute solution de I’équa-
tion & + f(t) . # = 0 (avec f(t) tendant vers 0 d’une maniére monotone,
lorsque ¢ — o) tende vers zéro lorsque t— 0. Cette condition est
plus générale que celles données par G. ARMELLINI et G. SANSONE. On
traite avec la méme méthode le cas ol f(f) tend vers zéro d'ume
maniére monotone.

Le but de ce travail est de trouver une condition que doit satisfaire une
fonction f(t), tendant d’une maniére monotone vers co lorsque ¢ tend vers co,
pour que toutes les solutions de ’équation

E+fE)x=0 " (1)
tendent vers zéro lorsque ¢ tend vers oo. |

Le méme probléme a été étudié par plusieurs auteurs. Afin de pouvoir faire
passer en revue les résultats obtenus jusqu’a présent, nous allons introduire les
notations suivantes: Nous supposons partout que la fonction f soit définie pour
t > 0, continue et positive. Nous dirons que f appartient & ’ensemble A si
f()'— oo lorsque ¢ — oo et qu’elle admette une dérivée f, continue et non-crois-
sante. Nous dirons que f appartient a I’ensemble B si f(f) — co lorsque £ — o0
et qu’elle admette une dérivée f, continue et non-décroissante. Démgnons par
R la demi-droite ¢ > 0. Soit

056, <b <ay<by<..., P=73(az;b,). (2)
i=1

Nous appelons densité de 'ensemble P le nombre k(P) défini par

n

2 (b - az)
h(P) = lim sup —————.

N—>0 bﬂ
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Nous dirons que la fonction f, admettant une dérivée continue et non-négative

f, appartient & I’ensemble C §’il existe un ¢ > 0 tel que f ; dt = co pour tout
R-P

ensemble P déterminé par les relations (2) et de densité A(P) << e. Nous écri-
rons X — 0 pour exprimer le faif que toutes les solutions de 1’équation (1)
tendent vers zéro. '

Nous allons présenter d’abord deux résultats s’opposant I'un & Pautre.

1
i+ 1)
Théoréme 1. fe B, - 1=>x—=0..

1)
Théoréme 2. fe A=>x— 0.
Ces deux théorémes ont été démontrés par M. M. BIERNAcCKI dans son
travail [1]. Un théoréme plus général a été énoncé par M. G. Armellini dans
le travail [2], savoir le

Théoréme3.f e C=x — 0.

La démonstration du théoréme 3 donnée par M. G. ARMELLINI n’est pas
compléte. Le théoréme 3 a été complétement démontré dans le travail [3] de
M. G. SANSONE et dans le travail [4] de M. L. ToNNELLIY).

La démonstration du théoréme 3 donnée par M. L. Tonnelli est reproduite
dans la monographie [5] de M. G. Sansone, II, chap. VII, § 4, 9a. Le théoréme 3
implique les théorémes 1 et 2, car A C C, B C C.2)

Un autre théoréme du méme type a été démontré par M. G. Sansone. Nous
dirons d’une suite {¢,} qu’elle est une t-suite lorsque

O§t0<t1<t2<---; tn+1—tn:—<:tn'—tn—1;(tn+1— n) > 0;
t, - 00.3)

Une fonction f admettant une dérivée continue et non-négative f sera dite
appartenir & ’ensemble D si pour toute z-suite on a

S o [@
tnsy — AL
7‘20( * )fnsl?élg+1 f(t) . @
Comme pour P = z (27, 2» 4 1) on a h(P) = 0, il est aisé de construire une
n.1 -
fonction f telle que f e D, f € C. Pour qu’une fonction f n’appartienne pas & D,

1) Les travaux [3] et [4] ne sont pas accessibles & 'auteur.

2) Ces deux relations résultent du théoréme 9 (voir les conséquences (d), (£); on peut
aussi les démontrer directement sans difficultés.

3) M. @. Sansone a supposé encore lim t—”i_l::ﬁ = 1, or cela résulte déja des conditions
citées (voir [5] II, chap. VII, § 4, 9b).

n tn—l
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f n)

il suffit que z"3 tende assez rapidement vers zéro pour une z-suite {#,} choisie

f(tn)

convenablement; donc il existe une fonction f telle que f ¢ C, f € D. M. G. San-
sone a démontré dans [3] le théoréme que voici:

Théoréme4. f ¢ D =~ x — 0.

Le théoréme 4 et quelques conséquences tirées de lui sont reproduits (sans
démonstrations) dans la monographie [5] de M. Sansone.

Enfin, M. M. Z14dmal, dans son travail [6] (théoréme 7) a démontré le résultat
suivant: Si une fonetion f(£) > const > 0 est continue et que la fonction (f(£))—*
soit convexe, alors pour toute solution de (1) on a

a(t) = (f(6) % [% sin ([(f(s))* ds + o) + o(1)],

t
#(t) = (FE)* [ cos ([ (F)* ds + go) + 0(1)] )

Soit E 'ensemble des fonctions f continues et telles que (f(£))—% est convexe
et que f(f) — oo lorsque & — co. Du résultat de M. M. Zldmal, cité c1-dessus
découle le

Théoréme 5. f ¢ E= x — 0.

Nous allons faire voir qu’il est possible de modifier, d’une maniére assez
simple, le théoréme 3 de facon que les théorémes 4 et 5 en deviennent des
conséquences. Définissons 1’ensemble F: Une fonction f, continue et non-dé-
croissante appartient & l’ensemble F si I'on peut. choisir un & > 0 tel que
f d log f = co pour tout ensemble ouvert H vérifiant

Liminf u(H 0 <t +1D)>1—¢e5)
t—>o

Théorémeé. f ¢ F=x — 0.

On peut démontrer le théoréme 6 de la méme maniére comme M. Tonelli
a démontré le théoréme 3. Posons

a2(t) = %”)—) 22()

4) On peut démontrer que ces formules asymptotiques sontf'v'ala.bles aussi dans le cas
ol f(¢) > const > 0 et _[f(t)]"“ est convexe pour un «, 0 < & < %.

5) L’ensemble F ne changera pas si ’on se borne & des ensembles H = R — P ou' P
est défini par les relations (2). Cela peut se démontrer facilement, car pour tout ensemble
borné ouvert H* et pour tout » = 0 on peut construire un ensemble Lc H* qui est la
somme d’un nombre fini d’intervalles ouvertes disjoints et. tel que I'on a ,

pE*—I) <7, fdlogf<n .

(@ désigna.nt la mesure de Lebesgue). ~Nous écrivons H* —H N (1, + 171, % + )
* = 1,2, 3, ... et choisissons les nombres 7, suffisamment petits. - . ,
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ou z(t) est une solution non-triviale de (1), d’ailleurs quelconque Un rdle sub-
stantiel est joué ici par I'identité

A(ty) = 22(t) — tf (23(£) — 2*(t)) d log f(t) -°) (3)

Soient 7; < 7, < 73 < ... tous les zéros de 'intégrale z(f). Comme f(t) - oo
(fdlog f = ) on a 7;,; — 7; — 0. Nous pouvons nous servir du méme pro-

R
cédé comme M. L. Tonnelli et nous renvoyons nos lecteurs au travail [4], ou
bien & la monographie [5] II, chap. VIL, § 4, 9a.

Le théoréme 6 est évidemment une généralisation du théoréme 3 (voir la
la note®)). Nous allons montrer que le théoréme 4 résulte également du théoréme
6, c’est-a-dire que D C F. Dans ce but, nous introduisons une autre définition
de 'ensemble F, équivalente & celle donnée ci-dessus.

Soit G l'ensemble des fonctions continues, non-décroissantes et telles que

fdlogf= oo

pour tout ensemble H C R, ouvert et vérifiant
Lim u(H o ¢t + 1) = 1.
t—0

Nous allons démontrer le

6) Pour des raisons de rigueur et d’intégrité nous allons démontrer I’identité (3). En
vertu de la formule d’integration par parties (voir [7], § 14, théoréme 14,1) nous avons

¢ as) - Bl FE)
H)+fﬁmdhﬁ '

1
Comme on a

| f( 5 x’(t) - x’(t) -0,
nous obtenons
t,

- [eoalg) - ?g ﬂ)d“m)"”m*“”m*

. iy
De 1a. formule citée résulte ensuxte que pour tout intervalle {tg, ;> on a

fﬁwm=ﬁhmqﬁﬂ

d’ot1, en vertu d’un théoréme sur la substltutmn dans une intégrale de Lebesgue-Stieltjes
(voir [8], théoréme 153), on obtient

f(t) 1,
LMW)f “_lLfflm

et de 1 il résulte enfm

#2(t)

mm—mm=—jﬂn

dlog (1) fﬂm—ﬁmmmmm.
t
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Théoréme7. F = G.
Démonstration. La relation F C G est évidente. Soit f € F. Alors il existe

une suite d’ensembles ouverts @, C R,k = 1, 2, ... et telle que ’'on a

U@Qrn it +1)>1—27%, k=1,23,..,t=2T,, [dlogf<oo.
Qx

Sans restreindre la généralité, nous pouvons supposer que _
w@rn Bt 4+1>)>1—2"% pour £t 20, k=1,2,3,...
Posons ay= [ dlogf;1=0,1,2, ... Alors nous avons évidemment
Qrn{ll+1)

Z“’cl <0, k=123,... et il existe une suite non-décroissante d’indices B,

(aveckl—>oolorsquel—>oo)ette]lequezak,<oo Soit Q = ZQk‘n (4, T+ 1).

Q est évidemment ouvert, f dlogf<oo, w(@n & t+ 1)) -1 lorsque

t — 00, done f ¢ G, ce qui nnphque G C F. Maintenant nous allons démontrer
le

Théoréme8. D C F.

Supposons que nous ayons f € F et que f admette en méme temps une dérivée
continue, non-négative. Comme F = G (d’apres le théoréme 7), il existe un
ensemble ouvert QC R tel que u(Q n {t,t + 1>) - 1lorsque t - oo, 4{ dlog f <

< co. Il est aisé de construire une z-suite {,} telle qu'on ait 1 > ¢,,, — ¢, >
> 2u({t, t + 1) — Q) pourvu que £, — 1 *¢ <#, + 1. On aura donc & plus
forte raison

tn+1 - tn > 2/“(<tm tn+1> - Q) ’ ,u(<tm tn+1> n Q) > ";“ (tn+1 - tn) .

De 14 s’ensuit

5 (nss —

iy _, 1 L ) f
T <2 inf <2 dl ,
AN OB rantmnn =2 A1ET0

(tn+1 - tn) .

hSUSte g

i:o(tn-u —1£,) min % < 2fd log f(t) < oo
Q

et alors fe D. Donec DC F.
Enfin nous allons revenir encore au théoréme 5 et démontrer le

Théoréme 9. Soit P C R un ensemble défini par les relations (2) et tel que
h(P) < §. Alors si f(t) - o lorsque t — co et qu'il existe un « > 0 tel que la
fonction (f(£))—= soit convexe, on aura

Jdlog f(t) = o0
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Démonstration. Supposons que les conditions du théoréme 9 soient
satisfaites. Posons g(f) = (f(t))~=. Nous avons & démontrer que

Jdlogg(t) = — oo
R-P
en supposant ¢(f) convexe et tel que g(t) — 0. Nous y ajoutons d’abord encore
la supposition que la fonction g(f) admette une dérivée continue de second

ordre g(¢). Or la fontion g(f) étant convexe, g(t) — O et g(t) > 0, nous avons
g(t) < 0, g(t) = 0. Soient |

I, =2y, S, =I,nP, T,=1,—P, n=0,1,2,...
En vertu de nos suppositions nous avons u(S,) < 272, u(T,) > 3.2"2

Ecrivons 4, = — f % dt, v, = — f % dt et comparons les nombres v, et

Amsr- On &
‘ lg(tn+1 l lj(tn+1)[ n-1
= ) ) =gy 2
ou
9ta)| _ 140

tn+1 € Sn#-l ’

: 9tur))  t5,., 90)
Ensuite, on a pour tout f e 7',

g1 lg@) > lg(®)]
(t Tnt1 (&) (tpyy — ¢ (t,,+1 =
g(t) { )] v + gltaes) G| (Enss — B) + (Ensa)
gor < lg(tn11)]

=190].3.2" T gltnsy) = [g(tnsl-3- 2% + gltary)

Ig(t,,+,| o |G(Enss)l
= Glta) (1 +3.2 (tm))

et de 14 il s’ensuit que

_]gﬁ)_l dt > !g.(tn-!-l){ (1 + 3.9n ]g(tn-!»l)l)-l (T )2 |

g(t) = g(tn+1) g(tn+1)
1 l9(ta1a)| ( |ge )I)"1 1 64
2_-3 on I\ m+1 3'2”_n_+_1~ s n> n+l 4
= 4 g(tn+1) L+ 9(tns) =g 624y + 1 )
On a évidemment ZI(J.,, + v,) = 0. Sil'on avait 3 », < co on aurait, en vertu
n n=1

de I'inégalité (4),n211n < o0, or cela est en contradiction avec ce qui précéde;

done on a [d1ogg(t) = oo dans le cas particulier ot g(f) admet une dérivée
R P
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continue de second ordre g(¢). Dans le cas général, étant donnés la fonetion
convexe g(t), un ensemble P et une suite arbitraire de nombres positifs ¢,
il est facile de construire une fonction A(f) admettant une dérivée de second
ordre et telle que

g(an) < h(@,) < g(as) + €an—ys  9(0n) < (bn) < g(bn) + &snsa-
Comme

Gny1 . Ay i1 '
bf d log g(f) = log g(@n+1) — log 9(b,) , . [ dlog (t) = log h(an+,) — log h(by)
et comme

S [ dloghtt)= [dloght)=oco, (b= 0)
70 by R—P

nous avons également [ dlogg(f) = co pourvu que nous ayons choisi les
BR-P
nombres ¢; suffisamment petits. Le théoréme 9 est par 14 démontré. Nous

allons déduire maintenant quelques conséquences du théoréme 9.

() EcF; le théoréme 5 découle donc du théoréme 6.

(8) Si, au théoréme 5, nous supposons en plus que la fonction f admette une
dérivée continue, le theoreme 5 devient alors une conséquence du théo-
réme 3.

(y) Sif(t) — co et qu’il existe un « > 0 tel que la fonction (f(t))—= soit convexe,
onax —0. :

(8) AC C; le théoréme 2 découle done du théoréme 3. (Si f ne croit pas, alors
% (H~* = — f(f)~2 ne décroit pas, done (f)~! est convexe.)

(¢) BC C; le theoréme 1 découle donc du théoréme 3. (Soit fe B, donc
s fy 1
7 2 oo = — O comme t t appartient & A et par 14 en
fio) = JO) + @ 5= 7 OF comme g =t app P
vertu de (6) aussia C,ona feC.) .

Envisageons encore sommairement le cas ou f(f) — 0 Dans ce cas, on peut
démontrer d’une maniére analogue le

Théoréme 10. Soit f(t) une fonction continue, non-croissante avec lim f@) = 0.
t—w

Supposons qu’il yazt un ¢ > 0 tel que f d log f(t) = — oo pour tout ensemble P

défint par (2) et vérifiant h(P) < e. Supposons ensmte que les mtegmles de Uéqua-

Z2(t)
foy
non-triviale x(t) de Uéquation (1).

Comme, dans ce cas-1a, la distance séparant deux zéros voisins de 'intégrale
z(t) de I’équation (1) tend vers co lorsque f — o0, il ne suffit pas de supposer

tioﬁ (1) oscillent. On a alors — + xz(t) — © lorsque t — oo pour toute solution
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que u((BR—P) n <t t +1>) > 1 — &. Il g’ensuit du théoréme 9 que nous pou-
vons appliquer le théoréme 10 spécialement dans le cas ou il existe un nombre
« > 0 tel que la fonction (f(¢))* est convexe.
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Vytah
O ROVNICI &+ f({)z =0

JAROSLAV KURZWEIL, Praha.
(Doslo dne 4. dervna 1956.)

Snadno lze sestrojiti spojitou funkei f(t) (pro ¢ = 0), f(t) = oo pro t — 0
tak, Ze rovnice (1) & -+ f(f) # = 0 m4 FeSeni, které nekonverguje k nule pro
t — o0. Dodate&né podminky postadujici k tomu, aby vSechny integraly rov-
nice (1) konvergovaly k nule pro £ — co, jsou uvedeny v pracich [1] — [4];
jind podminka plyne z v&ty 7 obsaZené v praci [6]. V této préci je dokazano,
%e viechny integrily rovnice (1) konverguji k nule, je-li splnéna tato pod-
minka:

Funkce [(t) je spojitd monotonni a existuje takové ¢ > 0, Ze plati [d log f(t) =
H
= 00, jakmile H je oteviend mnogina splitujict vztah lim inf u(H n (8, ¢ + 1)) >
t—w
> 1 — & (u 2namend Lebesgueovu miru).

Dikaz tohoto tvrzeni je sice modifikaci dikazu TONNELLIOVA (v1z [4] nebo
[5], druhy dil, kap. VII); ukazuje se v8ak %e uvedensd podminka zahrnuje
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v sobé viechny citované podminky, zatim co z podminky udané G. ARMELLI-
NIM v préci [2] neplyne SANSONEOVA podminka z prace [3] a ze Sansoneovy
podminky neplyne podminka Armelliniho. .

Koneéné je formulovana véta obdobného typu pro pfipad, Ze kladnd funkce
f(¢) konverguje monotonné k nule pro ¢ —co. V tomto p¥ipadé pro kaZdy
integral rovnice (1) za jistého dodateéného predpokladu plati 22(¢)/f(t) + «2(t) -
—> 00 pro ¢ — 0.

PesomMe

OB YPABHEHWH # -+ f(t)z =0

AAPOCJIAB KVPIBENJIL (Jaroslav Kurzweil), IIpara.
(Mocrymuio B pexaxuumio 4/VI 1956 r.)

Jlerxo MoxHO mOCTPOMTH HeIpepHBEYI QyHKRmuIO f(¢) (masa t = 0), f(£) - o0
npu ¢ — o0, TaKyiwo, uro ypasHeruc (1) & + f(f) x = 0 uMeer pemeHme, KOTOpPOE
npm ¢ — oo He crpemurcess k Hymo. [lo0aBouHHe yCIOBES, HOCTATOYHBIE JJIst
TOrO, 4TOOH Bce MHTErpaisl ypaBHeHEA (1) crpemmimucs ® Hymo npm f — o0
mpmBefeEsl B pabGorax [1]—[4]; mpyroe ycioBme BHITEKAaeT H3 TEOpPeMHL 7,
comep:xameiicss B pabore [6]. B macTosmeit paGoTe foKasaHno, 4T0 BCe MHTErpa-
ns ypaBHeHms (1) cTpemaATcA K HYIO, €CI¥ BHIONHAETCA ¢lelyomiee yc¢io-

BHeE:
Dynryus f(f) Henpepwisna, MOHOMOHHA, U cywecemyem & > 0 makoe, 4mo

[ d log f(t) = oo, kKax moavko H asaaemcs omEpsimbim MHOMCECMEOM, YOo6ae-

H

meopawum ycaosuro lim inf u(H o (8, t 4+ 1) > 1

t—>c0

e (u osmauwaem mepy
no Jlebezy).

JokasaTexbecTBO,3T0r0 yTBEPIKAEHUA SABIAETCA TONBKO MONUPMKAMACH
[OKa3aTelnbcTBa, AaHHOro Tomenam (cm. [4] mnm [5], Bropoi Tom, ru. VII);
OJHAKO OKAa3HIBaeTCA, YTO yKaszaHHOe BHIIe yclIOBHe 3akIidaer B cebe Bce
NUTHPOBAHHEIE YCJIOBHA, B TO BpeMdA KAaK H3 YCIOBHsA, IIOCTABIEHHOTO
. Apmennuuu B pabore [2] He BHreraeT yciaosue CaHcOHe n3 paGOTEL
[3] », HaoGopoT, U3 ycaoBus CaHCOHe He BHTEKAaeT YCIOBHE ADPMEJUIINHH.

Haxonen, ¢opMynmpyercs TeopeMa aHAJOTMIHOTO Xapawrepa s Ciydasd,
KOTJla IOJORUTelNbHasg (QYHKOEA f(f) cTpeMHTCA MOHOTOHHO K HYIIO IpH
t — co. B mamHOM cayuae XA KajKIOTo HHTerpana ypasHerEA (1) mpm onpeme-
IeHHOM J06aBOYHOM yeJIoBmM cupaBemyuBo Z2()[f(f) + z%(f) - co mpum t — o0.

18
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