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Casopis pro p&stovani matematiky, rog. 82 (1957), Praha

0 KONECNYCH ORIENTOVANYCH GRAFECH

JIRI SEDLACEK, Praha.

(Doklo dne 4. dubna 1956.) D e.001

Préce m4 Styii &4sti. Cdst I obsahuje definice zdkladnich pojmu. -
Tak basi hran (orientovaného) grafu G rozumime jeho podgraf
B takovy, Ze ka?d4 hrana z B piedstavuje jedinou dréhu spoju-
jici krajni uzly a le¥ici v B, zatim co ke ka¥dé hrans mimo B exis-
tuje draha leZici v B a spojujici krajni uzly. V &ésti IT studujeme
base hran siti (t. j. ,,dplnych‘ orientovanych grafu). Podné&t
k tivahdm v této d4sti dala préce L. REperm [3]. Cést III je véno-
véna dobfe orientovanym graftm (t. j. graftim, v nich¥ z kaZzdého
uzlu muZeme dojit po dréze do ka¥dého dalsiho). Ukazuje se sou-
vislost s algebraickym pojmem nerozloZitelné matice a odhad poétu
cykli dobfe orientovaného grafu dévé véte 11. Cést IV si viimé
acyklickych grafa (t. j. graft, v nichZ neexistuje Z4dny cyklus).

1. Zakladni pojmy

Orientovanym grafem G rozumime koneénou mnoZinu I7/G} prvki, jimz
fikdme wzly, v niZ je definovdna bindrni relace R, kterd je irreflexivni, t. j.
pro kaZdé z plati  non Rz. Dvojici uzld «, y, pro né% plati 2Ry, nazveme hia-
nou xy s poldteénim uzlem x a koncovym uzlem y. Uzly z, y jsou pak sousedni.
Hrany 7y a yz jsou opalné orientované. Mnozinu hran orientovaného grafu
G oznadime K{@}. NemiZe-li vzniknout nedorozuméni, pifeme misto = ¢ II{ G}
jen @ ¢ G, misto zy € K{G} jen 2y ¢ G- Je-li R symetrick relace, mluvime o ne-
orientovaném grafu @. Neorientovany graf je tedy zvlaitnim p¥ipadem oriento-
vaného grafu, proto v p¥ipadech, kdy nemiZe dojit k nedorozuméni, ¥ikidme
misto ,,orientovany graf pouze ,,graf.

Uzly grafu mlZeme geometricky znédzornit jako body v FE,; hrany jako
oblouky spojujici uzly ale nemajici spoletnych vnit¥nich bodi, p¥i éemz Sipkou
vyznadujeme, ktery uzel hrany je poditedni a ktery koncovy. U neoriento-
vaného grafu misto hran zy a yz mluvime o hran¥ ay, kterou geometricky vy-
znadujeme jedinym obloukem. Neklademe-li na relaci R pozadavek irreflexi-
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vity (¢ili pfipoustime-li, aby uzel byl spojen sim se sebou smycékou), mluvime
o grafu v &r&im smyslu.

Jsou-li G, a G, dva grafy takové, Ze soudasné plati II{G,} C II{G,}, K{G\} C
C K{G,}, tikame, Ze G, je podgrafem grafu G,. Neplati-li dale soudasné II{¢,} =
= I{G,}, K{@,} = K{G,}, je G, vlastnim podgrafem grafu G,.

Stupném uzlu » rozumime podet hran, pro néz je u poéiteénim nebo kon-
covym uzlem. Uzel nultého stupné se nazyva isolovany, uzel 1. stupné je
koncovy, uzel 2. stupné je nerozvéivovaci, kazdy uzel aspoil 3. stupné pak roz-
vétvovaci. Polet nerozvétvovacich uzld grafu @ oznadime »(G).

Reknéme, 7e dva grafy G, a @, jsou si rovny Cili maji steynou strukturu,
existuje-li prosté zobrazeni f mnoziny IT{G,} na IT{@,} takové, Ze zy ¢ G; <>

<= f(2) f¥) € G ‘

V grafu-G zavedme misto hrany uv novy uzel x a hrany ux, zv. Rekndme, e
takto sestrojeny graf @' vznikl z grafu G palenim hrany uv. Grafy G, a G,
jsou homeomorfnt, kdyz bud maji stejnou strukturu nebo kdy# phlenim ng-
kterych hran lze je pfevést na grafy téze struktury.

Jsou-li u, v dva rizné uzly grafu @, nazveme drahou D prostou (koneénou)
posloupnost uzld ug, Uy, Us, ..., Uz takovou, ze uy = u, u, = vaZeprol <1 <k
je u,u, € K{G}. Rikédme pak ze D spojuje svuj poldteént uzel w s koncovim
uzlem v; existenci takové drahy zapisujeme % — v. Uzel drdhy, ktery neni ani
podateéni, ani koncovy, nazyva se vnitfni. Zavddime i drdhy bez hran tim, %e
pro kazdy uzel u klademe u — u. Podgraf C grafu G se nazyvs cesta, je-li to
bud draha nebo vznikne-li z ného dréha tim, Ze nékteré jeho hrany nahradime
opadné orientovanymi (cesta'C' mé koncové uzly u, v, coz piSeme u ~ v; pro
kazdy uzel u klademe u ~ w). Graf G je souwvisly, jestlize pro kazdou dvojici
uzli z, y je * ~ y. Souvisly graf K o n uzlech se nazyva n-dhelntk (nékdy téz
kruznice), je-li »(K) = n. Souvisly graf s alespori dvéma uzly, neobsahujici
Zadnou kruznici, se nazyva strom.

Graf G je dobfe orientovanyt), kdyz pro kazdou dvojici uzlld u, v plati v — v.
Dobie orientovany graf je tedy souvisly. Dob¥e orientovany n-thelnik se na-
zyvé cyklus. Nahradime-li v eyklu o n uzlech (n > 2) hranu zy hranou yz,
vznikne skorocyklus nad yz (Rédei [3] zvolil nizev Fastzyklus). Podgraf W
grafu @ se nazyva dvojdrdha, je-li homeomorfni se skorocyklem a wniténi
uzly jedné z drah tvoficich W jsou nerozvétvovaci v G (této drize pak ¥#i-
kiame oblouk grafu G).

1) RoBBINS[4]r. 1939 dokdzal vétu: Nutné a dostadujici podminka k tomu, aby byldany
(konedny) souvisly graf G dobfe orientovany nebo aby se dal zmé&nou orientace n&kterych
hran pievést v dobfe orientovany graf, zni: KaZdé hrana grafu G leZi v n&jaké kruZnici.

Analogickou vétu pro nekoneéné grafy dokédzal r. 1941 L. EGYED. Jeho madarsky psané
price s némeckym resumé neni u nés dosaZitelnd. (Mat. fis. Lap. 48, str. 505—509.)
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Podgraf B grafu G se nazyva base hran grafu G, mé-li tyto vlastnosti:

1. Je bez skorocykli.

2. Je-li B vlastni podgraf C a C podgraf @, existuje v C skorocyklus nad
jistou hranou zy ¢« K{C} — K{B}.

D4 se dokdzat, %e kazdy graf obsahuje aspoii jednu basi hran ([1], str. 100)
a %e existuji orientované grafy, v nichz lze udat vice nez ]ednu basi hran ([1],
str. 92).

Obr. la. Obr. 1b.

Pt¥iklad 1. Je zfejmé, Ze base hran grafu G je dob¥e orientovany graf pravé
tehdy, je-li G dob¥e orientovany graf.

Most (souvislého grafu) je hrana, po jejimZ odstrandni se porusi souvislost.
Na pf¥. tedy koncové hrana je most.?)

Uzel a grafu G se nazyva artikulace, vychazeji-li z ného dvé hrany, které
soudasnd nelezi v téZze kruZnici grafu. Neni-li a artikulaci grafu @, nazveme
jej reguldrnim uzlem grafu @. Graf, jehoZ vSechny uzly jsou reguldrni, je ne-
separabilni, jinak je separabilni.?)

Cldnkem grafu G rozumime jeho neseparabilni podgraf, ktery neni vlastnim
podgrafem v #4dném neseparabilnim podgrafu grafu @. Clinek grafu se na-
zyva koncovy, je-li pravé jeden jeho uzel artikulaci daného grafu. Vlastnosti
artikulaci a ¢lankd je moZno studovat prostfednictvim theorie stromi. Je-li
totiZ dan souvisly graf @, definujme novy graf H takto:¢) MnoZinu [7{H} tvori
jednak artikulace grafu G (uzly 1. typu), jednak uzly 2. typu, z nich% kazdy
nahrazuje jeden &ldnek grafu G. Hrany definujme takto: Je-li ¢ artikulace
grafu @ leziei v jeho é&lancich @4, G, ..., G, a jsou-li gy, ¢y, ..., 9, piisluiné
uzly z H, zavedme hrany ag; (1 < ¢ < r). D4 se dokézat, %e H je strom.

2) Konsg [1] nepodité koncové hrany mezi mosty.
3) Néazvy ,,neseparabilni* a ,,separabilni* uvadi H. Whitney [5].

4) V knize [1], str. 230, je konstrukce grafu H popséna nesprévns, nebot ptipostupu
tam uvedeném nemusi byt H strom.
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Ptiklad 2. Souvisly separabilni graf G mi aspont dva koncové é&linky.
Sestrojime-li totiz vySe popsanym zpusobem strom H, odpovidaji si koncovy
8lanek grafu G a koncovy uzel stromu H. D. K6x1a viak dokazuje ([1], str. 49),
Ze kazdy strom mé aspoil dva koncové uzly.

Pozndmka 1. H. WHITNEY dokézal ([5], véta 11), Ze kazdy neseparabilni
podgraf grafu & je zcela obsaZen v jednom d&lanku grafu G.

Rovinnygm grafem rozumime graf, ktery se dé zndzornit v E,. KURATOWSKI
dokéazal r. 1930, Ze (neorientovany) graf je rovinny pravé tehdy, neni-li Zidny
jeho podgraf homeomorfni s nékterym z grafi na obr. 1.

II. Base hran sit&

Sit je graf o alespoii dvou uzlech, ktery s kazdymi dvéma svymi uzly u, v
obsahuje hranu wv. V této kapitole budeme studovat base hran sit&. P¥ikladem
takové base je cyklus prochazejici viemi uzly sité. Konig (str. 102—103)
ukazuje, Ze tento pfiklad je v siti base hran o nejmensim podtu hran. Pro
strudnost ¥ikdme déle v této kapitole misto ,,base hran sité* jenom ,,base®.5)

Véta 1. Souwisly graf je dobie orientovany prdvé tehdy, kdyZ kaZdd jeho hrana
je v né&jakém cyklu.

Dikaz. Budiz G dob¥e orientovany graf a zy jeho hrana. Plati y — =,
tedy zy le#i v cyklu. At nyni G je souvisly a kazdé jeho hrana lezi v néjakém
cyklu. Zvolme dva razné uzly u, » grafu G. Plati u ~ v; ke kazdé cesté spoju-
jlei » a v p¥ifadme &islo p znamenajici podet hran této cesty, které musime
nahradit opaéné orientovanymi, aby tato cesta byla drabhou s poéateénim
uzlem % a koncovym v. Vyhledejme nyni cestu C,,, s nejmensim p. Ukédzeme,
e zde p = 0. V opadném p¥ipad® af zy je jedna z hran, jejich orientaci jsme
ménili. Z existence cyklu nad zy plyne spor s tim, ze C,, mé nejmensi p.
Plati tedy » — v a G je dob¥e orientovany graf.

Véta 2. Souvisly graf G je basi prdwé tehdy, kdy% kaZdy jeho Eldnek je dobfe
orientovany graf bez skorocykls.

Dukaz. a) Je-li kazdy &ldnek souvislého grafu @ dobi¥e orientovany, je
G dobfe orientovany (plyne z véty 1.). Necht nyni @ je dobfe orientovany
graf. Nad hranou zy, zvolenou v jeho &lénku 7', existuje cyklus Z. ProtoZe
Z je neseparabilni podgraf, plyne z pozndmky 1, Ze Z lezi cely v 7'. Tento
dlének je tedy dob¥e orientovany (podle véty 1).

b) Je-li @ bez skorocykli, je téZ kazdy &lanek bez skorocyklti. Necht nyni
je kazdy &lanek bez skoroeykla. Pak v G nemiZe existovat skorocyklus, nebot
podle poznamky 1 by cely lezel v nékterém &lédnku.

' B) MuZeme tedy také ¥ici, e base B je dob¥e orientovany graf, v némZ vynechinim
kterékoliv hrany se porufi dobra orientovanost.
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Pozndmka 2. Protoze dobfe orientovany graf nem4 isolované ani koncové
uzly, kazdé artikulace base je uzel asponi 4. stupné.

Lemma 1. Budif H dobfe orientovany vlastnt podgraf base B. Pak neexistuje
hrana zy € B nelefici v H, pro ni& by bylo x € H, y e H; ddle neexistuji wzly
we B, v, v, e Htak, Y uv; e B, uv, non e H ani tak, %e v;u ¢ B, vunon e H (s =
=1,2). |

Dukaz. Necht existuje hrana Zi? uvedenych vlastnosti. V H je z—y,
tedy v B existuje skorocyklus nad xy, coZ je spor. Podobné se dokéZe i dalsf
dast tvrzeni.

Lemma 1 nés vede (pfi danych B a H) ke konstrukei nového grafu B(H).
Uzly grafu B(H) jsou jednak uzly z B nepat¥ici k H, jednak novy uzel &. Mno-
Zinu hran grafu B(H) tvoii v8echny hrany z B nepatiici k H a s uzlem & jsou
spojeny ty uzly z B(H), které jsou v B spojeny s nékterym uzlem z H (zachové
se i orientace).8) Graf B(H) nazveme konirakct grafu G podle H. '

Lemma 2. Konirakce B(H) je opét base.

Dukaz. Zvolme dva ruzné uzly u, v z B(H); chceme dokdzat u — v. Je-li
u = &, p¥istupme k basi B a v ni zvolme uzel z ¢ H. V B plati £ — v a na p¥i-
slu¥né dréze necht z, je posledni uzel lezici v H. Cést piivodni dréhy mezi ,
a v lezi v B(H), tedy zde £ — v. Podobné& z pfedpokladu v = & plyne u — &.
Necht tedy w + & + v. Pristupme k basi B, kde plati » — v. Neobsahuje-li
plisluind dréha Zddny uzel z H, pak také v B(H) plati » — ». Obsahuje-li
viak tato dréha uzel y ¢ H, pak na ni vyhleddme prvni uzel této vlastnosti
(oznadime jej ¥;) a posledni uzel této vlastnosti (oznadime y,). Cést ptivodni
drahy mezi v & ¥y, jakoZ i 84st mezi y, a v ukazuji, Ze v B(H) je u — v. Je tedy
B(H) dobte orientovany graf.

Kdyby v B(H) existoval skorocyklus S, pak S nutné obsahuje uzel & (]ma.k
by existoval skorocyklus uz v B). P¥ejdeme-li viak k basi B, pak hrany skoro-
cyklu § by mély s H spoleéné uzly #,, t,. Neni moZné ¢, = ¢, a v ptipadé ¢, + t,
plyne z dobré orientovanosti podgrafu H existence skorocyklu v B. Kontrakce
B(H) tedy neobsahuje Z4dny skorocyklus.

V&ta 3. Neseparabilni base o n uzlech (n = 3) neobsahuje Zddny dvojihelnik.

Dtikaz. Necht existuje neseparabilni base B s dvojthelnikem uv, vu;
odstranénim t&chto dvou hran at vznikne graf B’. V B’ neni u — v. Graf
B’ obsahuje kroms u, v je§té dalsi uzly; tak oznatme w uzel sousedni k n&kte-
rému z uzli %, v (na pf. necht ww e B’). Hrany wv, ww le#i v jisté kruznici
grafu B, jinak by u byla artikulace grafu B. V B’ tedy je u ~ v. Zménou
orientace nékterych hran grafu B’ (leZicich na cest® C) se d& tedy dosdhnout
toho, Ze v novém grafu je u — v. Oznaéme p,,, nejmensi poéet hran z B’,

%) Tato konstrukce tedy (né.zomé fedeno) znamend, Ze nechdme splynout H v jediny
uzel. V dal$im oznadujeme pismenem & uzel ,,vznikly p¥i kontrakei.
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které musime nahradit opaéné orientovanymi, aby v novém grafu B” platilo
u—>v. Je p,,, > 0. Zvolme v B’ hranu zy € 0, u niz bylo nutno m&nit orien-
taci, aby vznikl graf B”. BudiZ Z cyklus obsahujici hranu zy.

Odstranénim hrany zy se C rozpadne na dvé cesty (mezi  a y je O}, mezi
x a v je C,). Probihejme cyklus Z ve sméru hrany zy (zadindme v z). Budiz
p¥i tom u, posledni uzel lezici v C, a p¥i dal§im postupu necht v, je prvni uzel
leZici v C,. Existence drahy mezi %, a v, (na cyklu Z) je spor s minimalitou
isla p .-

Poznamka 3. Obsahuje-li base B dvojthelnik uw, vu, kde u, » jsou roz-
vétvovaci uzly, pak u, v jsou artikulacemi grafu B. Kdyby totiz na p¥. v byl
reguldrni uzel, oznaéme 7' élanek, v némz u leZi. Graf T' je neseparabilni base
(véta 2) s alespoii tfemi uzly a dvojihelnikem (spor s vétou 3).

Existuje base B o libovolném poétu uzli tak, ze »(B) = 2; za B staéi volit
graf, jehoZ kaZdy &lanek je dvojihelnik a jen dva ¢ldnky jsou koncové. Dale
plati '

Véta 4. Je-lIi B base, pak v(B) = 2.

Dikaz. Pro B o dvou uzlech je »(B) = 2. Ptedpoklidejme, Ze existuje nej-
mensi &islo n, tak, Ze jistd base B, o n, uzlech mé v(B;) < 2. Zvolme cyklus
Z tak, aby prochézel nerozvétvovacim uzlem grafu By; mé-li B, jen rozvétvo-
vaei uzly, zvolme za Z libovolny cyklus. Sestrojime-li graf B(Z), je pocet
uzlt této kontrakce mensi neZ n,. Plati viak »(B(Z)) < 2, coZ je spor s mini-
malitou &isla 7. '

Disledek vty 4 (dikaz je ziejmy): Dobfe orienfovany vlastni podgraf
base B neobsahuje vdechny nmerozvétvovact uzly grafu B.

Lemma 3. BudiZ H dobre orientovany vlastni podgraf base B. Je-li a artiku-
lace v kontrakci B(H) (e + £), pak a je artikulace grafu B.7)

Dikaz. Necht ¢ je regularni uzel grafu B nelezici v H a nechf je to arti-
kulace grafu B(H). Z¥ejmé existuji dvé hrany grafu B(H), pro néz je a poda-
tednim nebo koncovym uzlem. Existuje zde dokonce takovéd dvojice hran
hy, h,, kterd nelezi v Zadné kruZnici grafu B(H). V basi B jim odpovidaji
jisté hrany hy, ks, které lezi v kruznici O.

Neni moiné, aby O neméla Zidny uzel spoleény s H; pak by totiz v B(H)
existovala kruZnice jdouci hranami A,, h,. Také predpoklad, %e O ma s H
spole¢né uzly, vede k témuZ sporu.

Ne# poddme pr¥ehled neseparabilnich basi s ,,malym poétem‘* nerozvétvo-
vacich uzld, zavedeme jeité nékolik pojmi.

Necht trojihelnikovy cyklus 7' je vlastni podgraf base B. Kontrakce J =
= B(T) at mé uzel £ za nerozvétvovaci. Pak J nazveme zjednodusenim grafu

7) Nézornd fedeno: kontrakei nevznikaji nové artikulace, leda uzel &.
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B. ZjednoduSeni neseparabilni base je zfejm& op&t neseparabilni base (podle
lemmatu 3 a pozndmky 2). K libovolné basi B sestrojme posloupnost grafa
Jos J1s Iy, ... tak, ze Jy = B a kaZdy daldi ¢len (existuje-li) je zjednodufenim
piedchézejictho. Z koneénosti grafu B plyne koneénost této posloupnosti:
existuje zde graf J,, k némuZ neexistuje zjednoduseni. Nazveme jej reduko-
venym grafem base B. Je-li s = 0, nazveme B ireducibilni basi. Oznaéme dile
Wi (b = 1) graf o 2k + 1 uzlech uy, Uy, ..., Uy,y, jehoZ hrany jsou @,

L/AT

O

\

Obr. 2a. Obr. 2b. Obr. 2c.

1L
1

O3

Ugllg, Uiy, Uy (PTO 1 <6 < 2K, 4 # 3), Ugpyllass (Pro 3 < j < k). Zfejmsd
Wi je base.?) Je-li T trojthelnikovy cyklus base B, nazveme zobecnéngm
nerozvétvovacim uzlem W (nad T') maximalni vlastni podgraf struktury Wy,
v grafu B, ktery obsahuje 7' jako podgraf a takovy, Ze v K{B} — K{W}
existuji jen dvé hrany s jednim uzlem ve W, jedna s koncovym uzlem u,,
a druhé s podatednim gy, . Je vidét, Ze kontrakei B(W) miZeme najit prostied-
nictvim nékolika zjednoduseni.

Lemma 4. Viechny redukované grafy dané base B jsou st rovny.

~ Diukaz. Je-li B ireducibilni, je tvrzeni z¥ejmé. Necht tedy WO, W@, W®, ...

.» W® jsou viechny zobecnéné nerozvétvovaci uzly v B. Maji-li n8které
dva z podgrafi W spoleény uzel, pak snadno nahlédneme, Ze jeden reduko-
vany graf base B je dvojihelnik.?) V tomto pfipadé plati naSe tvrzeni (nahléd-
neme to indukei podle poétu sestrojenych zjednodusenti).

Necht koneéng jsou podgrafy W po dvou disjunktni. Sestrojme posloup-
nost kontrakei

BY = _B(W(]-)) , B® — B(l)(W(ﬁ)), . dy Bt = B(t_l)(W(t)) .
8) Na obr. 2a) je zndzornén W,. |

%) Basi o 10 uzlech, jejim# redukovanym gre.fem je dvojdhelnik, uddva obr. 2b),
bam o 4 uhlech pak obr. 2c).
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Graf B® je zfejmé ireducibilni a muZeme k nému dojit téZz prostfednictvim
nékolika zjednoduseni. Je to tedy redukovany graf base B, a to jediny (vzhle-
dem k disjunktnosti podgrafa W®). Dikaz je podan.

Je-li m = 1, existuje neseparabilni base B’ o 2m uzlech tak, Ze »(B') = 2
(jejim redukovanym grafem je dvojihelnik).?) Existuje tedy i neseparabilni
base B” o0 2m + 1 uzlech tak, Ze »(B”) = 3 (stadl v predchizejicim grafu pro-
vést pileni nékteré hrany — viz obr. 2a)). Dale plati

Y
AD 8T

Obr. 3a. Obr. 3b. Obr. 3ec. Obr. 3d.

Véta 5. Je-li B neseparabilnt base, o 2m + 1 uzlech, je v(B) = 3.

Dikaz. Je-li m = 1, je B cyklus, tedy »(B) = 3. Pfedpoklddejme, Ze exis-
tuje nejmensi &islo m, tak, Ze pro jistou neseparabilni basi B; o 2m; 4 1
uzlech je »(B,) < 3. Pak podle véty 4 je v(B,) = 2. Zvolme cyklus Z, obsahu-
jici jeden z nerozvétvovacich uzld grafu B; (z disledku véty 4 plyne, Ze obsa-
huje pravé jeden takovyto uzel). Oznadme k polet hran v Z, a sestrojme
B, = B,(Z,). NemiiZe byt k = 4 (pak by »(B,) = 1, coZ odporuje vété 4) ani
k = 2 (véta 3). Pf¥ipad k = 3 znamend, Ze graf B, méd 2m, — 1 uzli a je »(B,) =
= 2. Podle p¥edpokladu o m, je tedy B, separabilni. Jeho artikulace vSak neni
ani uzel & (pozndmka 2), ani Zddny dalsi uzel (lemma 3). Dosli jsme ke sporu
a dikaz je podan. _

Pro struénost vyjadfovani poloZme nyni g, = 2 p¥i n sudém, g, = 3 p¥
n lichém. Plati

Véta 6. Ireducibilni neseparabilni base B o n uzlech, pro né€ »(B) = p,, jsou
pravé tyto: a) je-li n sudé, je B dvojuhelnik; b) je-li n liché, je B jednim z grafd
na obr. 3.

Dikaz. Existuji-li je&té jiné ireducibilni neseparabilni base, budiz B,
jedna z nich o n, uzlech (ny > ¢,,). Zvolme v ni cyklus Z, s nerozvétvovacim
uzlem (Z, je vlastni podgraf); at k je podet jeho hran. Je k = 3 (v8ta 3). Kon-
trakce B; = By(Z,) mé ny, — k + 1 uzld.

a) P¥i n, sudém neni k& = 4, nebot pak by bylo »(B;) < 1 (spor s vétou 4).
Je-li £ = 3, je v kontrakei B, uzel £ bud rozvétvovaci (pak je viak »(B;) < 1)
nebo nerozvétvovaci (pak B, je zjednodudeni base B, — spor s ireducibilitou).
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b) P¥in, lichém lezi v Z, nejvyse dva nerozvétvovaci uzly grafu B, (dtsledek
véty 4).

- Le#i-li tam dva, je »(B,) < 3, tedy »(B,) = 2, a proto k£ = 4. Uzel & kon-
trakce B, je pak nerozvétvovaci, tedy B; je podle lemmatu 3 a poznimky
2 neseparabilni. Je-li B, ireducibilni, pak podle odstavece a) je ny — k + 1 = 2,
¢ili my = 5. Snadno nahlédneme, Ze potom jedinou basi B, o péti uzlech, pro
niz B; je dvojihelnik, pfinadi obr. 3b) (spor). Necht B, neni ireducibilni.
Existuje v ném tedy cyklus 7' tak, Ze B,(T') je zjednoduieni base B,. Nepro-
chazi-li T uzlem & kontrakce B,, pak 7' leZi také v B, (spor s ireducibilitou).
Lezi-li £ v cyklu 7', pak ¢ je jednim ze dvou nerozvétvovacich uzli nesepara-
bilni base B;. Podle véty 5 ma pak B, sudy polet uzli. Podle odstavee a) jeho
redukovanym grafem je dvojahelnik, tedy B, neni ireducibilni (spor).

/ VA
e

\ —)
o \ﬂ
Obr. 4a. Obr. 4b.

Le#i-li v Z, jen jeden nerozvétvovaci uzel, nemtize byt k = 6, nebot pak by
bylo »(B;) = 2 a uzel £ v kontrakei B; by byl aspoii 5. stupné. Pfedpoklad,
Ze B, je neseparabilni, zamitneme takto: Podle véty 5 ma B, sudy podet
uzld, podle odstavee a) tedy zndme jeho strukturu, ale zde rozvétvovaci uzly
jsou 3. stupné. Necht B, je tedy separabilni; pak artikulaci této kontrakce
predstavuje uzel &. Kdyby graf B; mél aspoin t¥i élanky, pak kazdy z nich mé
aspoli dva nerozvétvovaci uzly, coz vede ke sporu »(B;) = 3. Kontrakece
B, mé tedy dva &ldnky (v kaZdé po jednom nerozvétvovacim uzlu) a uzel
& je v ka¥dém &ldnku nerozvétvovaci, tedy v B, je to uzel 4. stupné (spor).

Zbyvajici piipady jsou k£ = 3; 4; 5.

I. Je-li kontrakce B, separabilni, ma artikulaci £ a prévé dva &lanky,
z nich% kazdy mé sudy polet uzla. Z¥ejmé ma tedy lichy podet uzlin, — &k + 1,
¢ili k + 4. Pripad k = 3 vede k typu ¢) a k = 5k typu d) (spor).

II. Je-li B, neseparabilni, je vylouden ptipad k = 5 (véta 5). Je-li k = 4,
nemize byt B, ireducibilni (pak by to totiZz byl dvojuhelnik, coZ je ve sporu
s tim, Ze uzel & je rozvétvovaci v kontrakei B;). Opak vSak vede pro B, k typu
d) (spor). Je-li k = 3, musi byt & rozvétvovaei v kontrakei B;, jinak by B, ne-
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byl ireducibilni. Je-li rozvétvovaci, je »(B;) = 2 (spor s vétou 5). Dikaz je
podin.

Obr. 4 ukazuje, Ze existuje neseparabilni base B se sudym podétem uzld,
proniz »(B) = 3.

Je tedy té% z¥ejmé existence neseparabilni base B’ o lichém podtu uzld
tak, Ze »(B’) = 4 (provedeme v obr. 4 ptleni nékteré hrany). Nyni plati

Véta 7. Budii B ireducibilni neseparabilni base o n uzlech (n sudé). Necht
v»(B) = 3. Pak B md strukturu z obr. 4a) nebo 4b).

Ditkaz. Zvolme v B cyklus Z, s nerozvétvovacim uzlem. Ten nemtiZe ob-
sahovat dva nerozvétvovaci uzly z B, nebot pak by konktrace ;B = B(Z,)
méla »(;B) = 2, uzel & by v ni byl nerozvétvovaci, tedy Z, by byl étyrihelnik;
1B by byla neseparabilni, tedy by méla sudy poéet uzla (véta 5). Aviak ;B mé
n — 3 uzly, coz je liché é&islo (spor).

Necht Z, mé jen jeden nerozvétvovaci uzel (k je podet hran v Z,).

Je-li 1B separabilni, je jeho jedinou artikulaci uzel & (lemma 3), ktery je
tedy v B rozvétvovaci (poznamka 2). Je tudiz »(;B) = 2 a z Gvahy o neroz-
vétvovacich uzlech ve ¢lancich grafu ,B vidime, Ze ;B m4 dva &lanky; jsou to
dvojihelniky, tedy n» — k + 1 = 3. Artikulace £ je v ,B uzel 4. stupng, tedy
k = 5 (a ovem k = 3). Tomu vyhovuje jen n = 6, £ = 4 a B m4 pak z¥ejmé
strukturu z obr. 4a) nebo 4b).

Je-li ; B neseparabilni, je uzel £ rozvétvovaci (jinak by B nebyla ireducibilni),
tedy »(;B) = 2. Podle v&ty 5 mé tedy ,B sudy podet uzll, jeho strukturu proto
udévé obr. 2c). Nachdzime, %e k <4 a n — k + 1 = 4, femuZ vyhovuji jen
n = 6, k = 3. Dochézime op8t ke grafim z obr. 4a)b).

Lemma 5. BudiZ B neseparabilni base o n uzlech (n liché); necht »(B) = 4.
Pak v B existuje cyklus Z, obsahujict prdvé jeden nerozvétvovact uzel grafu B.

Dikaz. Necht kazdy cyklus Z,, ktery prochdzi nerozvétvovacim uzlem
grafu B, obsahuje bud dva nebo tfi nerozvétvovaci uzly (v8echny obsahovat
nemize). Existuje-li Z, se tfemi nerozvétvovacimi uzly, oznaéme Z, eyklus
prochizejici zbyvajicim nerozvétvovacim uzlem grafu B. Jsou-li Z,, Z, dis-
junktni, pak Z, obsahuje jen jeden nerozv&tvovaci uzel grafu B (spor). Cykly
Z,, Z, nemohou v¥ak mit spoleény uzel. Odtud totiz plyne existence dob¥e
orientovaného grafu H, vlastniho to podgrafu v B, ktery obsahuje vSechny
nerozvétvovaci uzly z B (spor s dusledkem v&ty 4).

Mi-li kazdy cyklus, prochézejici nerozvétvovacim uzlem grafu B, po dvou
nerozvétvovacich uzlech, nemiZe zase existovat graf H popsanych vlastnosti.
Existuji tedy v B dva disjunktni cykly ,Z, (¢ = 1; 2) a. v kazdém z nich dva
nerozvétvovaci uzly. Kdyby aspoii jeden z cykli mél aspoil 5 hran, pak
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dvéma kontrakcemi dojdeme ke grafu @, kde »(G) < 2. Tedy .Z, jsou oba
&tyrihelnikové a s kazdym inciduji dvé hrany. Provedeme kontrakece

1GI = B(lzv) ) 2G = 1G(2Z9)

a vidime, Ze ,G ma n — 6 (lichy poéet) uzll, p¥i demZ »(,G) = 2. Podle véty
5 je tedy ,G separabilni, podle lemmatu 3 mé za artikulace nejvyse uzly ,&;
ale ty jsou tam nerozvétvovaci (spor). Dikaz je podéan.

Nez p¥istoupime k hlavni vété této kapitoly, zavedeme toto oznadeni:
Soudet stuplii rozvétvovacich uzla grafu G oznadime o(G). Podle obr. 1 je
ziejmé, Ze pro nerovinny graf G plati o(G) = 18.

Véta 8. Budiz B neseparabilni base o n uzlech; je-li »(B) = o, + 1, pak B je
rovinny graf. Existuje neseparabilni base B, kterd neni rovinnd a pro mi¥ plati
»(B) = 0, + 2.

Dikaz. Véta 6 podavé piehled ireducibilnich neseparabilnich basi B, pro
né% v(B) = g,. Z t&chto grafi dostaneme kazdou neseparabilni basi B’ spliiujici
vztah v(B’) = p, tim, Ze v nékterém z t&chto grafi piipadné nahradime né-
které nerozv&tvovaci uzly zobecn&nymi nerozvétvovacimi uzly. Predpoklad
»(B) = g, znamend tedy, Ze B je rovinna. Podobné pii n sudém a »(B) = 3
(véta 7).

Budiz nyni » liché, »(B) = 4. Z pfedpokladu, Ze existuje nerovinné nesepara-
bilni base t8chto vlastnosti, dojdeme ke sporu takto:

Sestrojime redukovanou basi B, které je pak rovnéZ nerovinné neseparabilni
a v(1B) = 4. V ni zvolime cyklus Z, podle lemmatu 5; at ma k hran. Sestrojme
kontrakei 2B = 1B(Z,); plati »(2B) = 3 a uzel £ je v kontrakei 2B rozvétvovaci.

1. Je-li 2B separabilni, ma nejvySe t¥i ¢lanky (vzhledem k tomu, Ze »(2B) = 3)
a artikulaci je uzel &.

Mé-li 2B t#i élanky, ma zfejmé kaZdy z nich sudy polet uzla a v kaZdém
8ldnku je & nerozvétvovacim uzlem. Kontrakce 2B je ireducibilni, tedy &lanky
jsou dvojihelniky. Poéet uzli v 2B je n — k + 1 = 4 ¢ili k je sudé. Zfejmé je
k < 6 a dostaivime o(*B) = 16 (spor).

Mé-li 2B dva élanky a je-li k liché (n — k + 1 liché), nemuZe mit jeden
&lanek sudy podet uzli a druhy lichy. Oba podty uzli viak nemohou byt liché,
nebof pro kazdy ¢ldnek @ by bylo »(G) = 3, tedy »(2B) = 4 (rovnost by zna-
menala, Ze artikulace £ je 4. stupné v 2B).

Jsou-li oba poéty uzlh sudé, uvédomime si, fe v jednom &linku @, lex
jeden nerozvétvovaci uzel z 2B a ve zbyvajicim §ldnku @, dva. Clének G; mé pak
artikulaci & grafu 2B za svij nerozvétvovaci uzel, je to tedy dvojihelnik (jak
plyne z ireducibilnosti grafu 2B). '

Ma-li @, strukturu z obr. 2¢), je artikulace £ v kontrakei 2B uzel 5. stupné,
tedy k < 6 a tedy (vzhledem k parité k) je £ < 5. Dostdvame o(*B) < 13 (spor).
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Ma-li @, svij redukovany graf na obr. 4, pak artikulace & kontrakce %B je
v @, (a oviem i v G;) nerozvétvovacim uzlem. Odstratime z G, uzel £ a hrany
uk, &1_;. Vznikne dobYe orientovany®) graf H a kontrakce G,(H) je dvojtihelnik.
Graf H je podgrafem také v 1B. Provedeme-li kontrakei *B(H), vznikne ne-
separabilni graf 3B majici »(3B) = 3. Graf *B neni rovinny a stejné vlastnosti
mé t4% piislu§ny redukovany graf ¢B. Podle obr. 3

N> vSak vime, Ze 4B je rovinny (spor).

Je-li £ sudé (n — k& + 1 sudé), maji oba &ldnky
riznou paritu podtu svych uzld. V tom &lanku,
ktery mé lichy (sudy) podet uzld, lezi dva (jeden)

\ nerozvétvovaci uzly grafu *B a artikulace & je

/o v 2B uzel 4. stupné. Je tedy k = 4. Cldnek se su-

\>—->o——> dym poétem uzll je pak dvojihelnik a redukovany

~ graf druhého ¢linku je na obr. 3. Podobné jako

Obr. 5. prve v G, najdeme v tomto &lanku dob¥e oriento-

vany podgraf H’, ktery je podgrafem i v 1B.

Sestrojime kontrakei 5B = 1B(H') majici »(°B) = 3. Graf 5B je rovnéz nero-
vinny, aviak ¢(®*B) < 10 (spor).

II. Je-li 2B neseparabilni s lichym poétem uzli (¢emu% odpovidé liché k),
pak (vzhledem k tomu, Ze & je zde rozvétvovaci) mé 2B strukturu z obr.
3b),c),d).

Ma&-li strukturu b), je & = 3 a tedy o(*B) < 10, pfic)je k < 5atedy o(*B) =
= 16, p¥id) je k = 3 a tedy ¢(*B) < 16. Dosli jsme tedy vidy ke sporu.

Ma-li 2B sudy podet uzli (Cemuz odpovidé sudé k), mé 2B strukturu z obr.
4a) b), tedy k& = 4 ¢ili ¢(1B) < 16 (spor).

Obr. 5 ukazuje nerovinnou basi B* s 10 uzly, pro niz »(B*) = 4. Pulenim
hrany dostaneme odtud basi B** s 11 uzly majici »(B**) = 5. Diikaz je podan').

lIl. Dob¥e orientované grafy

Pojem dob¥e orientovaného grafu souvisi s pojmem nerozloZitelné matice.12)
Ctvercovs matice A = ||la,||} se nazyvé rozlofitelnd, existuje-li rozklad mno-
ziny indext 1, 2, 3, ..., n na dvé skupiny

M={i,i...0,}, N={kky...,k}, (u+v=n)
tak, Ze pro kaZdé ¢, € M, k; ¢ N plati g, k= 0. Jinak je matice nerozlozitelnd.
) *
10) Pfipojime-li k H hranu ;Z;, vidime, e v H je u — .

11) V préci [3] neni spravné tvrzeni, %e kaZdé base hran je rovinny graf, Ja,k upozornil
W. T. TurtE v Math. Reviews, Vol. 16, No 1, 1955, str. 58.

12y Viznapf. ®. P. 'anrmaxep: Teopus marpny, MockBa 1953, str. 321.
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Souvislost s dobfe orientovanymi grafy nahlédneme, kdy# ke kazdé &tvercové
matici 4 = ||ay] pfitadime graf G, (v $ir§im smyslu), ktery mé n uzld u,,
Uy, ..., U, & jeho hrany jsou dény touto ekvivalenci:

E—u)kGGA@“ik* 0. (€]

Véta 9. Civercovd matice A = ||layl|7 je merozlofitelnd pravé tehdy, je-li graf
@, dobfe orientovany.

Dikaz. Necht 4 je rozlozitelnd a G, dobfe orientovany. Existuji dva uzly
u; & U, tak, ze i e M, k e N a plati u; — ;. Na této drize existuji ztejmé dva
po sobd jdouci uzly u, a u,. tak, e i’ € M, k' € N, je tedy a,, = 0, co# je spor.

Necht 4 je nerozloZitelnd a G, neni dob¥e orientovany. Existuji tedy dva
uzly z, y, pro néz neplati x — y. BudiZ M* mnozina téch z’, pro néz z — z’,
a N* necht tvoii zbyvajici uzly grafu @,. Je M* + ¢ + N*. MnoZin&m M*,
N* odpovida jisty rozklad indexd 1, 2,...,7 na dvé tfidy M, N tak, Ze pro
kazdé i€ M, ke N plati ay = 0, coZ je spor s nerozloZitelnosti matice 4.
Dikaz je podan. '

Véta 10. Neseparabilni dobfe orientovany graf G, ktery neni prdvé cyklus,
obsahuje dvojdrihu.

Dikaz. Je-li »(G) = 0, obsahuje G skorocyklus (v&ta 4), tedy i dvojdrahu.
Predpokliddejme existenci neseparabilniho dobfe orientovaného grafu G,
s rozvétvovacim uzlem, ktery neobsahuje Zddnou dvojdrahu a mé ze viech
grafi vypsanych vlastnosti nejmensi polet nerozvétvovacich uzlia. Jeden
z t&chto uzli oznadme z a budtez u, v jeho sousedé, t. j. uz e G, ,, x0 e Q.
Je w + v (neseparabilita) a wv non € G,,,. Misto uz, zv zavedme hranu wv
a zrufme uzel z. Vznikne neseparabilni graf @’ majici rozvétvovaci uzel a ne-
majici dvojdrahu a plati »(@') < »(G.,.), coZ je spor.13) '

Véta 11. Dobre orientovany graf G o b hrandch a w uzlech md asport u cykli
(kdep = h — u + 1).

Dukaz. a) Nejprve dokdZeme tvrzeni: Je-li kazdy &ldnek naSeho grafu
@ cyklus, mé G pravé u cykli. Dikaz provedeme indukei podle poétu r élankd.

Je-li r = 1, je tvrzeni ziejmé. Budiz tedy » > 1 a at véta plati pro grafy
s r — 1 3lanky. Uvazujeme dob¥e orientovany graf G, s r &lanky a budiz 7' jeden
. jeho koncovy élanek o ¢ hranich. Odstratime z @, vSechny reguldrni uzly
¢ldnku 7' a vSechny hrany tohoto ¢ldnku. Vznikne dobie orientovany graf
G,_, 0 h — t hrandch, o 4 —t 4+ 1 uzlech a r — 1 &ldncich, ktery podle in-
dukéniho predpokladu mé podet cyklt (A —t) — (uw — ¢ + )4+ 1=h—u
Tedy @, mé u cykld.

b) Vlastni dikaz podédme indukei podle .

13) V&ta 10 ukazuje, e neni mo¥né zavést pojem ‘jakéhosi ,,dsporng‘ orientovaného
grafu, v némZ by ke ka?dé dvojici riznych uzli u, v existovala jedind dréha vedouci
zudow.
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Necht @ mé u = 1. Oznadime-li p; potet uzli i-tého stupné v G, platit4)
2h = 3 ip; a dile

=2
%h = 2229i+z3(i_2)9i=2u+23(i-—2)g,..

Odtud plyne g; = 0 pro kazdé i = 3. Je tedy @ cyklus a tvrzeni plati.

R

Skl

Obr. 6.

Budi¥ nyni z > 1. Utifime indukéni pfedpoklad a uvazujme graf G o A hra-
néch a « uzlech, p¥i emz b — u + 1 = u. Jsou-li viechny jeho &lénky cykly,
je tvrzeni zfejmé podle a). V opatném piipadd budiz G, jeden Elanek, ktery
neni cyklus. Je to neseparabilni dobfe orientovany graf a podle véty 10 exis-
tuje tedy v G, dvojdraha s obloukem L. Bez Gjmy obecnosti se dé predpokla-
dat, %e L je obloukem i v @. BudiZ « potet vnitfnich (nerozvétvovacich) uzli
oblouku L; tedy « + 1 je potet hran oblouku L. Vynechme v &¢ oblouk L (po-
nechévajice oviem jeho poditeni uzel z a koncovy ). Vznikne dobte oriento-
vany graf & majici B — (x + 1) hran a 4 — & uzli. Podle indukénfho pred-
pokladu mé aspoii » — u cykld a déle v ném plati y - 2. Tedy G mé aspoii
w cykli.

Poznamka 4. (islo x4 vystupuje v theorii konetnych graft Sastdji. Konig
([1], str. 53) je nazyvé Zusammenhangszahl, Whitney ([5], str. 340) uvadi t¥i
nézvy: nullity, cyclomatic number, firsi Betts number. V souvislosti s vétou 11

14) Viz [1], str. 21.
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zlst4vd oteviena otdzka, zda kazdy dob¥e orientovany graf bez dvojihel-

nik lze zmé&nou orientace nékterych hran prevést na dobie orientovany

graf majici pravé u cykld. :
Piiklad 3. Jako aplikaci rozhodneme, zda dani matice je rozlozitelns.

001010010
100000101
010101000
100000101
A=|010101000
100000101
001010010
010101000
001010100

Sestrojime-1i graf @, (obr. 6) a uréime v ném basi hran. Vidime, %e takovou
basi tvoti na p¥. cyklus po ¥adé s uzly 1329567 841; ]e tedy G, dobre orlentovany
a matice 4 nerozlozltelna

IV. Acyklické grafy

NEUMANN a MORGENSTERN [2] zavad&ji na str. 591 pojem acyklické relace.
PouZijeme jej k této definici: Acyklicky graf je graf, ktery neobsahuje jako
podgraf Zadny cyklus.

Ztejmé kazdy podgraf acyklického grafu je a,cyklickj’r. Pramenem grafu na-
zveme uzel, ktery neni koncovy pro Ziddnou hranu grafu. V acyklickém grafu
existuje zFejmé aspoii jeden pramen (z opa,ku plyne totiZz pfi koneénosti grafu
existence cyklu). : o

Véta 12, Gmf G je acyklicky pravé tekdy, Zze-lz 7eko uzly ocwlovat czsly 1,2, 38, ...

, n tak, Ze 17 e K{G} =1 <.

Dukaz Existuje-li popsané oc1slovam nemize v @ emstovat cyklus
s uzly iy, iy, ..., i,. Pak by totiz bylo i; < 1, < ... < By < 1y, Gili 1, < 4.

Je-li obracené @, acyklicky, zvolme v ném ]eden pramen a oznaéme jej 1.
Odstranime-li z @, uzel 1 a hrany z n&ho VyChazé]1b1,' vznikne acyklicky graf
@,. Jeden z prament grafu G, oznadme 2 a _proces opa,kque Z konecnosm
grafu G, plyne existence z4daného o&islovéni.

Pozndmka 5. Dané dtvercové matici 4 piitadme podle (1) graf @,. Z véty
12 plyne, Ze G, je acyklicky pravé tehdy, existuje-li takova permutace sloupct
a Fadkd matice 4, kter& preva,dl 4 v matiei ma]101 »»pod hla,vm dlagonalou
jen nuly. )

Konig [1] uvadi na str 93 pojem transitivnt graf. Je to graf v némz definujict
relace je transitivni. Ukazuje ses), Ze transitivni graf bez dvojihelniki m4é
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jedinou basi hran. Snadno vSak nahlédneme, Ze transitivni graf bez dvojihel-
nikd je zvlaétnlm piipadem acyklického grafu. Vétu z pozndmky 15) zobecmme
nyni takto: .

Véta 13. Acyklicky graf G md jedinow basi kran. Jeji hrany jsou prdvé ty
hrany grafu G, nad nimiZ neexistuje v G skorocyklus.

Dukaz. Uzly grafu G necht jsou oéislovany podle véty 12. Oznaéme I% mno-

Zinu hran grafu ¢, nad nimi? neexistuje skorocyklus, a necht B je jistd4 base
hran grafu G. Je ziejmé M C K{B} Dokézeme téz mklu51 K{B} C M. Zvolme

1,7 € K{B} (tedy 7 < j) a nechf 75 non e M. Tedy nad zy existuje v @ skoro-
cyklus; mezi vemi t&mito skorocykly oznadme S ten, ktery mé maximalni

podet hran. Kdyby existovala hrana, 177?' eS8 (1< <j £ 9) neleziel v B,

nebyl by § zfejmé maximalni nad '1,7 Je tedy K{S} C K{B}, coz je spor s de-
finici base hran. Unicita je tim téZ dokézana.

Je znima tato tiloha: Postavte na $achovnici nejmensi mozny podceb dam
(kréloven) tak, aby ka#dé neobsazené pole — a jen takové pole — bylo napa-
deno nékterou ddmou. Konig interpretuje tlohy tohoto typu pomoei graft
a zavadi p¥i tom pojmy base uzli a Feleni daného graful®). Basi uzla grafu G
rozumime mnoZinu U c JI{G} majici dvé vlastnosti:

1. Ke kazdému znon € U existuje y e U tak, Ze y — z.

2. Pro zadnou dvojici y; + y, z U neni y; — ¥,.

D4 se dokéazat, Ze v kaZdém grafu existuje aspont jedna base uzli; snadno
sestrojime graf, ktery mé vice nez jednu basi uzli.

Redenim grafu G nazyvdme mnozinu R C II{G} o t&chto dvou vlastnostech:

1. Ke kazdému z non € R existuje y € R tak, %e yz ¢ K{G}.

2. Pro zddnou dvojici Y, + Y. z R neni 4,7, « K{G}.

"V nékterych grafech neexistuje Fefeni. Neumann a Morgenstern ([2], str
597) viak dokazuji, Ze kazdy acyklicky graf m4 jediné FeSeni'?).

Véta 14. Acyklicky graf G md ]edmou basi uzlit. Tvoft ji mnoZina véech pra-
mendi.

Dikaz. Uzly grafu @ nechﬁ jsou o&islovany podle véty 12. Oznatme M mno-
Zinu v8ech pramend grafu G a necht U je jistd base uzli grafu G. Je zFejmé
M C U. Dokizeme inklusi U C M. Zvolme 2 ¢ U a necht 7 non ¢ M. Existuje

tedy v @ hrana ﬁ (kde 7 < %), proto jnon e U. Existuje tedy déle uzel j' e U

15) [1], str. 94, véta 9.

18) Konig [1] ufivé pro basi uzlh ndzvu Punktbasis (str. 89), pro feSeni pak Punktbasis
2. Art (str. 90). Neumann a Morgenstern [2] nazyvaji YeSeni solution (str. 588).

17) Formulovéno oviem v nasi termmologu V citované kmze 8é totiZ pojem grafu
vz?slovné nevyskytuje.
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tak, ze v G plati j — j (odtud j' < ). Z toho plyne j* — 7, coZ je spor s definici
base uzli. Pro kazdé i ¢ U je tedy ¢ ¢ M. Unicita je tim téz dokizana.

V souvislosti s acyklickymi grafy je snad zajimavéd poznidmka k jednomu
Rédeiovu vysledku (uvedend ve v&té 15). Zavedme vSak nejprve dva pojmy.
Graf ktery s kazdymi dvéma raznymi uzly z, y obsahuje pravé jednu z hran
zY, yx, se nazyva dplny. Existuje-li v grafu @ draha, kterd prochézi viemi jeho
uzly, nazveme ji osou grafu G. L. Rédei dokéazal8), Ze podet os v dplném grafu
je lichy. D4 se téz dokazat

Véta 15. Uplny graf obsahuje jedinow osu pravé tehdy, je-li acyklicky.

Diukaz. Uvazujeme tplny graf G o » uzlech. Je-li @ acyklicky, je kazd4 jeho
osa basi hran a tedy existuje jedind (v&ta 13). Necht nyni @ neni acyklicky.
Zvolme v ném jednu osu a oznaéme jeji uzly po ¥adé 1, 2, 3, ..., n. Jsou tedy
oznateny vSechny uzly z G. Protoze @ neni acyklicky, existuji uzly 7, & (¢ +
+ 1 < k) tak, Ze %i < G. Ze viech existujicich dvojic (i; k) této vlastnosti
zvolme ty s nejmensim % a z téchto tu dvojici s nejvétsim k. Nésleduje schema,
které ukazuje existenci dal¥i osy v G.

Uzly daldi osy

t1=1k=n 2,3,4...n—1,n,1

t=1k=n—1 2,3,4,...n—2,n—1,1,n

t=Lk<n-—1 2,34.,k—LEkLE+LEF2,..,n—1n

t=2,k=mn 1,3,45,....n—1,mn,2

1t=2,k=n—1 1,3,45,....n —2,n—1,2,n

1=2,k<n-—1 1,3, 45,...,k— 1L, k2,k+1L,E+2,...,m—1,n

1> 2, k=n ,2,38,..,t—L+4+1L,742,..,n—1,n1¢

1> 2, k=n—1 ,23,..,t—L:+1L,1+4+2,..,.n—2,n—1,4,n

1>2, k<n—1 1,2,8,..,i—Lit+1L72+2, .., k—Lki,k+1,k+2,...
. e T

Dikaz je pod&n ,
Je-li dan graf @, zavedme v H{G} relaci g takto: Kladme 2oy pravé tehdy,
plati-li soudasné x — 9, y — z. Relace ¢ je zfejmé reflexivni a symetricks,

1%) Jeho madarsky psané préce je u nés nedosaZitelnd. Informaci o ni podéavs [1],
str. 20.
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Protoze plati’®) x — ¥, ¥ — 2z = & — z, je o také transitivni. Je to tedy ekvi-
valence. Ekvivalence ¢ definuje jisty rozklad 2 mnoziny /Z7{G}. Prvky rozkladu
Z lze povaZovat za uzly grafu Z(@), deﬁnu]eme-h hrany takto: jsou-li ¥, W

dva razné prvky ze X, existuje hrana TW e Z(G) pravé tehdy, existuji-li
v II{G} prvky zeV, yeW tak, Ze zy ¢ K{G}. Graf X(G) nazveme faktorovym
grafem piisluinym ke G.

Véta 16. Graf Z(G) je acyklicky.
Dikaz. Necht Z(@) obsahuje cyklus V,V,V;...V,V,. Pak v grafu G lze

sestrojit posloupnost uzld z;, y;, s, ¥s, - --» T, Y, takovou, %e %, y; e V; (1 £
<i<r)aev G existuji hrany Z¥, Za¥s, Tols, ---» Tp_1¥r Tris- Pro z €V,

yeV, tedy v G plati x — y, aviak také y — x (existuje draha prochézejici
“ZIy g, ya’ L3y Yu -5 Ty yl)’ élh ny (SpOI‘).

Pozndmka 6. KaZdou basi uzla U grafu G miZeme urdit takto: Sestrojime
faktorovy graf Z(G) a vyhleddme v ném prameny. To jsou podmnozZiny
v ITI{G}; v kazdé z nich zvolime libovolng jeden uzel. Dostavéime U. -

Ze takto konstruované U je base uzli z @, nahlédneme takto: Je-li z € U,
yeU, z % y, nemiZe v G byt  — y, nebot pramen, ktery odpovida uzlu y,
by byl v Z(@) koncovym uzlem jisté hrany. Je-li z non ¢ U, pak bud existuje
z e U tak, Ze zpz, tedy v G plafci x — 2, nebo neexistuje. Uzlu z odpovidé pak
v X(@) jisty uzel Z a miZeme v X(G) najit pramen X tak, Ze v Z(G) plati
X — Z. Pramenu X odpovidd v G uzel 2, ¢ U a v G tedy plati z, — =.

Obréceng, je-li U base uzli v @, nemiZe dvéma riznym prvkam z U- odpo-
vidat tyz uzel ze Z((). Sestrojme viechny uzly ze 2(@F), které odpovidaji po
¥adg uzliim z U. UkaZe se, Ze jsou to viechny prameny ze Z(G¥) a Zédny jiny uzel.

a)} Kdyby né&jaky pramen P ze X(G) zde nebyl, zvolime v G néjaky jemu
prisludny uzel w. NemiiZe v8ak existovat z € U tak, Ze v @ plati z — w.

b) Kdybychom popsanou konstrukef do§li i k jinym uzléim neZ k pramentm
v Z(@G), necht @ je jeden z nich odpovidajici uzlu ¢ e U. Pak by existoval
v Z(G) pramen V tak, Ze v X(G) plati V — Q. Pramenu ¥V necht odpovidé
vGuzel ve U, tedy v & Je v—>q (spor). Tvrzeni pozndmky 6 je tedy doké-
z4no.
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PesoMme

O KHOHEYHBIX OPUEHTUPOBAHHBIX TPAQAX

NPHUN CEITAYEK (Jit{ Sedladek), Ilpara.
(ocryrmno B pegaxumio 4/IV 1956 r.)

Pa6ora cocronT m3 yersipex gacreil. Hacrs I comepsxuT onpeneneHns: 0CHOB-
uax nopATuit: I'pad, y xoroporo mobse gea pefpa ¢ o6IIel BepMAHOR IesKaT
HA HOKOTOPOU ORpYkHOCTH Tpada, ME HazoBeM (cormacuo [5]) Hecenapabeas-
nom rpapom. Ilomarua nymv, Gasuc pebep, 6asuc 6°pwh, cemb B NAOCKUL
epagp oupenmenenst B [1]. Umemo Bepmmu 2-if cremenn B rpade G oGosmaumm
gepe3 »(G).

B wacru II mcemenmyrorea Gasmesr pebep cereit, B ocofermocTE Takme Oa-
3uchl B, mua xoroprix »(£3) mamo. I'masunie cBoiicTBa 3TEHX TpadoB B TaKOBH:
Ina moGoro B 6Gymer »(B) = 2 (reopema 4). Ecim B — HecemapaGenbHEIR
rpad ¢ 9YeTHHIM (COOTB. HEYETHHIM) 4HCJIOM BepmuH I ecam »(B) =< 3 (cooTs.
»(B) < 4), To B ects nnockmit rpad (reopema 8). Ha puc. 5 mokasas HenmmocKui
rpadp B* ¢ 10 BepmmHaMH, NI KoToporo »(B*) = 4. (9ra wacrs paboTH mpm-
MEKaeT k [3].) _

Yaere 111 nmocamaerca zopowo opuenmuposarHsim Tpadam (TaK ME HA3El-
BaeM rpadsl, B KOTOPKIX M3 Ka)KI0M BePIIMHEL BeJeT IyTh K KaKIOd M3 0CTalb-
HEX — cM. [4]). Ilokasama cBaAse ¢ mousTHeM Hepassomcumasn mampuya. Ecmm
pamnoit marpuue A == |layl|7 mocraBuTh B coorBerctBme rpad G, (B Gomee
MEPOKOM CMBICJI® CIIOBA), KOTOPHIA WMEeT 7 BOPIMH Uy, %, ..., U, A pebpa
xoroporo namsr gopmymnoi (1), To A Gymer HepaslIOKEMON MarTpHIeH TOrma
B TOIBKO TOIja, ecjm G, ecth XOpOIo OPMeHTMPOBAHHEIA rpad (reopema 9).
Xopomo opuenTHpoBaHubIi rpad ¢ ~ pebpaMm ¥ % BepIIMHAMH COXEPIKHT IO
MeHbImel Mepe b — w - 1 muxaos (Teopema 11).

Yacrs I'V paccmaTpusaer anmrimdeckne rpadsl. Ayuxiuveckus HasEBaETCH
rpad, He comepKANIMil CPORM cBOMX MOArpadoB HE omHOro mukma. Ecix onaTs
mocTaBUTh B coorBeTcTBHe Marpume A rpad G,, To G, 6yaer ammramYeCcKHM
TOrZa M TOJIBKO TOTMA, eCJIN CYIIeCTBYeT TaKad MepecTaBOBKa CTOIAGIOB U CTPOK
MaTpamel A, XoTopas mepeBoxET A B TPEYroNbHYIO MATPERY (3aMedanme 5),
Jlanee moxasano, 4T0 B AIMKAXYECKOM rpade CymecTByeT OFMH M TOIHLKO ONAH
6asmc peGep (reopema 13) m Toxeko omme Gasmc BepmuH (Teopema 14). Ecmm
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OIpefielIATh WONHHK rpad Kak OPHEHTHPOBAHHEIN rpad, B KOTOPOM C KasKOH
napon Pa3NMYHKEIX BepIIHME %, ¥ CYIIECTBYeT OJHO M TOIBKO OXHO U3 pebep
%V, VW, TO CUOpaBe[NEBO yTBepxAenue: llomment rpad G comepET OMEE
eIMHCTBeHHHHA DNyTh, OPOXONAMAA 9Yepe3 BCe BEPIIMHEL TOTHA X TOIBKO
Torga, ecna G—anmrimaeckmir rpad (reopema 15).

B muoxecrse BepmmE JI{(} IpOM3BOIBHOr0 OpHEHTEPOBAHHOrO rpada G
MOKHO OIPefielIUTH CIeXyIOIyI0 9KBHBaJeHTHOCTH: IlycTh Zgy Torma H TOIBKO
TOTrJla, eclI® UYTh BefeT U3 & K ¥ K TaKmke IyThb BefleT U3 ¥ K #. OTHOmeHmEM
o ompenieneHo pazbmenme X' MHO:xecTBa JI{G'}. dmeMeHTH U3 2 MOMHO CIATATH
BepmuHamz rpaga X(G) m ero pe6Gpa ompemenurh ciaefyiomum obpasom. s

VW, VeZ, WeZXZ cymecrsyer pebpo VW Torga m TONbKO Torga, ecild
cyulecTByOT BepmuEH T eV, y e W Tar, uro z¢ ¢ G. Torga X(@) sBumerca
anurangeckuM rpadom. Taxke IDOKAa3aHO, KAK MOKHO Ipm momomu rpada
2(G) moctporTs xaskpHHE Gasme Bepmuau rpaga G.

Zusammenfassung

UBER ENDLICHE GERICHTETE GRAPHEN

JIRT SEDLACEK, Praha.
(Eingelangt am 4. April 1956.)

Die vorliegende Arbeit hat vier Teile. Der erste Teil enthalt Definitionen
der Grundbegriffe: Als unseparabel bezeichnen wir (nach [5]) einen Graphen,
dessen jede zwei Kanten mit einem gemeinsamen Knotenpunkt in irgend-
einem Kreis liegen. Die Begriffe Bahn, Kantenbasis, Punktbasis, Netz und
ebener Graph sind in [1] definiert. Mit »(G) bezeichnen wir die Anzahl der
Knotenpunkte 2. Grades im Graphen G. Im zweiten Teil studieren wir Kanten-
basen fiir Netze und besonders solche Kantenbasen B, fiir welche »(B) eine
kleine Zahl ist. Haupteigenschaften dieser Graphen B sind: Fiir jedes B ist
»(B) = 2 (Satz 4). Ist B ein unseparabler Graph mit gerader (resp. ungerader)
Anzahl von Knotenpunkten und »(B) < 3 (resp. »(B) < 4), dann ist B ein
ebener Graph (Satz 8). Fig. 5 zeigt einen nichtebenen Graphen B* mit 10 Kno-
tenpunkten, wo »(B*) = 4. (Dieser Teil unserer Arbeit kniipft an [3].) Der
dritte Teil ist den wohlgerichteten Graphen gewidmet (so bezeichnen wir solche
Graphen, in denen von jedem Knotenpunkt aus zu jedem anderen eine Bahn
filhrt — siehe [4]). Der Begriff des wohlgerichteten Graphen hingt mit dem
algebraischen Begriffe der unzerlegbaren Matrix eng zusammen. Wenn wir
nimlich einer gegebenen Matrix 4 = ||a;|; einen Graphen G, (in weiterem
Sinn) zuordnen, der » Knotenpunkte u;, %,, ..., 4, hat, und dessen Kanten
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durch die Formel (1) gegeben sind, dann ist 4 eine unzerlegbare Matrix
dann und nur dann, wenn G, ein wohlgerichteter Graph ist (Satz 9). Ein wohlge-
richteter Graph, der A Kanten und » Knotenpunkte hat, enthélt wenigstens
h — u + 1 Zyklen (Satz 11).

Der vierte Teil behandelt azyklische Graphen. Ein Graph ist azyklisch, wenn
kein Teilgraph ein Zyklus ist. Wenn wir der gegebenen Matrix 4 wieder einen
Graphen G, zuordnen, so ist G, azyklisch dann und nur dann, wenn so eine
Permutation der Spalten und Reihen der Matrix 4 existiert, welche die Matrix
4 in eine Dreiecksmatrix umformt (Anmerkung 5). Weiter wird gezeigt, dass
ein azyklischer Graph nur eine einzige Kantenbasis (Satz 13) und eine einzige
Punktbasis (Satz 14) enthalt. Wenn wir einen vollstindigen Graphen als
gerichtet definieren, in dem zu jedem Paar verschiedener Knotenpunkte
u, v eine und nur eine der Kanten uv, vu existiert, dann gilt der Satz: Ein voll-
stindiger Graph enthdlt dann und nur dann eine einzige Bahn, die durch
alle Knotenpunkte fithrt, wenn G azyklisch ist (Satz 15).

In der Knotenpunktmenge /7{G'} eines beliebigen gerichteten Graphen G
definieren wir die folgende Aquivalenzrelation: Es sei zgy dann und nur
dann, wenn eine Bahn aus z nach y und zugleich auch eine Bahn aus y
nach z fiihrt. Die Relation o definiert eine Zerlegung X der Menge II{G}.
Die Elemente von X konnen wir fiir Knotenpunkte eines Graphen X{G}
halten, wobei Kanten folgendermassen definiert sind: fiur V &= W,VeZ, WeZ2
existiert VW dann und nur dann, wenn es Knotenpunkte zeV, ye W mit
zy € G gibt. Es gilt dann, dass X(G) ein azyklischer Graph ist. Es wird auch
gezeigt, dass man mit Hilfe des Graphen X(@) jede Punktbasis des Graphen
@ leicht bilden kann.
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