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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV, Praha

SVAZEK 82 % PRAHA, 31. V. 1957 % ClsLo 2

O JISTE CHARAKTERISACI KOMPAKTNICH SOUVISLYCH MNOZIN
V EUKLEIDOVSKEM PROSTORU

MILAN SEKANINA, Brno. DT:519.51
(Doslo dne 20. prosince 1955.)

Piedm&termn nésledujicich dvah jest vySetfit moZnost obriceni
nésledujici véty 1, které pouZil v konkretnim p¥ipadd K. REINHARDT
ve své disertaci: Uber die Zerlegung der Ebene in Polygone, Borna
Leipzig, 1918, str. 18, a jeji zobecnéni pro m-rozmérny eukleidovsky
prostor E,,.

V&ta 1. BudiZ {a,} poslowpnost redlnyjch éisel. Necht

lim (@41 — @) = 0 - (1)

Potom derivace mnofiny vsech proki. posloupnosti {a,} je souvisld') mnoZina.

Dtive nez ptistoupime k dikazu této véty, uvedeme tuto definici:

Rekneme, e mnoZina M redlnych &isel tvoii e-sit (e kladné reslné &islo)
v intervalu [a, b, existuje-li pro kazdé ¢ € [a, b] m, € M tak, Ze |¢ — m | < e.

Pripomenime dale, Ze jedinymi souvislymi mnozinamina redlné ose je prazdné
mnoZina, bod a interval (ohranieny i neohranideny). Z definice je dale patrno,
ze mnozina M jest hustd v [a, b], obsahuje-li pro libovolné &> 0 e-sit v [a, b].

Dikaz véty 1. Je-li M’ prazdna mnoZina nebo jediny bod, neni co dokazo-
vat. Budtez tedy ¢ a d hromadnymi body mnoziny prvki z {a,}, d > ¢, ¢ > 0
libovolné. Podle pfedpokladu existuje n’ tak, Ze pro n > n' plati |a,; — a,| <
< e¢. Zvolme a,, a,, tak, ze |a, — ¢ |< ¢, |a,, — d| < &, ny > n; > n'. Potom
body n,, Cpyias - e ey Bnyy, By tVOYT e-sit v [c, d]. Jest tedy mnozina prvki z {a,}
hustd, v [¢, d], jest tedy [c, d] &asti jeji derivace.

1) Rikéme, ¥¢ M c P, kde P je topologicky prostor, je souvislé mnoZina, jestliZe
neobsahuje neprdzdné &ssti K, L tak,%e plati K U L =M, K n L n M = (. (Viz na p¥.
KuraTowskr: Topologie II, 1950, str. 79.)
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Predpoklad (1) 1ze vyslovit téz takto: Ke kazdému & > 0 a kaZdému p¥iro-
zenému 6islu & existuje piirozené &islo n’ tak, Ze pro n > n’ a 7 < k plati
Ia'n+:" - anl <e.

Formulujme nyni pro spodetnou ohranidenou mnoZinu (spodetnou mnoZi-
nou rozumime mnoZinu mohutnosti ;) obdobu Cauchyova konvergenéniho
kriteria takto: spodetnd ohranidend mnoZina redlnych &isel md za derivaci
jediny bod tehdy a jen tehdy, di-li se uspofddat v posloupnost {a,} tak, Ze
plati toto: ke kazdému ¢ > 0 existuje n’ tak, Ze pro n > n’ a ka#dé p¥irozené
éislo 5 plati |a,,; — a,] < e. Tedy rozdil proti hotejéimu pfedpokladu je v tom,
ze zde je j libovolné p¥irozené dislo.

Obracenim véty 1 pro ohraridenou mno#inu je ‘

Véta 2. BudiZ M spoletnd ohranifend mnofina redlnijch éisel. Necht derivace
M’ mmnofiny M je souvisld mmnofina. Potom M se dd usporddat v posloupmost
{a,} tak, Ze plats (1).

Dikaz. Necht M C [a, b]. Podle Weierstrassovy véty jest M’ + @. Obsa-
huje-li M’ jen jeden bod, jest véta spravna podle shora uvedené formulace
Cauchyova konvergenéniho kriteria. Necht tedy M’ jest interval, M’ =
= [c, d]. Uspotidejme nejprve mnozinu [¢,d] n M = N libovolné v posloup-

1 .
nost {a,}. Utvofme nyni koneéné P site S, pron =1,2,3,... v [¢, d] takto:
8, je koneénd 1-sit v [¢, d], S; C N a a; € S;.

. S S Sonle
S, je koneénd, —- sit vie,d,S,C N—U Spyaa) eS8,
. E-1
n-1
kde index 7, je nejmensi ze viech ¢, pronéz a; e N — U 8;. Mnoziny 8§, exis-
k-1

n-1
tuji, nebot N — U S; jest mnozina hustd v [c, d] pro kazdé n (N jest mnoZina
: k-1

husté v [, d] podle predpokladu, S, jsou koneéné mnoZiny).
1. Necht @ +¢, d & b. Potom poloime {[a,¢c) — [c — },¢)} n M = L,,

1 1 ‘ 1
Ln__—[c—%,c—_—z—(m) ﬁﬂ’.{, n = 1, 2, 3, ,,{(d,b]—(d,d —{—E]}n
ﬁM:Pl, Pn+1=xMﬁ(d+'§(‘Zl’_F-f),d+§%],n= 1,2,3,...1\InoiinyLn

a P, jsou kone¢né, ponévadz jsou to mnoziny ohranidené, jejichZ derivace jest
prézdnd mnozina. Kazdou z mnozin L, a P, uspotddejme libovolng, S,,_;
uspofddejme vzestupné, S,, sestupné. Polozme dile M,, = S, pro n =1, 2,
3,.., Mynyy=L,pron=20,1,2,..., M, , = P,pron=1,2,3, ... Systém
viech M, pro n =1, 2, 3, ... uspotadejme tak, ze M, < M,<>m < n. Jest

0
nyni M = U M, usporddané sjednoceni uspofddanych mnozin. Prost¥ednic-
n-1
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tvim téchto usporadani jest zpiisobem obvyklym definovano usporiddani mno-
ziny M 2). Protoze M, jsou koneéné a systém viech M, jest uspoiddéin v typ w,
jest 1 M uspofadana v posloupnost, kterou oznaéme {a,}. Necht a, € M;, @y €
e M, (I =jnebo j + 1 nebo § + 2). Potom pro j > 3 jest, jak plyne snadno

z konstrukee M, |a,.; — a,] < ?-—8— . Protoze pro m— oo téZ j— oo, jest

lim |a,,; — a,] = 0, tedy {a,} jest posloupnost, jejiz existenci jsme chtéli

dokazat.

2. Je-li a = ¢ nebo d = b, jest postup naprosto analogicky piedeslému.

Prejdéme nyni k ptipadu, kdy M je neohranidena.

Véta 3. Budiz M spobetnd mnofina redlnyjch Cisel. Necht jest bud 1. hustd na
redlné ose, nebo 2. M 2dola ohraniéend, M’ = [a, +o) = J, nebo 3. M shora
ohramibend, M' = (— 0, a] = J. Potom se M dd usporddat do posloupnosti
{a,}, pro nif plati (1).

Dikaz: P¥ipad 1. Dikaz je obdobny ditkazu véty 2, proto je podan ponékud

n

' 1 P
struénéjsi formou. Necht s, = Z % Polozme [— s, s,] = I,. Uspotddejme M
i1

1 ’ .
libovolné v posloupnost {a,}. Definujme . sitg S, takto: S; je koneénd 1-sit
vI,8,C Mnl aaj €8y, kde j; je prvni index 4, pro néjz plati a; e M n I,.

n-1
8, je konednd ;1; sitvlI, S,C (M — U Sk) n I,aa 8, kde j, je prvni
k-1

-1
index, pro néjz a; ¢ (M —nU 8p) o I,.
n=1

Ponévadz lims, = o0, jest US,= M. Necht S, < S,<>m <n, S,,
n=1

n—>0
uspofadejme vzestupns, S,,_, sestupné. M jest pak uspoiidané sjednoceni
usporadanych koneénych disjunktnich mnozin, tedy, jako p¥i dikazu véty 2,
jest témito uspofadinimi M uspof'é,daﬁna v posloupnost {a,}. Protoze
lim (Sp41 — 8p) = lim 1_ 0, jest hm (@piy — @) = 0.
n—>o n—r0 n
V piipadé 2. a 3. definujeme podobné ]ako v piipadé 1. mnoZiny S,, pii
tem? misto o mnozing M uvazujeme o mno¥ing M n J. M — J potom rozlo-
zime na mnoziny P, ( v ptipadé 2) nebo L, (v piipadé 3) jako p#i dikazu véty 2.
Usporadéni systému viech mnoZin P, a S,, resp. L, a S,, jest obdobné jako
v dikazu véty 2
Je-li M spocetna mnozina redlnych &isel, pro niz M’ je souvisld mnozina,
potom, jak je nyni snadno patrno, jest mozno psat M jako sjednoceni dis-

2) T. J z,ye M,z <y, kdyz budxeMm,yeM,z, m < n, nebo x,y ¢ M, a prvek z
je pred prvkem y v uspofddéni mnoZiny M,,
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junktnich mno%in 371, M2, M3, kde M* se d4 usporddat v posloupnost mono-
tonné klesajici, M2 v posloupnost monotonné rostouci, M3 v posloupnost,
pro niz plati (1). V tomto sjednoceni mohou byt néktersd M* prazdné mnoZiny.

V E,,, m > 1, véta obdobnd v&té 1 v plné §ifi neplati, jak dokazuje nisledu-
jici priklad.

Piiklad 1: Budte? v roving (x, y) dany kiivky y@ = e# a y@ = — 2.
Potom pro body 4 = (,, €*), B = (2,, €*) plati
o(4, B) < |s(4, B)|, (2)

kde p je metrika v B, |s(4, B)| je délka oblouku kifivky y» mezi body 4 a B.
Obdobné nerovmost plati pro body k¥ivky y@®. Za poditek parametru s pro
Y@ (resp. ¥®) zvolme bod (0, 1) (resp. (0, —1)). P¥i tom s > 0 odpovida z > 0.
UvaZujme o mnoziné bodid na %" a y®, pro néz s je racionilni. Jako p¥i dukazu

. 1 .
véty 3 sestrojme —- - sité¢ (vzhledem k s) pro y® (resp. y®) SP, ..., 8P, ...

(resp. 8P, ..., 82,..). 8, a 8@ (resp. S a 8@_,) uspofddejme sestupné
(resp. vzestupné) a systém viech S® (1 = 1,2; n =1, 2, 3, ...) usporidejme
nésledovné: S{» < 8P < 8P < 8P < 8P < ... Ponévadz kiivky y®» a y@
se asymptoticky blizi pro £— — oo (t. j. pro s— — o0) a plati (2), je, podobné
jako dfive, té€mito wuspofddanimi definovdno uspofddini mnoZiny M do
posloupnosti {4,}, pro niz plati

lim Q(An+1a 4,)=0. (3)

n—>co

Ale M', kters se sklada z obou kiivek y@ a %@, neni mnozina souvisla. Plati
vSak

Véta 1a. BudiZ M = {4,} ohranifend posloupnost bods v E,,. Necht plati (3).
Potom M’ je souvisld mmoZina.

Dikaz. Pripustme, Ze existuji dvé neprazdné, disjunktni uzaviené mno-
zZiny L a K tak, ze L u K = M'3). Pon&vadz M jest ohranilend mnoZina,
existuje m-rozmérnd krychle @, kterd obsahuje ve svém vnittku M i M’'. Z
ohraniéenosti dale plyne, Ze o(K, L) > 0. Zvolme krychlovou sit v @ s krych-
lemi o hrané ¢ << %L_Q (viz obr. 1). Sjednoceni systémi krychli4), které jsou

m
incidentni s mnozZinou K (resp. L), oznadme W(K) (resp. W(L)). Jest UW(K) n

n WZL) = 0. Utvoime nyni v @ krychlovou sit s krychlemi o hrané 3£ a oznadme

3) Ekvivalence t&chto predpoklada s predpoklady v pozndmce 1 je patrnd, uvédomi-
me-li si, Ze M’ jo uzaviens mnoZina.
4) Krychle uvaZujeme jako uzaviené mnoZiny, tedy véetn& st&n.
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jako 9,(K) sjednoceni mnoziny krychli z této sité, které maji s (K) spoledny
alespoil jeden hrani¢ni bod, aviak Zadny bod vnitini, jako D,(K) sjednoceni
mnoziny krychli z této sité, které maji s D,(K) alespoil jeden hrani¢ni bod
spoleény, ale Zddny bod vnitini s W(K) u D,(K). Z volby ¢isla ¢ je patrno, Ze
W(K) n Dy(K) =0, (L) n Dy(K)=9.
Nyni jest nekoneéné mnoho bodl

z M jednak v 1(K), jednak v W(L). ™
Necht 4, e W(K), A, e (L), pi dem? KD \\\ _
7y 8 Ny (ny > ny) necht jsou vétsi nez V4 —] W

] N\
N\

n',kden' zvolme tak, ze o(A,11, 4y) <

< ?E, pro n > n’. Potom lezi alespoinl

jeden z bOdﬁ An,: An1+1: AR Anz+1> Anz f
v D,(K). Protoze toto plati pro neko- Uik
neéné mnoho n,, jest v O,(K) neko-

N

,\
T
%

neéné mnoho bodli z M a jest tedy AN 7)”/')’/\\\

v O,(K) alespoti jeden bod z M’, coz T -

je spor. [l -
Véta 2a. BudiZ M spoletnd ohramni- —

dend mmotina bodt z Ep, M' budif
sowvisld. Potom se dd M usporddat do
posloupnosti {4}, pro mi% plati (3).

Dikaz. Necht M C @, kde @ je m-rozmérné krychle; jeji hranu zvolme za
jednotku. Necht S, je.sit v Q s krychlemi o hrang e. Jeji prvky oznatme af’.
Budiz U, sjednoceni viech af?, které obsahuji nekoneéné mnoho bodu z M.
U, je souvisla mnoZina. Koneénou posloupnost {a{?} takovou, Ze af) a afY) maji
spoleény alespoil jeden hraniéni bod, nazyvejme Fetézcem (v Fetézei se mohou
prvky opakovat). Zvolme nyni libovolné, ale pevné o> C U,. Existuje konedny
fetézec, ktery mé za prvni a posledni prvek af?, takovy, Ze jeho prvkem jest
kazdé af? C U.°). Takovy Fetézec oznadme B(a)”). Téchto Fetézcl jest nekoned-
né mnoho. V daliim vykladu zvolime vidy jeden libovolng, ale pevné.

Obr. 1.

Uspofddejme nyni M v libovolnou posloupnost {4,}. Utvoime sit S; a
mnozinu 1. Zvolme libovolng agf) a utvofme %(agff)). Mnozinu M — W, = N,
kters je konedns, uspotidejme libovolng. Dile v kazdém al?) e B(a})) zvolme
jeden bod z M (oznatme jej A{)) a to tak, aby platilo: 1. Neni-li 4] ¢ N,
potom A] = A®) pro jisté k. 2. AD + AP pro & + j. Mnozinu viech A%
oznadme N, a uspofddejme ji takto: 4 ff) < Af.f) <>k < 4. PoloZme dale N, <
< Ny. Utvotme S,, U;. Zvolme az(.}‘) elly,

o Caf. @

5) A naopak, kazdy prvek z tohoto Yet8zce je 4sti I,.
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Utvorme Yetézec %(a 1)), zvolme v kazdém a(”) bod z M — Ny u N, (oznaéme
jej A1k>) tak, Ze plati toto

1. Neni-li 4; e M — 1, potom 4; = Agf) pro jisté k. 2. A,(f) * AE}) Ppro
k+ 3. ,

Mnozinu viech A%}) oznatme N. Polozme déle N@ = M — (U v N, u V).
Toto jest koneénd mnoZina. Necht @(Ag:f)) znaéi mnozinu viech téch bodi
A e N@, pro n&% plati p(4, Ag)) < o(4, AE?)) pro viechna j. Protoze N C U,
je pro 4« D(AR)

o(4, A9 _S_%Vﬁ . (5)
Necht
k-1
D) = (DAP) — U DlAP) o (4P
l=1

oy (Ai(f)) jsou konedné a navzajem disjunktni mnoziny. Uspotidejme jednotlivé
D'(4{?) libovolng. Polozme déle

DA < D(AP) =k <j.

Oznadme N, = U @’(Aﬁ?), kde se sjednoceni provede pies vechny Aﬁf) e N,
Jest to uspofddané sjednoceni uspofddanych disjunktnich mnozin. Tato uspo-

tadani definuji uspotddani mnoziny N, (kterdzto mnoZina je koneénd, nebot
N, = N$ u N®). Polozme dile N, < N,.

Podobné postupné zkonstruujeme S, 1, N,. Je patrno, Ze 1. N, je kone&ni
m
uspofddand mnozina; 2. N, jsou vzijemné disjunktni; 3. M = U N,,. Je tedy
n=0
M uspofddanym sjednocenim typu w uspofddanych koneénych disjunktnich
mnozin, $im% je M uspofadina v posloupnost {4,}, kterd v disledku relaci

1
analogickych k (4) a (5) a definice mnozin Q(A( )) a Yetézce %(aﬁl )) spliiuje (3).
Tim je dikaz dokonden.

Ponévadz E, je separabilni prostor, je kazda neprizdnd kompaktni (t. j.
ohranidend a uzaviend) mnoZzina derivaci jisté ohranidené spodetné mnoziny
bodd v X,. Odtud plyne

Véta4. M C E,, M =+ 0 je souvisld kompakini mnoZina tehdy a jen tehdy, existu-
je-lt spoletnd ohramitend mmnokina N C E,, takovd, %e 1. N' = M, 2. N se dd
usporddat v posloupnost {A4,}, pro niz plati (3).

Za zminku stoji, Ze véty la a 2a se nedaji prenést do Hilbertova prostoru.
To je vidét na nasledujicich prikladech.
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Piiklad 2. Hilbertiv prostor oznatme H. Sestrojme M, C H a M,C H

? ’

Ui = [(_;- 0, ... o) (é 10, .. o)] L =[(§o 0)

1 .y . P , .
(—n— ,0,...,0,1,0,.. )] (n-t4 soutadnice ,,pravého’’ koncového bodu jerovnal),.. ..

1 1

L U2 = [(— L 0,...0, ), (—z,o, ...0,1,0, )], .... Zavedeme-li po-

dobné jako v piikladu 1 parametr s, n =1, 2,3, ...,% = 1, 2 pro U® (za po-
tatek zvolme pro vechny UL(U2) bod (3, 0, 0, ...), resp. (— %, 0, 0, ...)) auvazu-
jeme-liobodech, pronéz s jeracionalni, dostaneme spodetné mnoziny M3 C M, ,
M¥c M, . Mnozina M3 u M je ohranidena a dé se uspoitdat do posloupnosti,
spliujici (3)7). Déle jest (M3 v M¥) = M, v M,. P¥itom M, i M, jsou uzaviené
mnoziny, M, n M, = §. Tedy (M¥ v MF) neni souvisld mnozina. .

P#iklad 3. MnoZina M bodt 4, z H, kde 4, = (0,...,0,1,0, ...), jest
ohranitend a M’ = 0. Mnozina M se vSak nedd uspotddat v posloupnost
spliiujici (3), nebot o(4,, 4,) = V§ (m =+ n).

Také véta 3, pripad 1. se d4 prenést do K, v plné Sifi.

takto: M, se sklddd z tsedek®) Ui = [(1, 0,...,0,..0), (1 0,...,0, )],

l\')l e

Podobné M, se sklad4 z tGsedek Uz = [(— 1,0,...,0,...) ,(—

Vé&ta 3a. Budiz M spocetnd mnoZina bod@ v E,,, hustd v E,,. Potom se M
dd uspofddat do posloupnosts {A,} tak, Ze plati (3).

Naznatime dtkaz pro struénost jen pro rovinu. Uspoiddejme M v po-
sloupnost {4,}. Utvofme soustavu &tverci (jak naznaleno na obr. 2) @,
o strané 2s, (oznaleni jako v ditkazu véty 3) a v kazdém sestrojme étvercovou

1 2
sit o strand ¢ < P kde & zvolime tak, aby —:-:l‘ bylo sudé. Jednotlivé &tverce
sité oznadme a, jak na obrazku naznadeno. Zvolme jeden of?) tak, Ze 4] € al),
kde j, je prvy index i, pro ktery A;e¢ M n @,. Budeme psit A ~ al),
Z ostatnich a vybereme po jednom vnitinim bodu 4 € M. I tu piseme 4 ~ af’,
coZ znamena, Ze bod 4 byl vybran ze &tverce a’. MnoZinu, skladajici se ze
viech téchto bodl 4 a z bodu 4; , oznatme S;. Mnozinu 8, definujme pomoci
L 4

8S,, & < n takto:

8) Usetkou [(ay, Gy, --.), (by, by, ...)] rozumime mno¥inu bodd tvaru (@, + (b; — a,) ¢,
ay+ (by —ay)t,...), kde te[O0, 1].

7) Princip uspofddéni je tento: Probihédme ,,spojité‘ sit&, jejichZ prvky lezi v M*,,
v U, U ... UU?Y,. Na ,konei‘ use¢ky U, piejdeme na Uisetku U?,, probéhneme ,,spojit&‘
obdobné sit& v U?, U ...U U?,,,, na , konci“ use8ky U?,.; pfejdeme na U’,+, atd. Vhod-
nou volbou siti dosp&jeme timto zpasobem k Zddanému usporadéni mnoZiny M*, U M*,.
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€8, kde j, je prvy index ¢, pronéjz 4; € Q, n

In

1) 8,CQun (M -—”(Jlsk). 2) A
k=1

n-1 .
n (M — kUI 8Sz)- 8) Necht 4, « a{®. Potom S, obsahuje prévé jeden vnitini bod

ze viech ostatnich a{». Pritazeni toto oznadme op&t symbolem ~.

Mnoziny 8., uspofddejme tak, e A, BeSyiy, 4 < B<>A ~a@n-b,
B ~ agn-b, k < p. Mno#iny S,, usporadejme tak, e A, B e Sy, A < B<>A4 ~
~af™, B ~a@m, k> p. Zavér dikazu je tyz jako ve v&té 3.

Y
Q,
(n 'n)
a, ‘éh daﬁz;m d’,f?
m {n J 1))
) T2h-1 AP
{ i i . i
1 : z | z !
=Sn i ; | 0 | i 1Sn
| 1 ! !
m @ m m
Ghq a,> Bp-tner | Tp-gpe
7] n (0} n;
A /90 LA bt
Obr. 2.
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