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Casopis pro p&stovini matematiky, ro€. 82 (1957), Praha

O HELLINGEROVE INTEGRALU

ILTA CERNY, Praha.
(Doslo dne 6. 12. 1955.) DT: 517.65

V Elanku jsou vySetfovany nékteré jednoduché vlastnosti integrélu

1]
|df(z)|P
J [dg(=)[P—*

» L. .

a variace p — var (f,g) a jejich prevedeni na Lebes-
a

gueldv integral.

Integraly typu vySetfovaného v tomto ¢ldnku se po prvé zabyval v roce 1907
E. Hrrriwger. Pii studiu spekter kvadratickych forem nekoneéné mnoha
proménnych dospél k vyraztm, které maji nékteré vlastnosti integrald a
o nichZ soudil, Ze se nedaji pfevést na Lebesguetv integril. (E. Hellinger: Die
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Veridnder-
lichen, Dissertation, Gottingen 1907; Neue Begriindung der Theorie quadrati-
scher Formen von unendlich vielen Verinderlichen, Journal f.r. u. a. Math., B.
136, 1909.) Tyto vyrazy byly nazvany ,,Hellingerovy integrily*. V roce 1912
se Hamwovi (H. Hahn: Uber die Integrale des Herrn Hellinger und die Ortho-
gonalinvarianten der quadratischen Formen von unendlich vielen Verinder-
lichen, Monatsh. f. Math. u. Physik, XXITT, 1912) podatilo tyto integraly pte-
vést na Lebesgueovy. Od té doby nalezly integraly Hellingerova typu pouZiti
i jinde, na pi. pfi otdzkach obecného vyjadieni linedrnich operdtort v nékte-
rych polouspofddanych nebo normovanych linedrnich prostorech (Kaxmoposuy-
Byaux-ITuncrep: OyHEKOWOHAIBHBIE aHANE3 B IOIYYIOPANOYEHHBIX LpPO-
cTpaHcTBax), ve statistice (H. Cramér: Mathematical Methods of Statistics)
a jinde.

Pokud vim, nebyly vlastnosti operace Hellingerova integrovani podrobné&ji
vySetfoviny. V Hahnové prici se v podstaté vyskytuji jen specidlni pripady
vét 1,8 a 2,1 tohoto &lanku. Hellinger i Hahn se zabyvaji integrily typu

(df@)
dg(x)

, PIi éemz se predpoklada, Ze g je spojitéd a monotonni.

a

Prvni kapitola tohoto &lanku obsahuje definici Hellingerova integralu vhod-

nou pro obecnéjsi funkce f a g. Hahn definoval integral tak, jak jsme my v defi-
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b
nici 1,2 zavedli var (f, g). Tento postup souhlasi s nasim, jestlize funkce g je
a
spojitd a monotonni, v jinych piipadech se viak zfejmé nehodi. Souvislost mezi
Hahnovou definici a definici 1,1 je obsahem v&t 1,6 a 1,7.
Druhs kapitola obsahuje véty o prevedeni Hellingerova integralu na Lebes-

guetiv se slab&imi p¥edpoklady o funkeich f a g, nez uvadi Hahn. P¥i dikazu
uzivdm Vitaliovy véty, kterd umoznila dikaz zkratit a udinit prehledngjiim.

1. Definice a né€které zakladni viastnosti Hellingerova integralu

Definice 1,1. Budte dény dvé (koneéné) redlné funkee f a ¢ na (omezeném)
_intervalu {a, b). BudiZ p > 1. Necht plati tato podminka: Je-li pro dva body
xy; Ty Z {a, b) g(2,) = g(,), je téZ f(x,) = f(x,). Oznadime pro strudnost

[f(zy) — f(=,)IP
Mol %) = ) = gla
a ¢inime jednou pro vidy tuto tmluvu: ,,Podilu‘ M (x,, ,), v némz jmenovatel
(a tedy téz Gitatel) je roven 0, davame hodnotu 0.
Pii této tmluvé miZeme kazdému déleni D = (e =2, < 2, < ... < %, =
= b} intervalu <a, b) piifadit soudet

Ha)(f> g; -D) = Zlﬂ[p(xi-—la xi) .

Oznadime »(D) = max (z; — ;). JestliZe pro kazdou posloupnost déleni
1=1,2,...,n
{D,}, pro niz »(D,) — 0, existuje vlastni lim H,(f, g; D,) — potom je oviem

n—r o0

tato limita nezavisla na volbs posloupnosti { D;} — oznaéime

b
EﬁmmwMPﬂm~émm= %%%;-

Této limité fikdme Hellingertv integral p-tého stupné funkee f podle funkece g
v intervalu (a, b).
Umluva. Nebude-li t¥eba obdvat se nedorozuméni, budeme misto H,(f, g; D)

b b b
psét kritce H,(D) nebo H(D), misto (p) — H(f,g) podobng H(f,g) nebo H,
misto M,(z,, z,) symbol M(x;, &)- *

1]
Poznamka 1,1. Existuje-li H(f, 9), je to nezdporné dislo.
a
b o b
Véta 1,1. Existuje-li H(f,g) a jeli xe(a,d), existuji téZ gl(f, g) a H(f,9)
a a z
a platt: ) . .
H=H+H.
a a z
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. Dikaz. BudiZ z € (@, b) a budiZ { D, } libovolné posloupnost déleni intervalu
{a, ), pro niZ »(D;) — 0, {D;} libovolna posloupnost déleni intervalu (z, b,
pro niz »(Dj;) — 0. Z posloupnosti { H(D;)} lze vybrat posloupnost { H(D;,)},
kterd mé (vlastni nebo nevlastni) limitu «. Jest

b
lim [H(Dy) + H Dn)] = H,

odkud predev&im plyne, Ze « << + oo (nebot H(D,) = 0), a také, Ze existuje
z b

vlastni lim H(Dy). Tedy existuje i H. Podobné se zjisti, Ze existuje H. Déle je
k—o a z

B = lim [H(D}) + H(D))] =

a n—> o
z b

= lim H(D,) + lim H(D2) = H + H.
—> 0 n—>r 0 a z

b
Oznadeni. Existuje-li H, oznadime
a

0 pro z=a,
75 P

h(x):
.\H pro ze(a,b).

(Funkece % je pak neklesajici v {a, b).)

Poznamka 1,3. Z existence H a H neplyne obecné existence H Priklad:
Je-li f(z) = g(x) = 0 proz =+ 0, f(O) = g(O) = 1, je pro libovolné p > 1

(p) — H(fg) (p) — {f(f,g)=1,

1

kdezto H(f, ) neexistuje, nebof pro kazdé déleni D intervalu (—1, 15, které
-

obsahuje (resp. neobsahuje) bod 0, je H,(D) = 2 (resp. = 0) nezévisle na »(D).

b
Véta 1,2. Necht existuje (p) — H(f, g). Potom plati:
1. lim My (z,y) = 0.

[z,y]—a,a]
x>a,Y>a, Ty

z
2. Existuje viasint lim M(a, z) a rovnd se lim H.
>0+ z—>a-+ a

3. Je-li z, > a, z, — & a je-li posloupnost {g(x,)} omezend, eﬁ:istuje viastni
bim f(z,) = 4; existuje-li viastnt lim g(x,) = B, je

f@,) — AP
m o) —Bpa O
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Specidiné: je-li g omezend zprava v bodé a, existuje vlastnt lim f(z) = f(a +);
r—a +
ezistuje-li vlastng lim g(x) = g(a +), je
T—>a +
lim If(x) -" f(a +)!p
sa+ |9(x) — gla +)[P~1
4. Je-li g(x) spojitd v bodé a zprava, je téZ f(x) spojitd v bodé a zprava a

lim M(a, z) = 0.
z—>a+
5. Je-li f(x) spojitd v bod¢ a zprava, je lim M(a, z) = 0. Je-li g(x) omezend
z—>a -+
v okolt bodu a a je-li f(x) nespojitd v bodé a zprava, je lim M(a, ) = 0.

T+
6. Je-li f spojitd v bodé a zprava, je i h(x) spojitd v bodé a zprava. Je-li g(x)
omezend v okols bodu o o je-li f(x) nespojitd v bodé a zprava, je i h(x) nespojitd
v bod€ a zprava.

7. Plati tvrzent analogickd tvrzenim 1—6, piSeme-li misto a v¥ude c, kde ¢ je
lebovolny bod z {a, b). Platt tvrzent analogickd tvrzenim 1—6, piSeme-li misto a
vSude c, kde c € (a, b, a mluvime-li o konvergenci (@ spojitosti) zleva v bodé c.

Dikaz. 1. Kdyby tato limita bud neexistovala, nebo existovala, ale nebyla
rovna nule, existovaly by dvé posloupnosti {z,}, {¥,} @ &islo o > 0 tak, Ze
Ly @ Yp—> Gy Ty F Yy, Ty > 6, Y > a, M(2,,¥,) > 0. Snadno vybereme
posloupnosti {2, }, {y,,} tak, Ze A -

xﬂkH < x"k 4 xﬂk+1 < f/nk s yﬂh—l < xﬂk 3 y’ﬂk+1 < y'ﬂk .
Najdeme é > 0 tak, Ze

WD) < b= |H — HD)| < 1.

Mizeme predpokladat, Ze pro viechna % je z, € (@, @ -+ 8), Yn € (a, a -+ 5).
Potom Ize ke kazdému & sestrojit déleni D, majici tyto vlastnosti:

) ¥(Dy) <
b)) @, eens B, Yy - -5 Yy JSOU dElict body Dy;

¢) meziz,, ay, (¢t =1, 2, ..., k) nelezi Zddny bod déleni D,.

Potom je H(D,) > kg, coZz neni mozné pro v8echna k — spor.

2. BudiZ o« = lim A(x). BudiZ ¢ > 0. Existuje §; > Otak,Zez e (a,a + 9;) =

z—>a+

b
= |H — &| < . Existuje déle 8, > 0 tak, %e »(D) < 8,= [H(D) — H| < e.
a a
Budiz 6 = min (8;, 8;). Zvolime-li z ¢ (a, @ + 8) libovolns, existuje déleni D’
b
intervalu (z, b), pro néz je »(D') < d, a |[H(D') — H| < &. Oznadme D déleni
z

intervalu <{a, b, které vznikne z D’ pfidénim bodu g; jest »(D) < 6,. Tedy
|M(@,2) — «f = |[H(D) — HD') — o] <
b [ 2 Es
< |H(D) — H| + |H — HD)| + |H — &| < 3.
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3. Pfedpoklédejme; %¥e neexistuje vlastni lim f(z,) a budi% |g(z,)] < K pro

viechna n. Z posloupnosti {z,} 1ze vybrat dvé posloupnosti {z;} a {25} tak, Ze
If(zn) — f(2n)] > ¢ > 0 pro viechna n. Je viak

f(s) — )P = M(zh, 23) . (@) — g(@nle—t < (2K)e-1. M(xh, 23) ;
podle 1 by pak bylo |f(z;) — f(23)] — 0, coZ je spor.

|f(za) — 4I?
Necht nyni existuje vlastni lim g(z,) = B. Kdyby podil W@ = Bp
nemgl limitu 0, existovala by vybrans posloupnost {z,} a &slo o > 0 tak, %e
[f(@n) — 4 .
9@l — Bt > o pro viechna n .

Protoge pii pevném n je
flam) — AP _ 1 1@ — f@)
l9(@n) — BP=2 o Ig(w0) —g(@) P2
existuje ke kazdému » index m(n) tak, Ze a < Ty < Ty & M(27 s x,.) >
> o > 0, coZ odporuje tvrzeni 1.
Je-li g(x) omezené zprava v bodé a, je kazd4 posloupnost {g(z,)}, kde z, > @,

Z, —> a, omezend, a tedy pro kazdou posloupnost z, > a, 2, — o existuje
vlastni lim f(z,). Tedy existuje vlastni lim f(x). Podobné déle.
n—-cw z—a+

4. Je-lig spojitd zprava v bod& a a f nikoli, jest f(@ +) =+ f(a) (f(a +) existuje
podle 3). Potom viak lim M(a, ) = + o0, co% je nemoZné. Zbytek tvrzeni 4 je
z—a+

dtisledkem tvrzeni 3.

5. Necht z, > @, z, > a. Potom bud g(z,) - g(a) — v tom piipadé
lim M(a, z,) = 0 podle 3 — nebo {g(x,) } nekonverguje k g(a). V tomto pfipadé

lze vybrat z {z,} posloupnost {z,} tak, Ze {g(z,)} m4 limitu B + g(a) (Mtze
byt i B= -+ o0.) Potom viak mé &itatel v M(a, z,) limitu 0, jmenovatel
limitu rtznou od nuly (event. nevlastni), a tedy lim M(a, z,) = 0. Protoze
podle 2 existuje lim M(a, z) je tato limita také rovna 0.

Neni-li f spojitd v bod$ @ zprava, existuji body z, > a, z, - a tak, Ze
Hzn) — 4 + f(a). Kdyby bylo g(z,) — g(a), bylo by
[f(®n) — [(@)l
M, z,) =
20 = lyte) = g@p
coZ je nemozné podle 2. Tedy lze vybrat posloupnost {z,} tak, Ze g(z,) — B +

#+ g(a). ProtoZe g je omezend v okolibodu @, je B + 4 <0, a tedylim M(a, z,) +
%+ 0. Protoze lim M(a, x) existuje, je téZ == 0.
2->a+

-+ ©,

6. Stadi uzit tvrzeni 5 a 2: Je-li f spojitd v bodg a zprava, je lim M(a, z) =
. ' z—>a+
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= lim A(x) = 0 = h(a). Je-li g omezend v okoli bodu @ a je-li f nespojité
z—>a +
v bodé a zprava, je lim M(a, z) = lim A(z) * 0 = h(a).

T—ra+ T—>a+

b
7. K dikazu prvni éasti tvrzeni 7 stadi uvazit, Ze z existence H plyne existen-
a

b
ce H pro ka’%dé ce<a, b). Drubhou 8ast tvrzeni 7 dostaneme z prvni tim, Ze
[

prejdeme od funkei f(z), g(x) v <{a,d) k funkeim f(— x), g(— ) v intervalu
{(=b, —a).

b z b
Véta 1,3. Existuje-li H, existuji pro kaédé x € (a, b) integrdly H a H a plati:
a a T
lim [M(x', ) + Mz, 2") — M(2',2")] = 0.

z'—>r—
"=z +

z b
Obrdcené: Existuji-li pro nékteré x e (a, b) oba integrdly H a H a je-lt uvedend
a z
b
limita rovna 0, existuje © H.

b T b
Dukaz. 1. Necht existuje H . Potom existuji té% H a H . Budte z,, z, takové

a
body, ze z, < x < %, ¥, — %, ¥, — 2. Utvofme déleni D tak, Ze x,, @, jsou
sousednimi body tohoto delem a ze ¥(D,) — 0. Oznadme D/ déleni vzniklé z D,
pfidénim bodu z. Potom plati:

0 = lim [H(D;) — H(D,)] = lim [M(z,, z) + M(x, z) — M(a}, 2)] .

Nn—> 0 n—r 0
2. Necht jsou podminky véty splnény a necht {D,} je posloupnost déleni
intervalu {a, b), pro niz »(D,) — 0. MiZeme se omezit na tyto piipady:
a) z je délicim bodem kazdého D,,
b) z neni délicim bodem 74dného D,,.
’ b
V prvnim p¥ipadé plyne existence lim H(D,)) z existence H a H. Ve druhém
a xz

piipadé existuji (pro kazdé n) sousedni body déleni D, — oznadme je ., 2, —

n 'n

tak, ze z, < @ < ,. Pridejme k D, bod #; tim dostaneme déleni D,. Z existence
Ha Igf plyne existence lim H(D,). Protoze z, — z, x, — % a protoze

o H(D,) — H(D,) = M(z,, ) + M(z, ;) — M(=,, x}) ,

existuje podle podmlnky vétyilim H (D ).V pnpade a)iv prlpade b) je zfejmé
lim H(D,) = H + H tedy existuje H (& rovna se H —+ H)

Véta 1,4. Je-li | spojitd v bodé x € (a, b), g monotonnt v bodé x a existuji-lo H

b b
a H, existuje té H.
x

a

29



DokéZeme nejdiive toto lemma:

Lemma. Jeli bud g(x') < glz) < g(z") nebo g(x') = g(x) = gla"), je
Mx', o) < M(x', z) + M(z, 2"). Je-li tedy g monotonni v intervalu {a,b>
a je-li D' zjemnénim délent D, je H(D') = H(D).

Dtkaz lemmatu. Je-li bud g(z') = g(x) nebo g(z) = g(z"), je tvrzeni
zfejmé spravné. Necht jsou tedy obé nerovnosti ostré. Polozme na okamzik

oy =LA@ — lgta) — g
lg(x) — g(=') *
ay = JEVZI®) b, — gy — g -
lg(z") — 9( I
Potom je [f(z") — f(z')| = | Zakbk[ < Z |aw] 1b¢]- Podle Hélderovy nerovnosti
z lax] 16:] < ( Z [a,,c{P ) ( z lbkl _”l — viz V. Jarnik, Diferencidlni podet

II 2. vydani, str 212 — dostaneme

1
o e @) — f@) 1K) — @)l ]
— < .
) =161 = [m(x) @ ) — g
lg@) — g@)| + lg@@”) — g@)T>
tedy (protoZe |g(x) — g(x')| + lg(x”) — g(x)| = lg(=") — g(x")})
o f(z) — f)p ") — f@)P ) .
— » < . —_ P
) = 1P < [ =gy + Ty = s | 0 — 0@
odkud plyne hledanéd rovnost délenim obou stran vyrazem lg(z") — g(a’)p—.

Dikaz véty 1,4. ProtoZe g(z) je monotonni v bod$ z, jsou splnény podminky

2 b

lemmatu, volime-li 2" < z < «” a 2’, " dosti blizko k z. ProtoZe existuji H a H
a T

a protoze f je spojitd v bodé x, plyne z véty 1,2 (tvrzeni 5 a 7), e
lim M(x'; z) = hm M(x ) =0,

&' —>z—

tedy podle lemmatu i lim M(2', z") = 0. Podle véty 1,3 existuje H
T’ —>z—
"z +

Poznamka 1,4. Vynechame-li ve vété 1,4 n&ktery z pfedpokladd, nemusi
tvrzeni platit.
Priklad 1. Nestadi sama spojitost funkce f v bodé x: Budiz f(z) = =,
g(— 1) =2, 9(0) =0, g(1) = 3, _ :
glx) =2 + z pro ze(2-n1,27n),
g(x) =21 —x pro wze(— 2", — 27771
(n=20,1,2,..).
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Protoze

lim g(— 2-7 4+ z) = g(2-71),
20+

1ze volit &isla z, > 0 tak, aby
lim M(— 27 4, 277 1) = + ©.
N—> 0
1 0
Snadno se zjisti, 7 H = H = 1.
0 —1

Priklad 2. Nestadi monotonie funkee g v bodé z. Staéi polozit f(z) = |sgn 2|,

0 1 1
g(z) = sgn z. Jest H = H = 1, ale H neexistuje.
—1 0 —1

b
Véta 1,5. Necht existuje H(f, g). Potom plati:
a

1. Je-li g omezend, je © | omezend.

2. Md-li g koneénou variaci, md 1 f koneénou variact.

3. Je-lt g absoluiné spojitd, je i | absoluiné spojitd.

Dukaz. 1. Je-li f neomezend v <a, b), existuje bod z € {a, b}, v jehoZ kazdém
okoli je f neomezend. Kdyby pfitom g byla omezend v (a, b, nemohly by byt
obé limity lim M(a', z), lim M (z, ") vlastni, coZ by odporovalo vété 1,2 (tvr-

o' —>r— 2/ —>r— .
zeni 2).
. b
2. Budiz &> 0. Existuje 6> 0 tak, Ze »(D) < d= |[H(D)— H| < e.

BudiZ D=(a=2, <2, <...<2z,=0>0}, »(D) < 4. Potom

3 i) — iz = 3 SO IO oy g, 5
- Jg ) “‘9(%-—1) ’
a podle Hélderovy nerovnosti tedy

Z f(2) — fea)| S
k=1

1

S [Lzl |glf(xk) F(@e—y)? ] [Z lg(z:) — g xk—l)l] '.u

(@) — g(@p_y)lP~

-1

< (H -+ e)m (var g)»

b
ProtoZe se pii hleddni var j miZeme omezit na dgleni D, pro néz »(D) < 4,
a

Plyne odtud, Ze f m4 konednou variaci v {a, b> a Ze

b b ~ b
(vir fir< {j(f, g) . (var g)»-1
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b
3. Budiz e¢=1. Existuje 6 > 0 tak, Ze »(D) < d= |H(D) — H| < L.

Budiz 5 > 0. ProtoZe g je absolutnd spojité, existuje @ ¢ (0, 6’) tak, Ze pro kaz-
dou posloupnost #; < 2, < ... < 2,3 < %, bodd z intervalu <a, b), pro ni%

8 §
EE (T — Loppy) < B, 30 2 9(@ar) — 9(@ars)| < 1. Kazdou takovou posloupnost
=1 k=1 -

mtzZeme doplnit na déleni D intervalu (e, b tak, aby »(D) < 6 a aby body
Zop_1, Top zUstaly sousednimi body déleni D.
Stejné jako v bodé 2 ziskdme nerovnosti

Z o) — f@aa)l = [Z M (2., xzk)]% . [Z [9(zgz) — g\xzk—-l)l]L;l <
k=1 k=1 k=1
<HDE.77 S H+ 1.7

odkud plyne absolutni spojitost funkee f.

Definice 1,2. Predpoklady stejné jako v definici 1,1. Existuje-li konedné
sup H,(f, g; D), fekneme, Ze f mé konednou variaci p-tého stupné vzhledem
(D)

k funkei g (v intervalu <a, b)) a oznadime
b
Sup H(f,g; D) = (p) — var (f,9) -

(Pro strudnost budeme nékdy pismeno p vynechéivat.)
Pozndmka 1,5. Obecné neni Zddné souvislost mezi existenci Hellingerova

b
integralu (p) — H(f,g) a tim, Ze f m4 konednou variaci p-tého stupné podle
funkee g.
1

Priklad 1. Jeli f(z) = [sgnz|, g(x) = sgn x, neexistuje H(f,g), aviak
‘ —1

1
var (f,g) = 2.
—1

Priklad 2. Budte f a ¢ funkce z poznamky 1.4, piikladu 1. Polozme f,(z) =
= lz|, g1(x) =g(— 1 —2) pro z <0, g,(x) = g(l — ) pro z .2 0. Potom

je Hlf g = H(f. ) + A(,0), sle sup H(f, : D) = + .
Poznémka 1,6. Naproti tomu plati: Existuje-li f?(f, ), existuje § > O tak,
Ze pro kazdé z ¢ {a, b — &) plati: :r;:‘ (f, 9) < + co. Nebot je-li 6 > 0 takové,
o
Ze v(D)< 6= H(D) < fbl + 1, je pro kazdé déleni D’ kazdého intervalu

’ ‘ b
{z, z + 0) C {a, by tim spife H(D') < H + 1.
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. . b .
Pozndmka 1,7. Existuje-li H(f, g) a je-li { D, } posloupnost d&leni intervalu
a
<8, by, uD,) »0, D, ={a=ap < a} <..<ap =b} je

b Sn 2T
H(f,g) =lm 2, var(f,g).
a n—>o k= lxk 1
Ke kazdému déleni D, muZeme totiz sestrojit zjemnéni D, tak, aby
LR i
— 2, var (f,g)| < —
k=1 xk 1

b
a jest H(D;) — H.

Poznidmka 1,8. Necht f mé koneénou variaci vzhledem k funkei g v inter-
valu <{a, b>. Potom m4 f koneénou variaci vzhledem k giv kazdem intervalu

{a, ), kde z ¢ (a, b}, a poloZime-li 'v( a) =0, v(z) = Var (f, 9) pro z e (a, by, je
v(x) neklesajici nezdporné funkce. Plati téz nerovnost
z b b
var (f, g) + var (f, 9) < var (f,9) .
a z a

Rovnost pritom plati pravé tehdy, existuje-li 6 > 0 tak, Ze pro 2" ¢ (x — 6, ),
x"e(x,x+ 6) je M(x', 2") S M(x', 2) + M(z, "). V opadném piipads jest

b b . :
V;I‘ + var = var — lim sup [M(2’, 2") — M(z, 2') — M(z, 2")] .
a z a "=z +

T'—r—
Piiklad, kdy neplati rovnost: Budiz f(x) = 2. Funkee g budiZ definovana
takto:

n+1l

gl) = 27™1 4 (1 — 2 »-1)(x — 2™) pro ze (21, 27,

gx) =38.2™n1 — -% (x — 27) pro ze{— 277, — 27n-1),
9(0)=0.
Potom existuji H a H a je tedy lim M(x’, 0) = lim M(0,2") = 0 (podle véty
z'—0— 270+

,2), kdeito 37 < l1m sup M(z',2") < 8». Protoze f mé konefnou variaci

vzhledem k g v intervalech {— 1, 0 a <0, 1), plyne odtud, Ze f mé koneénou
variaci vzhledem k ¢ i v intervalu (— 1, 1. Zminéné rovnost v8ak neplati.

. b :
Véta 1,6. Je-li g monotonnt o existuje-li H(f, ), md f konetnow variaci vehledem
k g v intervalu {a, by a jest

b b
var (f,9) = H(f, 9) -
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b
Dikaz. Je vidy H(f,g) < sup H(f, g; D). Je-li g monotonni, D dé&leni
a (D)

{a, by, D' jeho zjemnéni, je podle lemmatu za v&tou 1,4 H(D) < H(D").
Existuji jisté déleni D, tak, Ze H(D,) — sup H(D). Budiz D, zjemnéni D,, pro
1))

néz »(D;) < -71; Potom i H(D,) = H(D,) konverguji k sup H(D) a ziroveil je
(D)

H = lim H(D)).

a n—> 0
Pozndmka 1,9. Je-li ¢ monotonni a ma-li f koneénou variaci vzhledem
k funkei g v intervalu <a, b}, je pro kazdé z ¢ (a, b)

x b ]
var -+ var = var.
a z a

Véta 1,7. Budi? g monotonni a necht f md konebnou variaci vzhledem k funkcs g
v intervalu {a b). Necht v kaZdém bod¢ z e (a b) plati: bud je funkce g spojitd
alespots z jedné strany v bodé x nebo je funkce | (oboustranné) spojitd v bodé x.

b
Potom existwje H(f. g).
a
b
Dikaz. Oznalme H = var«(f, g). Je-li H = 0, je f konstantni v {a, b, a
a

b
tedy i H = 0. Lze tedy pFedpoklddat, Ze H > 0. BudiZ ¢¢ (0, H). Existuje

a
Bleni D=(a=2,<z, < ... <z, = b} tak, %e

HDy)>H —&¢>0.

Nejsou tedy vSechna &isla |g(2;) — g(2r—;)| rovna 0. Lze piedpokladat, Ze Zddné
z téchto &isel neni rovno 0, nebot jinak bychom mohli nékteré délici body vy-
nechat, aniz bychom zménili hodnotu H(Dy).

Oznadme

o= min (¥, — Z_,) -
k=1,...,n

Pro strudnost vyjadfovani zavedeme tuto umluvu: Vyrok ;,bod z je spravné
umistén vzhledem k bodu 2, bude znamenat, Ze nastdvé jeden z téchto piipadi:

a) k=0nebo k=nax =z

b) 0 < k < n, g je spojita zleva v bodé z, a x < x;

¢) 0 < k < n, g je spojitéd zprava, ale nikoliv zleva, v bodé z, a z > .
(Je-li 0 < k < n a g je oboustranné nespojitd v bodé z;, budeme ¥ikat, Ze bod =
nelze spravné umistit vzhledem k bodu x,.)

Dokézeme nejdiive, Ze funkce M(x', 2"y dvou proménnych 2, 2" mé tuto
vlastnost: Oznadme 2, (k= 1, 2, ..., n) mnoZinu viech boda [z/, "], kde 2’
(resp. z") je sprdvné umistén vzhledem k bodu z;_, (resp. x), ,,je-lisprivné
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umisténi mozné”; jestlize =’ (resp. 2") nelze spravné umistit, budiz &’ > %,
(resp. 2" < 2;). Potom je
(*) lim M, 2") = M(zx_q, %) -

[z Z"]—>[xk 1,2%]
[2',2"] € 2

Predpokladejme, ze 1 < k < n. (V pfipadé, Ze £ = 1 nebo k = n ]e dikaz
obdobny a o néco jednodussi.) Uvazme nejdiive, Ze z predpokladu var o <
a

< + o plyne, Ze f je spojitd zprava (resp. zleva) v kazdém bod¥ z e <{a, b)
(resp. z € (@, b)), v némz je g spojita zprava (resp. zleva). Dikaz je zcela obdob-
ny dikazu pFislu¥ného tvrzeni ve vét& 1,2. Odtud plyne, Ze limita &itatele
M(x', 2") vidy existuje a je rovna |f(z;) — f(%,—1)|?, nebot |f(z") — f(z')]? je
spojitou funkei v bodé [r;_,, #,] vzhledem k uzdvéru Q,. (Dakaz: Je-li o
,,Spravné umisténo vzhledem k bodu z,_,”, je g(x’) spojitd z té strany bodu
%3, na niz leZi prvni soufadnice bodd z 2;, a tedy i f(2') je spojitd z téZe strany.
Nebylo-li moZno &’ spravné umistit, t. j. je-li funkce g oboustranné nespojitéa
v bodé 2;,_,, je podle predpokladi véty f oboustranné spojitd v bodé ;.
Podobné pro z".)

Limita jmenovatele existuje vidy, nebot g je monotonni. Ozname tuto
limitu y. Je bud y = 0 nebo y > 0. V prvnim piipadé tvrdim, Ze M (z;_,, ;) =
= 0. (Snadno se dokaze, Ze v tomto piipadé je f konstantni v {2, z>.)
Kdyby totiz |f(m) — f(na)lP =  lim  |f@") — f@)lr + 0, byla by

[2',2")>[2x—1,2k]
[2',2"] € 2%

b
Lim M (x',x") = -+ o0, coZ je ve sporu s tim, Ze var (f, 9) < + co. Nerovnost (*)
je tedy v prvnim p¥ipadé jisté splnéna. ’
Ve druhém piipadé je
lim lf a’) — f(@)P @) — fm-n)l?
lim M(x', z - = .
@) = i g) — o) v

Tvrdim, Ze y < |g(z,) — g(x,é_l)lp-l. Tato nerovnost jisté plati, znamens-li
podminka
(**) [, 2"] > [Ty, ;] , [, 2"] €2y
totéz jako podminka 2’ — 2;_; +, " — x, —. (Nebof z monotonie g plyne, Ze
lg(@ —) — g(@r—1 +)| < Ig(x:) — g(%2—y)|.) Déle, znamend-li podminka (**) na
pt., Ze &' — 2y —, " — ;, —; je g spojitd zleva v bod& x;_,, a tedy
y = lg(@; =) — 9@y =P = [g(mr —) — g(@_0)|?? £ [9(m) — g(@py)]p2
Podobnsé je tomu i v ostatnich pfipadech. Je tedy i v pripads, Ze y > 0, splnéna
nerovnost (*).

1
Budi nyni ¢ = - [H(Dy) — (H — )] > 0. Bxistuje &islo7 ¢ (o, %zx) tak, %e
plati: Je-li [2,2"]e 2y, |2/ —dpyl <7, |27 — x| <m, je Mz, 2")—
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— M(%y_y, %) > — ¢&'. BudiZ s poet viech téch bodti =, (£ =1,2,...,2 — 1),
v nichZ je g oboustranné nespojitd. Polozme m = n + s. Budiz D = {a =
=y < <...<y,=0b} »D)<n Bodu z, pfitfadme bod ¥, bodu z,
bod y,. Kazdému bodu z;, (k = 1, 2, ..., n — 1) pfitadme bud jeden nebo dva
body dé&leni D podle tohoto pravidla: Je-li g spojitd v bodé& a;, alespoii z jedné
strany, ptifadime bodu #; bod y; déleni D tak, aby bylo |y; — | < 7 a aby
bod y; byl spravné umistén vzhledem k bodu #;. Je-li g oboustranné nespojita
v bod¢ z;, najdeme dva body y;, & y;, déleni D tak, aby 2, — n < y;, < 2, <
<Y < Tp + n.

Je-lipak 0 < k, < k, < 7n a jsou-liy’ a y” body pfitazené bodim z,, a 2, je
y' < y". Dohromady je viech ptifazenych bodd pravé m -+ 1. Srovnejme je do
rostouci posloupnosti a vzniklé déleni intervalu {a,b)> oznatme D’ = {a =
=zo<z1<"'<zm=b}- A

Zlemmatu za vétou 1,4 a z postupu, jimZ jsme body pfifazovali, ihned plyne,
Ze

HD) = HDD') > H(D,) — en=H — ¢,
a to pro vSechna déleni D, pro néz »(D) < 7. Véta je dokazana.

Poznémka 1,10. Je-li g oboustranng nespojitéd v n&kterém bod¥ x e (a, b)
a f jen jednostranné spojitd v tomto bodé (a spojité ve vSech ostatnich bodech

{a, b)), nemusi fl(f, 9) existovat, i kdy% je v%r (f, 9) < + oo. Piiklad: f(z) = 0
proz < 0, f(x) = 1l proz > 0, g(z) = sgn z. Jest ‘élr (f,g) = 1, H(D) = 1neho
551_—1 podle toho, je-li bod 0 dé&licim bodem D nebo ne (nezivisle na »(D)),
Integral I-II1 (f, 9) tedy neexistuje.

Véta 1,8. K tbmu, aby f méla v {a, by konelnow variaci vzhledem k funkc g, je
nutné a stati, aby existovala neklesajict funkce u tak, Ze
a S a4 <2 X b= My, 2) S ul®;) — u(,) .
Plati pak:

var (f, g) < w(,) — u() -

.y .

. Dukaz. 1. Existuje-li takové funkce %, je pro kazdé déleni D = {a <
=< 2y <. < T, = b}

n n
H(D) =kZIM(xk~1: ) _._<:k§_:1[“(xk) — w(xy—1)] = w(b) — u(a) .
Tedy téz ,
var (f, 9) < u(b) — w(a) .

a
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x
2. M4-li f koneénou variaci vzhledem k g, stadi polozit u(x) = var. Z nerov-
a

z b b
nosti var + var < var plyne ihned:
a z a
2, z,

%y
w(xy,) — wu(x,) = var — var = var > M(z,, %) -

2. PfFevedeni Hellingerova integralu na LebesguetGv

V celé drubé kapitole budeme predpoklddat, Ze funkce g je neklesajici
v intervalu P = (a, b).

Oznatme A4 = g(a), B = g(b). Pro kaidé ye (4, B) definujme mnozinu
N(y) c P takto: Je-li y e g(P), budiz N(y) = E[g(x) = y]; neni-li y € g(P), budiz
N(y) jednobodové mnoZina, dbsahujici prvek sup z (= inf z).

9(2)<y 9(@)>y

Budiz f funkce definovani v intervalu P, pro niZ plati: g(z;) = g(z,) =
= f(2,) = f(%,). V intervalu R = (4, B) lze pak definovat funkci F takto:
F(y) = f(z), kde z je libovolny prvek mnoZiny N(y). (Specidlné: pro kazdé
zea, by jo Flg()) = f(@).)

Za tohoto oznadeni, které podrzime v celé 2. kapitole, plati:

Véta 2,1. Necht funkce F je absolutné spojitd v R = (A, B). Potom integrdl

b
(p) — H(f, 9) existuje prdvé tehdy, kdyZ F' e LP(A, B) (t. j. kdyZ konverguje
a

B
Lebesgueiw integrdl [|F'|» dy). Je-li tato podminka splnéna, je
4

(p) — Igl(f, 9) = fw'v dy .
Dikaz. 1. Budiz F' ¢ L?(4, B). Protoze F je absolutné spojité, je
Fiy) = F(4) + [ dy . |
Je-lia < < w, £ b a polozime-li y, = g(x,), ¥» = g(>), je
| fla) — ) = Fly) — Flun) = [7' ay
Podle Holderovy nerovnosti odtud plyne, Ze
2 = fm)p < v, — 1P JIFP dy = lo(e) — glelr=s SIFP ay.

9(2)
Polozime-li tedy u(z) = [ |F'|? dy, je » neklesajici v <{a,b), a pro a < z; <
i

< x, < b plati:
M (2, 2,) < u(®y) — w(@y) -
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b
Podle véty 1,8 z toho plyne, Ze var (f, 9) < u(D) — u(a). K tomu, abychom
a

dokéazali, Ze téz
) B

stadi podle véty 1,7 dokézat, Ze f je spojitd v (@, b). Budiz x € {a, b),z < 2’ < &.
Potom )
}im+ f@) — f(z)i = lim [F(g(a") — F(g()| =
9(z") g(z+)
= lim | [ F" dy] ~—lf F' dyl;

z'—z+ g(2)
g(z+)
je-lig(x +) = g(x), je oviem [ F' dy = 0; je-li g(z +) > g(x), je F konstantni
9(2)
gz +)

v intervalu (g(z), g(x +)) a tedy op&t [ F’dy = 0. Je tedy f spojité zprava
9(z)

v kazdém bod¢ z'e (@, b). Podobné se dokaZe spojitost zleva v kazdém bodd
ze(a, b>.

2. Necht existuje (p) — f g) = H. Dokézeme, Ze Lebesguetv integral

B
J |F'|» dy konverguje a Ze plati:
4

B
[IF'»dy < H .
4

Kdyby tomu tak nebylo, existovala by &isla 0 < y, < y, < ... < ¥, tak, Ze

nyc 1 (M) — H = 8> 0,
kde M, = E[ye (A B), ypy < |[F'(m)r < yk] a u(M,) znamend Lebesgueovu

miru mnozmy M,. Ukézeme, Ze to vede ke sporu.

Budiz 4 < o < f < B a necht v intervalu («, §) nelezi zadny bod z g(P).
Je-li « < 9y, <y, < B, je vztah g(z) < y, ekvivalentni se vztahem g(z) < ¥a,
odkud plyne, Zze N(y;) = N(¥,), tedy i F(y,) = F(y,). Funkce F je tedy kon-
stantni v (x, ) a ze spojitosti F' plyne, Ze je konstantni i v {«, ). Derivace
funkce F v bodé « zprava je rovna 0; podobné v bodd S.

. AY
Vzhledem k tomu, Ze g je monotonni, existuje ke kazdému y e B — g(P)

interval tvaru (x, ) nebo (¥, #) nemajici s g(P) spoledné body. Alespoii jedna
jednostranna derivace funkce F v bod& y je pak rovna 0. Je-li tedy F'(y) + 0
(specidlnd: je-li ¥y v nékterém M), je predeviim ye g(P), a existuji body
e g(P), wreg(P) (k=1,2,3,...) tak, Ze v, <y < Wy, ¥ — ¥, Wi = Y-
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Budiz y ¢ M,. Zvolime-li w, tak; jak bylo pravé uvedeno, a uvazime-li, Ze

1 F'(y)|? > Yn_1, vidime, %e pro viechna dostateénd velkd k plati vztah:
F(uw) — Fy) |
Uy — Y |

Odtud ihned plyne, ge systém viech intervali (w, ), pro néi w«eg(P),

Beg(P)a

F(B) — F(x)|?
p—«
pokryva mnoZinu M, ve smyslu Vitaliové (viz V. Jarnik, Integralni podet
11, str. 172).

Polozme &* = ﬁ;_;_ K tomuto ¢* existuje podle Vitaliovy véty posloupnost

n

intervall J7 = {a?, f2 (1 = 1,2, ...,s,) tak, Ze plati:

n—1

> yn—l >

(a) w(L,) < w0 0I7) + 5°.

(b) JrnJp=0 proi =k,

(c) ateg(P), ﬁ"eg( )

) F(p7) — F(an)
/371__ n

Oznadme S, = U J* R, ;= (4, B)—8,. Mnozina R, _, se skldd4 z kones-
i=1 :

> yn-—l .

ného poétu disjunktnich otevienych intervaldi, které oznadime tieba Kp-1
(k=1,2,...,7,4). S kazdym intervalem K7-! a s mnoZinou K71 n M,_,
provedeme totéz jako diive s intervalem (4, B) a s mnoZinou M,. Uhrnem

tim ziskdme koneénou posloupnost intervala J2-1 (1 = 1, 2, ..., $,_4)-
Indukei bychom tak sestrojili:
Sp—~7
(I) disjunktnimnoZiny S, ; = UJ?7(j=0,1,...,n — 1) a mnoZiny R,_; =

j—1
—(4,B)— U8, j=1,2,...,n), p¥ demy
i=0
/‘(Rn—i n Mn—j) </1'(‘S’n-5 n Mn-:i) + &% ;
plati dale:
(II) J2=7n Jp-i =0 pro ¢ + k;
(IID) J3-7 = Con-?, fr-9), a7 eg(P), fi-7 € g(P);
F(gp-7) — F(oc?"’) ?
a | =55
Podle (I) jest
Mn-—j = (M n—j N R —i) U Mn-—: n [(A B) Rn~j] =

=(M—90R~J)UU(M—jﬁSn—;)

> Yn—i-1-
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tedy |

9—1

W) = 5 M oy 0 8am) + (M5 0 Rocy) <

j
< D uM,y 0 Spy) + &*.
=0

Daile: .
: j
BMg)  Ynit S Ynja Zl/«‘(Mn—f N Sp) + EYpja <
p .
<420#(Mn—i 0 8)  Ynoic + Yo
a odtud
n—1 n—1 7
Z,u My) - gy = 2wl ) Yusr < 2 12 Ynmict - My 0 Sui) + 8 =
n——l
= Zyn~1—11u U [M'n—a n 8 nei)) + &=
]=‘L
n-—-l
= _zoyn-—i-l H(Sn—z n U_M'n—i) + e é
= j=t
n—1 n—1 Sn-1
g_?_,;yn—-i—l #w(Sn) + &= -Zoyn_i—lk.z_‘l’u(JZ—i) +e.
Celkem tedy k
n n—1 Sp—i
(*) Z M7 yk—l < 2 Yn—ia ZM Jn— 'I" €.
Budiz D=({4 =2,<7% <...<z = B} ono déleni intervalu (4, B),

jehoiz délici body jsou viechna &sla of~7, fr-7 (j=0,...,n —1; 2 =1, ...,
8n_;). VySetfujme soudet
Kk . o _D —
(**) (D) ]Zl
Intervaly (21, 25) jsou pravé viechny intervaly J7-7; r je liché. Je-li (zax—1,
20y = J7-9, je podle (IV)
|F (21) — Flroa—o)I?
[22x — Zgp[??
Sedteme-li v (***) napied pii pevném j pros = 1, 2, ..., s,_, a pak vysledky
pro viechna j, dostaneme podle (*):
, o(D) > [F(zzh) — Flzaea)l”
) T o<n<r [ar — Zoa|"1
Zvolme body a =2, < 2; < ... <, = b tak, Ze z, = g(z;) (to lze podle
(TIT)). Potom

|F(2) — F(z—y)|? .

|2 — 2y [Pt

(***)

> Ynojor - (Rar — Zor—1) = Yn—j1 - #(J?"j) .

>Z/‘M7c Yoy — &= H .

4 _ < [F(z) — F(z-)|?
721 Ml 2} = 2 2 — 2pa|?72

¥=1
coz je spor. Tim je véta 2,1 Gplné dokdzéna.

>H,
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DokdZeme nyni jesté dvé postadujici podminky absolutni spojitosti funkce F:

Véta 2,2. BudiZ g spojita (a neklesajict) v {a, b>; necht existuje JIEI (1, 9). Potom
je funkce F absolutné spojitd. ’
Dikaz. Necht
ASy <y S o S Ya <Y = B
a necht
O <Xy S e L By < Xy B
jsou libovolné body, pro néz y, = g(;). Potom je

]F(?/zk) - F(?/m:—q)‘ = ’f(xzk) - f(-%k—ﬂl <

1
= @) — MEgen)l? - 19(®a) — 9(Zara) 7
a podle H(‘ildemvy nerovnosti

kgllF(?/m-) = Flyy) =
<L ) = Bl L3 9(o) — g@al] > <

bl, p-1

( )? [Z (Yor — "/zk—1)]T
odkud plyne absolutni spojitost funkce F.

Véta 2,3. Je-li g rostouct funkce, pro miz g'(z) = ¢ > 0 skoro véude v {a, b},
a spliuje-li f Lipschitzovu podminku, spliuje také F Lipschitzovu podminku.

Dikaz. Budiz 4 Ly, <y, < B. Budit 2,eN(y,), 2,¢ N(y,). Je bud
¥, = &,, tedy té% F(y,) = F(y,), nebo »; < z,, a méme:

Pl = Fl = ) — fio)] S Koy =l £ 5 [0

kde K je vhodnd konstanta. Déle uijeme znsmého vztahu (ktery plati pro ne-
klesajici g & 2, < x,)

fa ) dz = gy —) — glz, +) .

Uvézime-li jestd, Ze
9@y —) — g@ +) Sy — vy,

dostdvame hledanou nerovnost .

Fly) — Pl < g, — ).
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Pozndmka 2,1. BudiZ g neklesajici a spojitd.-Potom z véty 2,2 a 2,1 plyne,
b
Ze existence (p) — H(f, g) je ekvivalentni s podminkou, Ze F je absolutné spojitd
a .
a F’ e L?(4, B).
Z véty 2,3 a 2,1 plyne, Ze za pfedpokladii véty 2,3 existuje (p) — Iibl (f, 9)-
a
Véta 2,4. Necht existuji spojité derivace f' a g' v {a, b (v krajnich bodech stath
derivace jednostranné) a necht ¢'(x) = 0 vdude v {a,b>. Potom existuje (p) —
b
— H(f, g) a platé:
a b
2 |f’ ()]
—H(f,9) = | -7 de,
(p) — 1 (1, 9) 7 @

a

kde integrdl vpravo je Riemanniw..
b
Dikaz. Existence (p) — H(f,g) plyne na pf. z véty 2,3. Oznadime-li y
inversni funkm k funkei g, je F(y) = f(y(y)) pro y e {4, B> a podle véty 2,1

__le (¥l dy ——flf ).y’ (y)i”d?/~flf @) - 17 (xx;p-x

(substituce y(y) =z, t. j. y = g(=)).

Pesome

OB MHTETPAJIE XEJIJINHTEPA

NJIbsI YEPHBI (Lja Cerny), Ilpara.
(ITocrymamno B pexaxmuio 6/X 11 1955 r.)

Hpenmonoxey, 910 p > 1 910 f # g — fBe QyHKOWA, OmpeNeTeHHE®
B {a, b), Tarme, 9T0 cCOpaBeNIMBA EMIUIAKANWA: ¢(Z,) = ¢(z,) = f(z,) = f(x,).

Torpa rapgomy D = {a = 2 < ; < ... < Z, = b} MO;XHO IIOCTABHTH B CO-
OTBETCTBHE CYMMY °

: 2 |H(#r) — Hae-,)l?
HD) = H , g5 D) = 1 s
D) olf, 9 D) 21 l9(zr) — glax_,)?2
npmuem raxzoe caaraemoe B H(D), sHaMenaTelb (CIe0BATEIEHO, W TATATEIH)
KOTOPOro paBeH HYIO, clegyeT 3aMeHATh Hylem. [lamee momomum »(D) =

= max (Z; — %p_,;). Bcua cymecTsyer KoHednmm# mpefen lim H(D), To obo-
k=1,...,n »(D)—0
3HAYAM ero gepes

@)
[dg tp-1

(t
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b
une (p) — H(f, 9) w masosem unmeepasom Xenaunzepa. (O0603HATEM elUe
a

b
(p) — vax(f, g) = sup H(D).
a (D)

b
B macrosmein crarbe m3ydanTca HEKOTOpHE mpocThe cpoiicrBa H(f, g)
a

¥ HEKOTOPHIe YCJIOBHA, KOTODHIM JO/KHEL YAOBIETBOPATH QYHEmmE f, ¢ H KO-

b
TOpEe HeoOXOAmMEI [yig Toro, 9robu H(f, g) cylectBoBal; 3aTem mCCIETYeTCH

a
b b b

: v
cBaA3w Mesny H(f, g) u var(f, g) u meron npuseperna H(f, g) u var(f, g) ® u=-
a a

a a

Terpainy Jlebera.

Zusammenfassung
DAS HELLINGERSCHE INTEGRAL

ILJA CERNY, Praha.
(Eingelangt 6. XII. 1955.)

Setzen wir voraus, dass p > 1 ist und dass f und g zwei in (g, b) definierte
Funktionen sind, fiir welche gilt: g(x,) = g(x,) = f(z,) = f(x,). Dann kénnen
wir zu jeder Teilung D = (a =z, < 2, < ... < %, = b} die Summe H(D) =

. _ < [f(zr) — Flan—o)]?
=B, D)= 2, e — g
H(D), dessen Nenner (und folglich auch Zahler) Null ist, durch Null ersetzt
werden. Setzen wir weiter »(D) = max (z;, — %;_;). Wenn eine endliche Grenze

k=1l,..,n

konstruiren; dabeisoll jeder Summand in

)
. .. . .. . |df(x)|» . b
lim H(D) existiert, bezeichnen wir sie mit oder (p) — H(f, g) und

#D)>0 [dg ()=
nennen sie das Hellingersche Integral. W’;r fiithren noch die Bezeichnung
(p) — vgr (f, 9) = sup H(D) ein.
a (D) -
Ich untersuche in diesem Artikel einige einfache Eigenschaften des Ibi (f, 9,
a

. b
einige Bedingungen fiir die Funktionen f und g, notwendige dazu, dass, H(f,9)

: b
existiere; weiter untersuche ich den Zusammen}lang zwischen H(f, g) und
b b b ’
var (f, g) und die Zuriickfiihrung von H und var auf das Lebesguesche Integral.
a a

n
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