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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
- Vyddvd Matematicky tstav CSAV, Praha

SVAZEK 82 % PRAHA, 30.111.1957 % &€fsLO |

STUDIE ZE ZAKLADU GEOMETRIE
I. UTVARY NEORIENTOVANE

BORIS GRUBER, Pod¥brady.
(Doflo dne 3. fijna 1955.) DT: 518,01

Préce je vénovéana axiomatickému budovéni zdkladt trojrozmérné
euklidovské geometrie. Tato prvni 8ést studuje vlastnosti incidendni,
rovnob&Znost, kolmost a disledky pétého Euklidova postuldtu o rov-
nobézkéch. Primitivni pojmy jsou bod, zamérent (ve smyslu neoriento-
vany smér) a kolmy, pro néz je vysloveno devét axiomii. Definuji se
zejména pojmy primka & rovina jako jisté mnoZiny bodd.

Primitivni pojmy jsou bod, zaméfent a kolmy. Body znadime 4, B, C, ...,
zamé¥eni 2z, 2, 21, 25, ... KaZdé dvojici riznych bodd A, B je pfifazeno
zaméfeni, které znadime ((4B). Jsou-li z,, 2, zamé¥feni, pak jsou bud
kolm4 (znak z, | 2,) nebo nejsou kolmé (znak z, non | z,). MnoZinu viech
bodd nazyvéme prostorem a oznatujeme P. Tyto pojmy maji ndsledujici
vlastnosti:

1. Existuje aspori jeden bod a aspor jedno zaméfent.

II. A + B={(4B) = {(BA). )

III. £(4B) = ¢(40), B = C = (4B) = {(BC0).

IV. Je-li ddn bod A a zaméfent z, pak existuji body B, C tak, Ze ((AB) = z,
{(AC) * 2.

V. 2y L za=>2, | 2.

VI. 2, | 2p=>21 = 2,.

VII. Je-li 2, + 2z,, pak existuje prdvé jedno zaméfent z, pro nés plati z; | z |_z,.

VIII. {(4B) ] =, ¢(4C) | 2z, B = C = {(BC) | 2. ‘

IX. Je-li A & Baz,non | z,, pak existuje bod C, pro:né’jé platt Z(AC) = z,,
{(BCO) L 2.%)

1) Nezsvislost uvedeného systému axiomi zde nebudeme zkoumat. Ze je bezesporny,
ukazuje na p¥. model trojrozm&rného euklidovského prostoru. Rozum&jme bodem uspo-
Yadanou trojici [a, b, ¢] redlnych Gisel a zamé&fenim pomd&r p : ¢ : r t¥f redlnych &isel. (To
je uspotadans trojice redlnych &isel, z nich# aspoii jedno je rtizné od nuly; pfitom pomeéry
D1 gy Ty, Pyt (s Ty POVAZUjeme za totoZné, existuje-li dislo k == 0 tak, Ze je p, = kp,,
q, = kgy, 7, = kry.) Jsou-li body. [ay, by, ¢;], [@, by, C5] rlzné, pFifadime jim zaméfeni

(@ — a@p) : (b, — by) 2 (€1 — C5). Zaméfeni p, :qy:7y, Dy:¢s:7Ty, povaZujeme za kolmé,
je-li pyp, + q1q, + 7y, = 0. Axiomy I aZ IX jsou pak zfejm& splnény.



1. PFimka

Zde zkoumame dusledky axiomu I a IV.

1.1, Baistuji asport Etyfi rizné body a % riznd zaméfend.

Diikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé&¥Feni z,. Podle IV existuji body B, C
tak, ze {(AB) = z,, {(AC) # z, (obr. 1). Oznaéme [(AC) = z,, takze 2, + z,.
Jest B + 4 =+ C, jeito symboly ((4B), {(AC) maji smysl, a B + C, jezto

2, + 2z,. Podle IV existuje bod D tak, Ze plati

D ((BD) = z,; tedy jest B & D. Rovnéi jest 4 =

B 2 ' =+ D; jinak by totiZ podle II bylo z,=

= {(BD) = [(BA) = [(AB) = z, proti pied-

pokladu. Oznadme z; = {(AD). Tvrdime, Ze je

Z Z; 2, % 23 = 2,. Kdyby bylo 2, = z;, bylo by

{(AB) = {(AD) 'a z toho podle III {(4B) =

= {(BD) ¢ili z, =2, — spor. Kdyby bylo

2y = 23, bylo by {(DB) = {(DA), z toho podle

IIT {(DB) = {(BA4), to jest z, =12 — opét

Obr. 1. spor. Konetng jest D + C, nebot jinak by bylo
%y = 2.

1.2. Definice. Mnozinu M C P nazyjvdme mazimdlni mno¥inow o vlastnosti v,
Jestlize

1. M md vlastnost V,

2. je-is MC M,C P, M & M,, pak M, nemd vlastnost V.

1.3. Definice. Mnofinu p C P nazgvdme piimkou, jestlize

1. obsahuje aspor dva rizné body,
2. je to maximdini mnofina této viastnosti:

A,B,C,Dep, A + B, C =D = ((AB) = {(CD). (1)
1.4, Definice. Zaméfenim pFimky p rozumime zaméfeni {(AB), je-li A, B e p,
A + B. Zamérent primky p znaéime {(p).
1.5. Jestlize pro pFimky p, p, platt p C Py, jest p = p,.
Dikaz. Plati (1) a
A,B,C,Dep;,, A+ B, C+D=(A4B)=¢(CD). (2)

Kdyby bylo p + p,, nebyla by p maximalni mnoZina vlastnosti (1) — spor
s definici 1.3. : :

1.6. Budi# A bod, z zamé¥eni. Potom mnogina vdech bods X, pro néZ plati
bud X = A mebo ((4X) =z, (8)

je pFimka o zaméfent z obsahugjict bod A.
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Dikaz. Oznaéme p mnozinu v8ech bodd X, pro néz plati (3). Jest 4 € p.
Podle IV existuje bod B, pro n&jz plati {(4B) = z. Tedy B € p, B + A, takze
p obsahuje aspoii dva riazné body. Zvolme v mnoziné p body C, D, E, F tak,
aby C = D, E + F. Je-li C = A nebo D = A, jest {(CD) = z (uzivime II).
Je-li C + 4 + D, jest {(AC) =z, {(AD) = z; z III pak plyne {(CD) = =.
Stejné se dokize ((EF) = z, takie {(CD) = ((EF). Tedy p mé vlastnost (1).
Budiz kone&nd p C p, C P, p + p,, takZe existuje bod G pat¥ici do p,, nikoli
v8ak do p. Podle definice mnoziny p je G + 4, {(AG) + z. V mnozing p,
vezméme body 4, B, 4, G, takie A + B, A + G. Podle p¥edchézejiciho je
((AB) = z, {(AQR) % z, coZ znamena, Ze p, nemd vlastnost (2). Tedy p je
maximalni mnoZina o vlastnosti (1), tedy pfimka. Obsahuje bod 4 a mé zamg-
feni {(p) = {(4B) = 2.

1.7. BudiZ A bod, z zaméfent. Pak existuje prdvé jedna pFimka, kterd obsahuje
bod A a md zaméfent z. Je to mnoZina véech bodt X spliujicich (8).

Dtkaz. Oznaéme p mnozinu viech bodt X, pro néZ plati (3). Podle 1.6 je
mnoZina p p¥imka, kterd obsahuje bod 4 a mé zaméfeni z. BudiZ p, p¥imka
o zamé&feni z, obsahujici bod 4. Pro kazdy bod X p¥mky p, plati bud X = 4
nebo {(4X) = 2, takZe p, C p. Z 1.5 plyne p, = p.

1.8. Necht pFimka p obsahuje bod A a md zaméfens z. Potom p je mnoZina
vdech bodi, X, pro néZ platt (3).

Dikaz plyne z 1.7.

1.9. Existuje aspori jedna primka.

Ditkaz plynez T a 1.7.

1.10. K¢ kaZdé pFimce existuje bod, ktery na nt nele#i. Ke kaZdému bodu existuje

pFimka, kterd jim neprochdzs.

Dikaz. 1. BudiZ p libovolna pfimka. Zvolme bod 4 € p a oznaéme z = {(p).
Podle IV existuje bod C, pro n&jz plati {(AC) = z; tedy C non € p.

2. Budiz 4 libovolny bod. Podle 1.1 existuji zamé&¥eni z, * 2, a podle IV
Ize najit bod B, pro néjz plati {(4B) = z,, takie 4 + B. Podle 1.7 existuje
piimka p, kters obsahuje bod B a m4 zamé¥eni z,. Je to mnozina vSech bodi X,
pro néz plati bud X = B nebo {(BX) = z,. JeZto {(BA4) = 2z, * 2,, neprochazi
piimka p bodem A4.

1.11. Budiz A + B. Pak existuje prdvé jedna pFimka, kierd obsahuje body
A, B.

Dikaz. Oznadme z = {(4B). Z 1.7 plyne, Ze existuje p¥imka p, kterd obsa-
huje bod 4 a mé zamé¥eni z, a Ze je B e p. Za druhé necht kazd4 z piimek
D1, Pe obsahuje body 4, B. Pak kaZd4 z nich obsahuje bod 4 a mé zaméfeni
{(4, B), takZe jest podle 1.7 p, = p,.

1.12. Necht body A, B, C nelezt v primce. Potom jsou tyto body navzdjem rizné
a rovnéZ zaméfeni [(AB), {(AC), {(BC) jsou navzdjem riznd.



Dikaz. Predpoklidejme nejprve 4 = B = (. Podle I existuje zaméieni 2
a podle 1.7 p¥imka, kters m4 zamé¥feni z a obsahuje bod 4 a tedy i body B, C.
To je v&ak spor s pfedpokladem. Za druhé pfedpoklidejme 4 = B = C. Podle
1.11 existuje pfimka, kterd obsahuje body B, C, tedy ibod 4, opét spor. Stejné
v piipadech 4 + B=C, 4 = C % B. Tedy body 4, B, C jsou navzijem
razné. Konecén& piedpoklédejme, Ze plati £(4AB) = {(AC) a oznaéme toto
zamé&feni z. Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka, kterd obsahuje bod 4 a mé zamg-
Feni z a Ze tato piimka obsahuje té% body B, C, nebot plati {(4B) = z, {(40) =
= z. T'o vak je spor. Tedy {(4B) + {(AC) a stejn& v ostatnich dvou pii-
padech.

1.13. Existuji ti (navzdjem rizné) body, kieré nelefi v primce.
Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé¥eni z a podle IV body B, C, pro néz

plati {(4B) =z, {(40) * z. Body 4, B, C nemohou lezet na %4dné pnmce,
nebot pak by muselo byt ((4B) = {(AC). 1

1.14. Definice. P¥imky P, q nazyvdme rovnobéné, je-li {(p) = ().

1.15. Jsou-li pFimky p, ¢ rovnobézné, jsou bud disjunkini nebo tototné.

Dikaz. Necht pHimKy p, ¢ maji zamé&¥eni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme 4
n&ktery jejich spoleény bod. Z 1.7 plyne p = q.

1.16. Ezistuji dvé rovnobéiné disjunkini primky.

Dikaz. Podle 1.9 existuje piimka; oznaéme ji p. Podle 1.10 existuje bod 4,
ktery nelezi na p. Podle 1.7 existuje piimka, kterd obsahuje bod 4 a m4 zamé-
Yeni {(p); oznadme ji ¢. P¥imky p, g jsou rovnobézné. Nemohou byt totozné,
nebot 4 nelezi na p. Tedy jsou podle 1.15 disjunktni. ‘

1.17. Necht p, q jsou pFimky. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t pfipadd:

L. p, q jsou disjunktnt,
2. p, ¢ majt spoletny prdvé jeden bod,
3. P, ¢ jsou totoiné.

Dikaz. Protoze kazdd piimka obsahuje aspoil dva rtzné body, nemohou
nastat zdroven zddné dva z uvedenych t¥i pFipadd. Nejsou-li p¥imky p, ¢
disjunktni, maji spoleény aspoii jeden bod. Maji-li spoledny vice neZ jeden bod,
jsou podle 1.11 totozné.

1.18. Definice. PFimky p, ¢ nazjvdme riznobézné, maji-li spoleényj prdvé jeden
bod.

1.19. Jsou-li primky p, q riznobéné, jsou navzdjem rizné o jest {(p) + {(q).

Diukaz. Kdyby riznobéiné p¥imky », ¢ byly totoZné, nastivaly by zaro-
veii p¥ipady 2, 3 z véty 1.17, coZ tato véta vyluduje. Kdyby bylo {(p) = £(g),
byly by p, ¢ rovnobézné. ProtoZe nejsou totozné, byly by podle 1.15 disjunktni,
takZe by nastdvaly zaroven piipady 2 a 1 z véty 1.17, coZ neni moZné.
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1.20. Ezistuji dvé riznobéiné primky.

Dikaz. Podle 1.1. existuji bod 4 a zam&feni z, =+ z,. Podle 1.7 existuje
piimka p,, kterd obsahuje bod 4 a mé zaméfeni z,, a pfimka p,, kterd obsahuje
bod 4 a mé zaméfeni z,. Kdyby pHmky p,, p, mély krom& bodu 4 spoleiny
jesté néjaky jiny bod, byly by podle 1.11 totozné, takze by bylo z, = 2z, — spor.

1.21. Ewistuji pFimky p, q, pro néf nastdvd piipad 1 z véty 1.17. Existuji
pFimky p, q, pro néf nastdvd pripad 2 z véty 1.17. Existuji pfimky p, q, pro néZ
nastdvd pFipad 3 z véty 1.17.

Dukaz plyne z 1.16, 1.20 a 1.9.

2. Rovina

Zde vyvozujeme dusledky z axiomu I az VIII.
© 2.1, Ke kaZdému zaméFfenti existuje zamérent kolmé.

Diukaz. Budiz 2, libovolné zamé¥eni. Podle 1.1 existuje zaméfeni z, + z,
a podle VII existuje zaméteni z | z;.

2.2, Necht A, B, C jsou t¥i riizné body. Pak neplati zdroves

{(4B) | (4C),  [(4B) 1 ¢(BC).

Diukaz. Predpoklddejme, Ze uvedené vztahy plati, a oznaéme ((4B) = z,
takZe ((CA) | 2, ((CB) | 2, A + B (obr. 2). Z VIII plyne {(4B) | z,t.]j.
z | 2, coZ je spor s VL. .

C

Obr. 2: Obr. 3.

2.3. Ke kaZdému zaméfent z existuje zaméfent ', pro néé plati 2z’ + z,2' non |_z.

Dikaz. Budiz z libovolné zaméfeni. Podle 2.1 existuje zaméfeni z; | 2
a podle I bod A (obr. 3). Najdéme podle IV body B a C tak, aby platilo

{(AB)=z, ((40)=z.

Jest B + C, nebot jinak by bylo z = z, a to neni podle VI mozné. Oznaéme
Z' = {(BC). Kdyby bylo z =2/, to jest {(B4)= {(BC), plynulo by z III
E(BA) = ((ACQ), to jest z = z,, coZ neni moZné. Tedy je 2’ + z. Je#to plati
z | 2z, to jest {(AB) | Z(AC), nemize podle 2.2 platit {(4B) | (BC), to jest
z | 7. Tedy 2’ non | z.



2.4. Existuji zaméfent 2y, 2y, 23, pro néZ platt z, | 2,, 2, | 25, 2, | 2,

Dtkaz. Podle I existuje zamé&feni z, a podle 2.1 zamé¥eni z, | z,. Podle VI
je 2, * 2, takie podle VII existuje zamé&Feni z5, pro néZ plati z; | z5 | 2a.

2.5. BudiZ n = 4, budtez z,, 2,, ..., 2, zaméfeni. Potom existuji takovd 1,7 (1 <
<i<n1<ji< i #7),zeztnon 1 2.

Dukaz. Pfedpoklddejme naopak, %e platiz; | z; pro viechnas,j (1 <7 < n,
1§ n, 4 % 7). Plati tedy 2, | 25 | 25, 2, | 24 | 2, Podle VI je 2, =i= 2,
a podle VII z; = z,, coZ je spor s pfedpokladem z; | z,.

2.6 Definice. MnoZinu v C P nazgvdme rovinou, jestlie
1. obsahuje aspor; dva rizné body,
2. existuje takové zaméient z, Ze v je maximdlni mnodina této vlastnosti:
A, Bet, A+ B =(4B) | 2. 1)
2.7. KaZdd rovina obsahuje t¥i body, které nelei v pfz’mce.

Dikaz. Mé&jme libovolnou rovinu 7.
Podle 2.6 existuji body 4 + B, které lezi
v 7. Déle existuje takové zaméfeni 2, Ze ¢
2 je maximalni mnoZina vlastnosti (1).
Oznadme z, = {(4B). Jeito 7 ms vlast-
,/”"(D) nost (1), jest z; | 2 a tedy 2z, + 2. Podle
AL —"" VII existuje zaméfeni z,, pro né% plati
2, | 25 | 2z (obr. 4), a podle IV muZeme
nalézt bod C, pro né&jz plati {(AC) = z,.
21 ) Protoze z, | z,, je z, + 2z,, takZe body
C(=E) A, B, C nelezi v piimece. Pfedpoklidejme,
B 7e bod C nelezi v 7, a oznadme 7, =
=1 u {C}, tak¥ie v C 7, C P, v *+ 7;. Do-
. kazeme implikaci
D,Eevr,, D +E ={DE) | z. (2)

Zvolme libovolnd body D, E € 7;, D + E. Je-li D % C = E, patii body D, E
do 7 a (2) plyne z (1). Necht je tedy t¥eba B = C, takie D e 7. Je-li.D = A4,
jest ((DE) = ¢{(AC) = 2z, | 2. Je-i D &= A, jest-{(AD) | z, nebot De, a
C(AE) = {(AC) = 2z, | 2. Z toho pode VIII je {(DE) | z. Tim je spravnost
implikace (2) dokdzdna. To vS8ak znamend, Ze z neni maximélni mnoZina
vlastnosti (1), coZ je spor. Nebyl tedy sprédvny pfedpoklad, Ze C nelei v 7.
Tedy v 7 lezi body 4, B, C, které neleZi v pfimce.

Obr. 4.

2.8. Zddnd mno¥ina neni zdrovert pFimkou a rovinou.
Diukaz plyne z 2.7.



2.9. Necht © je rovina a necht plati implikace (1) o implikace .

A, Bev, A+ B =C(A4B) ] 2. (3)
Potom jest z = 2'. ‘

Dikaz. Podle 2.7 existuji v roviné v body C, D, E, které nelezi v piimece.
Podle 1.12 jsou tyto body navzijem rtzné a plati {(CD) = {(CE). ProtozZe
plati (1), jest {(CD) | 2z | ¢(CE), a protoze plati (3), jest {(CD) | 2z’ | {(CE).
Ze VII plyne z = 2'.

2.10. Necht 7 jest rovina. Potom existuje prdvé jedno zaméfeni z tak, Ze v je
maximdlnt mnoZinow viastnosti (1). Toto zaméfeni z nazyvdme zaméfenim kol-
mym k roviné T nebo krdice zaméfenim roviny v a oznatujeme £(v).2)

Dikaz. Aspoti jedno takové zamé¥ent z existuje podle 2.6. Predpoklidejme,
Ze pro zaméieni 2 plati, Ze T je maximalni mnoZina vlastnosti (3). Potom tedy
plati jak implikace (1), tak implikace (3), a z 2.9 dostdvame z = 2.

2.11. Necht v je rovina a necht platt implikace (1). Potom z jest zaméFenim
roviny T. .

Dukaz. Oznadme 2’ zaméfeni roviny z. To znamend, Ze 7 je maximdalni
mnozina vlasthosti (3). Tedy = m4 vlastnost (3), t. j. plati implikace (3) a podle
predpokladu implikace (1). Z 2.9 plyne z = 2.

2.12. Jestlize pro roviny t, 1, platt v C t,, jest v = 7.

Diikaz. Oznadime-li z = £(7), 2, = {(7,), plati (1) a

A,Bet, A + B=[{(4B) | z,. (4)
Je-li 4, Bet, jetaké 4, B ey, nebot v C 7,, takze '
' A,Bev, A+ B=((4B) ] 2. (5)

Z (1) a (5) podle 2.9 plyne z = z,. Kdyby bylo v = 7,, plynulo by z (1) a (4),
%e 7 neni maximdlni mnoZinou vlastnosti (1) — spor.

2.13. Budiz A bod, z :zame"feni. Potom mmoZina véech bodi X, pro néZ plati
bud X = A nebo ((AX) | =, (6)
je rovina, kterd obsahuje bod A o md zaméfens z.

Dikaz. Oznadme v mnoZinu viech bodt X, pro n& plati (6). Podle 2.1 existu-
je zamé¥eni 2z, | z a podle IV bod B, pro néjz plati {(4B) = z,. Tedy B € 7,
takZe v obsahuje dva rizné body. Za druhé zvolme libovolng body C, D « 7,
C % D.JeliC = 4 nebo D = A4, jest podle (6) {(CD) | z.JeldiC + A = D,
plyne ze vztaht {(AC) | =z, {(AD) | zpodle VIII {(CD) | z.Je tedy spravna

2) Zaméfeni ((r) znamend ziejmé zaméfeni p¥imky kolmé k rovind r (viz definici
3.30). N4zev ,,zaméfeni roviny** neni sice bdZny, ale je zcela dtsledny, Primka i rovina
uréuji jednoznalng jisté zaméreni. Nazyvame-li je v prvnim pfipad¥ ,,zaméfeni pFimky*,
je pfirozené nazyvat je v druhém piipads ,,zam&fenim roviny*.



implikace (1). Konetné vezméme libovolnou mnoZinu 74, pro niz plati v C 7, C
C P, v % 7,. Existuje bod E, ktery patii do z;, nikoli viak do 7, takZze je & + 4,
Z(4F) non | =z. ProtoZe 7, obsahuje bod E % A, pro né&jz neplati {(4E) | z,
jest 7 maximélni mnoZinou vlastnosti (1), tedy rovinou. Tato rovina obsahuje .
bod A a plati proni implikace (1), takZe podle 2.11 je jejim zamé&¥enim zamé&ieni 2.

2.14. Budiz A bod, z zaméfent. Potom existuje prdvé jedna rovina, kierd obsa-
huje bod A a md zaméfent z. Je to mnoZina vdech bodw X, spliugicich (6).

Dtkaz. Oznaéme v mnoZinu vSech bodt X, které spliiuji (6). Podle 2.13 je
7 rovina, kterd obsahuje bod 4 a m4 zamé¥eni z. Je-li 7, rovina, ktera obsahuje
bod 4 a mé zaméfeni z, pak 7, je maximalni mnozinou vlastnosti (2). Z toho
plyne, Ze pro kazdy bod X mnoziny 7, plati (6), takZe 7, C v. Z 2.12 plyne
T, =1

2.15. Necht rovina v obsahuje bod A a md zaméfeni z. Potom t je mnoZina
vech bod@ X, sphiujicich (6).

Dikaz plyne z 2.14.

2.16. Bxistuje aspor jedna rovina.

Dukaz plyne z I a 2.14.

2.17. Ke ka#dé roviné ezistuje bod, ktery na ni nelezi. Ke kaZdému bodu existuje
rovina, kterd jim neprochdzt.

Dikaz. 1. Budiz 7 rovina; oznatme z = {(r) a zvolme Ae 7. Podle IV
existuje bod B, pro ktery plati {(4B) = z, tedy vzhledem k VI {(4B)non | z.
Z 2.15 pak plyne Bnon € 7.

2. Budiz 4 libovolny bod. Podle I existuje zamé&feni z a podle IV bod B,
pro n&jz plati {(4AB) = z. Podle 2.14 existuje rovina 7, kterd obsahuje bod B
a mé zaméfeni z. Je to mnoZina viech bodd X, pro néz plati bud X = B nebo
Z(BX) | z. Bod A nele%i v 7, nebof neni ani A = B ani {(B4) | =.

2.18. T¥emi body, které mele¥i v pFimee, prochdzi prdvé jedna rovina.

Dukaz. Necht body A, B, C nelezi v pfimce. Podle 1.12 jsou navzijem
rizné a plati {(AB) + {(4C). Podle VII existuje zamé¥eni z, pro néz plati

| L(AB) 1z | L(AC). (1) .

Z 2.14 plyne, Ze existuje rovina 7, kterd obsahuje bod 4 a mi zaméfeni z,
a %e tato rovina — vzhledem k (7) — obsahuje té% body B, C. Za druhé pied-
podklddejme, Ze rovina 7, obsahuje body 4, B, C. Pak tedy plati {(4B) |
1 &(z) L Z(AC). Odtud a ze (7) plyne podle VII {(z;) = 2. Kaidé z rovin
7, 7, obsahuje tedy bod 4 a ma zaméfeni z, takZe v = 7, podle 2.14.

2.19. Definice. Roviny t,, T, nazgvdme rovnobéiné, je-li {(ry) = &(t,).

2.20. Jsou-li roviny t,, T, rovnobéiné, pak jsou bud disjunkini nebo totoiné.

Dikaz. Necht roviny 7, 7, maji zaméfeni z. Nejsou-li disjunktni, oznaéme
A n&ktery jejich spoleény bod a uZijme 2.14.
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L 221, Existujt dvé rovnobéiné disjunkint roviny.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznaéme ji . Podle 2.17 existuje bod 4,
ktery nelezi v 7, a podle 2.14 existuje rovina, kterd obsahuje bod 4 a mé
zaméfeni {(r). Oznadme ji 7,. Roviny 7, 7, jsou rovnobézné. Nejsou totozné,
jeito A lezi v 7, a nele#i v 7. Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.22. BudiZ v rovina, A bod. Pak existuje prdvé jedna rovina, kterd prochdzt
bodem A a je rovnobéind s rovinou .

Dikaz. Hledand rovina musi obsahovat bod 4 a mit zamé¥eni {(z). Podle
2.14 takové rovina existuje, a to pravé jedna.

2.23. Budiz v rovina a A bod, ktery nelezi v v. Pak existuje aspoti jedna rovina,
kterd prochdzt bodem A o je disjunkini s rovinou t.

Dukaz. Podle 2.22 existuje rovina 7,, kterd prochézi bodem 4 a je rovno-
bézné s rovinou 7. Roviny 7, 7, nejsou totoZné, nebof 4 lei v 7, a nelei v 7.,
Tedy jsou podle 2.20 disjunktni.

2.24. Jestlize roviny t,, T, maji spoleény bod, pak maji spoleCnow primku.

Diakaz. Necht roviny z,, 7, maji spoleény bod 4. Oznaéme 2z, = {(t,),
2y = {(ty). Ze VII nebo 2.1 plyne existence zaméfeni z, pro néz plati z; |
1 2z | 2, Podle 1.7 existuje ptimka p, kterd obsahuje bod 4 a mé zamé¥eni 2.
Podle 2. 15 je T, mnozina viech bodd X, pro nez:‘platl bud X = 4 nebo {(4X) |
1 2,at, mnozma vSech bodd X, pro néz plati bud X = 4 nebo £(4X) | =z,.
Je-li X € p, je podle 1.8 bud X = A4 nebo {(4X) == z, to jest bud X = 4 nebo
2y | C(AX) | 2, takZze X € 1,1 X € 1,. Tedy p¥imka p leZi v roviné 7, i v rovi-
né 7,.

2.25. Necht ©,, T, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto tF pFipad.:

1. 7y, 7, jsou disjunkini,

2. T, To S protinaji v pFimee,3)

3. 7y, T, jSOU LotoENE.
. Dtukaz. Ziejmé nemiZe nastat zdrovenh p¥ipad 1 a néktery z piipadia 2, 3.
Ze nemohou nastat zéroveti ani p¥pady 2, 3 plyne z 2.8. Nejsou-li roviny z,,
7, disjunktni, maji podle 2.24 spoleénou ptimku p. Maji-li spoleény jesté bod 4,
ktery nelezi v p, zvolme na p body B + C. Body 4, B, C nelezi v p¥imce.
Kdyby totiz n&jaks pfimka tyto body obsahovala, byla by podle 1.11 totozna
s p, a to neni mo#né, protoze A nelezi na p. Z 2.18 plyne, Ze roviny 7, 7, jsou
totozné, nebot kazda z nich obsahuje body 4, B, C.

2.26. Definice. Roviny t,, T, nazyjvdme raznobéiné, protinaji-li se v pFimce.

2.27. Jsou-li roviny v, T, riznobéiné, jsou navzdjem rizné a jest {(ry) * {(Ta)-

Dtkaz. Kdyby rtiznob&#né roviny z,, 7, byly totoZné, nastdvaly by zédroveni
piipady 2, 3 z véty 2.25, coz viak tato véta neptipousti. Kdyby bylo {(z1) =

3) Tim rozumime, ¥e prinik mno¥in 7,, 7 jé pfimka.



= {(z3), byly by 7;, 7, rovnob&Zné. Jelikoz nejsou totozné, byly by podle 2.20
disjunktni, takze by nastédvaly zdroven pfipady 2, 1 z véty 2.25. To viak neni
mozné.

2.28. Bzistuji dvé riznobéiné roviny.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznaéme ji 7, a zvolme na ni bod 4.
Podle 1.1 existuje zamé¥eni 2, + {(7;) a podle 2.14 existuje rovina 7,, kters
obsahuje bod 4 a mé zaméfeni z,. Roviny 7,, 7, nejsou disjunktni, nebot obd
obsahuji bod 4, a nejsou totozné, nebot maji riznd zamé&reni. Z 2.25 plyne, Ze
jsou rtiznobézné.

2.29. E’mstuyf, TOUINY Ty, Ty, Pro néE nastdvd pFipad 1 z vty 2.25. E:m.stuyz ro-
VINY Ty, Ta, Pro néZ nastdvd pFipad 2 z véty 2.25. Existuji roviny t,, 7,4, pro néZ
nastdvd pFipad 3 z véty 2.25.

Dikaz plyne z 2.21, 2.28 a 2.16.

2.30. Definice. Roviny t,, T, nazgvdme kolmé, je-li £(z,) | &(r,).

2.31. Jsou-li roviny v, T, kolmé, pak nejsou rovnobéiné a tedy jsou navzdjem
rizné.

Dukaz plyne z VI.

2.32. Ezistuji t#i roviny, z nichi kaZdé dvé jsou kolmé.

Dikaz plyne z 2.4, I a 2.14.

2.33. Jsou-li ddny vice neZ t¥i roviny, pak mezi nimi existuji dvé, které nejsou
kolmé.

Dikaz plyne z 2.5.

3. Rovina a pFimka -

Stdle predpokldddme platnost axiomd I az VIII.

3.1. Necht pFimka p md s rovinou v spoletny aspor jeden bod. Potom p leZt
vT tehdy a jen tehdy, je-li

tp) L &) - 1)

Dukaz. 1. Necht p lezi v 7. Zvolime-li na p¥imece p body A =+ B, jest {(p) =
= {(4B) L {(v).
- 2. Necht pfimka p mé s rovinou 7 spoleény bod 4 a necht plati (1). Oznaéme
2y = {(p), 2, = {(), takZe 2; | z,. Rovina 7 je podle 2.15 mnoZina vSech bodd
X, pro n&z plati bud X = 4 nebo {(4X) | 2, Jeli X € p, jest podle 1.8
bud X = 4 nebo ((AX) = z,, tedy bud X = 4 nebo {(4X) | 2, takZe
X et. Tedy pCr.

3.2, LeZi-li pfimka p v roviné =, plats (1).

Dikaz plyne z 3.1. »

3.3. Necht pFimka p a bod A ledt v roviné v. Potom existuje v roviné v prdvé
jedna pfimka, kterd prochdzi bodem A a je rovnobéind s piimkou p.
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Dukaz. Podle 3.2 jest {(p) L {(v). Hledans pfimka musi prochizet bodem
A a mit zam&feni £(p). Podle 1.7 takova piimka existuje, a to pravé jedna.
Z 3.1 pak plyne, Ze tato piimka leZi v roving 7.

3.4. Necht piimka p a bod A le£i v roviné T, necht 4 nele#t na p. Potom existuje
v roviné T aspor jedna piimka, kterd prochdzt bodem A a je disjunkini s p.

Dukaz. Podle 3.3 existuje v roviné v piimka g, kterd prochdzi bodem 4
a je rovnobézné s p¥imkou p. PH{mky p, ¢ nejsou totozné, nebot 4 nelezi na p.
Tedy jsou podle 1.15 disjunktni.

3.5. V kadé roviné lefi dvé riiznob&iné primky.

Dukaz. Necht = je rovina. Podle 2.1 existuje zaméieni z, | ((z), takZe
2, % {(r). Podle VII existuje zamé¥eni z,, pro néZ plati z, | z, | (), tedy
2y % z,. Zvolme v rovingé v bod A a oznaéme p; (¢ = 1, 2) piimku prochize-
jici bodem A, kterd ma zaméfeni z,. P¥imky »,, p, existuji podle 1.7. Nejsou
disjunktni, nebot ob& prochizeji bodem A, a nejsou totozné, nebot maji
rizn4 zaméfeni. Tedy jsoupodle 1.17 riznobézné. Kazda z ptimek p; (1 = 1, 2)
mé s rovinou 7 spoleény bod 4 a plati {(p;) =2 | {(z) pro+=1,2. Z 3.1
Plyne, Ze ptimky p,, p, leZi v z.

3.6. Budi# © rovina. Potom plati:

1. V 7 existuji pFimky p, q, které jsou disjunkini.
2. V 1 existujt pFimky p, q, které jsou riiznobéiné.
3. V 7 existuji primky , q, kieré jsou totoZné.

Dikaz. Druhé tvrzeni je v&ta 3.5, tfeti tvrzeni plyne z druhého. Podle
tfettho tvrzeni existuje v = ptimka p a podle 2.8 existuje v 7 bod 4, ktery nelezi
na p. Z 3.4 plyne existence pfimky ¢, ktera lezi v 7 a je disjunktni s p. Tim je
dokézéno i prvni tvrzeni. ‘

3.7. Md-li pfimka s rovinow spoleéné dva rizné body, leZt v roviné celd.

Dikaz. Necht pfimka p mé s rovinou = spoleéné body 4, B (4 + B). Potom
jest &(p) = ¢(AB) | ¢(z). Z 3.1 plyne, Ze p le#i v 7.

3.8. Primkow a bodem, kteryj ma té primce neleZt, prochdzt pravé jedna rovina.

Dikaz. Necht bod 4 nele#i na p¥imee p. Zvolme na p body B + C. Body
A4, B, C nelezi v ptimece. Kdyby totiZz néjaks p¥imka tyto body obsahovala,
byla by podle 1.11 totoZné s p, co% neni mozné, nebot 4 nelezi na p. Podle
2.18 existuje rovina 7, kterd obsahuje body 4, B, C a podle 3.7 lezi p v .
JestliZe rovina 7, prochdzi bodem 4 a pfimkou p, pak obsahuje body 4, B, C
a je podle 2.18 totoind s 7.

3.9. Necht p je pFimka a z zaméFent, necht

z % {(p). : (2)
Pak existuje pravé jedna rovina, kierd obsahuje pFimku p a jejiz zaméfeni je
kolmé k& zaméient =.
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Diikaz. Na piimee p zvolme bod 4. Podle IV existuje bod B, pro n&jZz plati
t(AB) = z, tedy ((AB) # [(p), takZe B neleZi na p¥imee p. Podle 3.8 existuje
rovina 7, kterd obsahuje pfimku p a bod B. UZzitim 3.2 mdme

&) L &) L {(4B) == (3)
JestliZe za druhé rovina 7; obsahuje ptimku p a mé zamé¥eni kolmé k zamdfeni
2z, jest
{p) L l(w) L=z (4)
Z (2), (3), (4) plyne podle VII, Ze roviny 7, 7, maji stejnd zaméfeni. JeZto obé
obsahuji bod 4, jsou podle 2.14 totoZné.
3.10. Dvéma raznobéikami prochdzi prdvé jedna rovina.

Dtkaz. Necht p, ¢ jsou riznobézky a A4 jejich spoleény bod. Podle 1.19 je
t(p) = {(g), takZe existuje zamé&ieni 2, pro néz plati

tp) Lz L 2. (5)

Podle 2.14 existuje rovina 7, kterd prochdzi bodem A a mé zaméfeni z. Z 3.1

plyne, Ze p¥imky p, g leZi v 7. Jestlize rovina v, obsahuje p¥imky p, ¢, jest podle
3.2 :

&p) L ) L L) - .(6)

Z (5) a (6) plyne podle VII {(r;) = z. Rovina 7, obsahuje tedy bod 4 a mé
zamé¥eni z, takZe podle 2.14 je totoZnd s 7.

3.11. Dvéma riznims rovnobéZnyni primkams prochdzt prdvé jedna rovina.

Dtkaz. Necht p¥imky p, ¢ jsou rizné a maji obs totéz zaméfeni. Zvolme.
na ¢ bod 4. Podle 1.15 jsou p, g disjunktni, tak¥e 4 nelezi na p. Podle 3.8
existuje rovina 7, kterd prochdzi piimkou p a bodem 4. Z 3.2 plyne {(p) | (7).
Jezto £(p) = £(q), jest také £(g) | ((z), a uZijeme-li 3.1, dostaneme, Ze g lezi
v 7. Prochézi-li rovina 7, pfimkami p, g, prochdzi pfimkou p a bodem 4, a z 3.8
plyne 7; = 7.

3.42. Jestlize body A, B, C, D neleZi v roving, pak jsou navzdjem rizné a Zddné
tH z nich neleél v pFimce.

Dikaz. Pfedpoklddejme, Ze na p¥. body 4, B, C leZi na p¥imee p. Jestlize D
nelezi na p, oznadme t rovinu, kterd prochazi piimkou p a bodem D. Takova
rovina 7 existuje podle 3.8. Jestlize bod D' lezi na p, existuje podle 1.10 bod £,
ktery nelezi na p. Oznaéme pak z rovinu, kteréd prochazi pfimkou p a bodem E.
Rovina 7 v obou p¥ipadech obsahuje body 4, B, C, D, coz je spor s pfedpokla-
dem. Tedy %4dné t¥i z bodd 4, B, C, D nelezi v p¥imce. Nyni uZijeme véty 1.12
na trojice 4, B, C, A, B, D, B, C, D.

- 3.43. Bzistujt &tyri body, které neleZi v roviné.

Dikaz. Podle 2.16 existuje rovina; oznadme ji z. Podle 2.7 obsahuje = body

4, B, O, které nelezi v p¥imee, a podle 2.17 existuje bod D, ktery nelezi v 7.
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Kdyby néjaké rovina v, obsahovala body 4, B, C, D, byla by podle 2.18 to-
tozné s 7. To v8ak neni mozné, nebot D nelezi v 7.

3.14. Definice, Pravime, Ze pFimka p a rovina T jsou rovnobééné, je-li { (p) 1
L L(@).
3.15. Lezi-li pFimka p v roviné t, pak P @ T jsou rovnobéiné.
Dikaz plyne z 3.2
3.16. Je-li pFimka p rmmobezna s rovinou T, pak bud p ledl v T nebo p a v jsou
disjunktnd.
Dikaz. Podle pfedpokladu jest ¢(p) | ¢(r). Nejsou-li p, v disjunktni, plyne
z 3.1, Ze p lezi v 7.
3.17. Existuji pFimka a rovina, kieré jsou disjunkini rovnobéZné.
Dukaz. Podle 2.16 existuje rovina = a podle 2.17 existuje bod 4, ktery nelezi
v 7. Podle 2.1 existuje zaméfeni z | ({(v) a podle 1.7 existuje piimka p, kterd
prochédzi bodem A4 a mé zaméieni z. P¥imka p je rovnobéZnd s 7, aviak nelezi
v 7, nebot bod 4 neleZi v 7. Z 3.16 plyne, Ze p, 7 jsou disjunktni.
3.18. Necht p je pFimka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto it pripadi:
1. p, T jsou disjunkini,
2. p, T maji spoleényj prdvé jeden bod,
3. plegiv .

v

Dukaz. Protoze kazdéd p¥imka obsahuje aspoli dva rizné body, nemohou
nastat zdrovell Zadné dva z uvedenych t¥ p¥ipadi. Nejsou-li p, v disjunktni,
maji spoleény aspoil jeden bbd. Maji-li spoleény vice nez jeden bod, leZi p v =
podle 3.7.

3.19 Definice. Pravime, Ze pfimka p a rovina v jsow riznobéiné, maji-lu spo-
lebny pravé jeden bod.

3.20. Jsou-li pFimka p a rovina v riznobéiné, pak p neleZi v v a jest {(p)non |
L ).

Dikaz. Kdyby p leZela v 7, nastdvaly by zéroveii p¥ipady 2, 3 z véty 3.18,
coz tato véta neptipousti. Kdyby bylo (p) 1. ¢(r), byly by », = rovnobézné.
Jezto p nelezi v 7, byly by podle 3.16 p a 7 disjunktni, tak¥e by nastdvaly zi-
rovei piipady 2, 1 z véty 3.18. To v8ak neni mozné.

3.21. Exzistugi piimka p a rovina v, kieré jsou riaznobéiné.

Dukaz. Podle 2.16 existuje rovina. Oznaéme ji 7 a zvolme na ni libovolny
bod A. Podle 1.7 existuje ptimka p, kterd prochdzi bodem 4 a ma zaméfeni
{(r). Kdyby p lezela v v, bylo by podle 3.2 {(p) L {(z), to jest {(z) 1 &(z), coZ
by byl spor s VI. Z 3.18 plyne, Ze p, T jsou riznobéZné.

3.22. Existuji p¥imka p a rovina v, pro néZ nastdivd pripad 1 z véty 3.18.
Existujt pfimka p a rovina 7, pro néZ nastdvd pfipad 2 z vély 3.18. Existuji
pfimka p a rovine T, pro néZ nastavd pFipad 3 z véty 3.18.
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Dukaz. Prvni dvé tvrzeni plynou z 8.17 a 3.21. T¥eti plyne z druhého
tvrzeni véty 2.29.

3.23. Je-ls piimka p rovnobéénd s rovinou T, a roving T, rovnobéind s rovinou
Ty, J€ P TOVNObEENG § T,.

Dukaz. Podle pfedpokladu je {(p) | {(71) a C(zy) = C(z2). Tedy je Z(p) L .
L &(za)-

3.24. Pfimka p je rovnobéind s rovinou v tehdy a jen tehdy, je-lirovnobéind
aspott 8 yednou pfimkou roviny <.

Dikaz. 1. Je-li p rovnob&ind s piimkou ¢, kters lez1 v 7, jest podle 3.2
Z(p) = £(g) L &(v), takZe p a T jsou rovnob&zné.

2. Necht p je rovnobé#nd s 7, takZe plati ((p)_| ((zr). V roving t zvolme
‘bod 4 ‘a oznatme ¢ pfimku, kterd prochizi bodem 4 a mé zaméfeni (p).
Takové piimka existuje podle 1.7. P¥imky p, ¢ jsou rovnobézné a z 3.1 plyne,
Ze q lezi v 7.

3.25. Rovina 1, je rovnob&ind s rovinou 7, tehdy a jen tehdy, obsakuye—lz dvé
riiznobézky, kieré jsou obé rovnobéiné s t,.

Dikaz. 1. Necht 7, obsahuje rtiznobéZné p¥imky p, ¢, z nichz kazda je
rovnobéind s rovinou t,. Oznalime-li z;, = {(p,), 2z, = £(q), jest podle pied-
pokladu z; | ((z,) | z,, podle 1.19 2, * 2z, a podle 3.2 2z, | {(ry) | 2.. Z toho
plyne podle VII {(;) = {(t,), takZe 7,, T, jsou rovnob&zné.

2. Necht roviny 7,, 7, jsou rovnob&iné. Podle 3.5 obsahuje 7, dvé riizno-
bézné piimky p, ¢ a podle 3.2 plati

P L iz = Lra) s U@L Lza) = Lma) s
takZe p, ¢ jsou rovnobéiné s t,.

3.26. Necht primka p je rovnobéind s rovinami t,, T, necht roviny vy, Ty jsou
riznobééné. Potom p je rovnobéind s praseénict rovin 14, T,. :

Dikaz. Podle pfedpokladu jest £(zy) 1 &(p) L Z(z,) a podle 2.27 I(zy) =+
%+ {(7p). Oznadime-li ¢ priise¢nici rovin 7, 7,, plyne z 3.2 £(zy)_L &(g) L &(za)-
Odtud podle VII &(p) = £(g), takze p, ¢ jsou rovnobé&zné.

3.27. Necht roviny 5, T, jsou riiznobéiné, mecht pfimka p ledt v v, a je rovno-
béind s T,. Potom p je rovnob&ind s priseénict rovin Ty, T,.

Dikaz. Podle 3.15 je p rovnobéiné s 7, takZe podle 3.26 plati 3.27.

3.28. Necht rovina T je riznobéind s rovinams t,, T,, nechi roviny 7y, T, js0u
rovnobéiné. Potom priseinice rovin T, T, je rovnobéénd s priseénict rovin v, T,.

Dikaz. Oznaéme p; (2 = 1, 2) priseénici rovin 7, t;. Piimka p, lezi v roving
7ivroving 7,. Podle 3.15 je rovnob#né s 7, a podle 3.23 rovnob&ini s r,. Vezme-
me-li ve v&té 3.27 p,, T, T, misto p, 74, 7,, dostavame, Ze p; je rovnobszni s p,.

3.29. Necht © je rovina, A bod. Potom sjednocent vlech pFimek, které prochdzejs
bodem A a jsou rovnobéiné s rovinou T, je rovina, ktera, prochdzt bodem A o je
rovnobéind s rovinou T.
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Dukaz. Oznadme 7, sjednoceni viech piimek, které prochazeji bodem A
a jsou rovnobézné s rovinou 7. Podle 1.7 existuje aspoil jedna takova primka,
nebot podle 2.1 existuje zaméfeni z | {(z). Specialné tedy bod 4 pat¥i do mno-
Ziny 7,. Déle oznatme 7, rovinu, kterd prochdzi bodem 4 a je rovnob&Zna
s rovinou 7. Podle 2.22 existuje pravé jedna takové rovina; z 2.15 plyne, Ze to
je mnoZina viech bod@ X, pro néZ plati

bud X =4 nebo {4X)_] {(z). (7)

Jezto bod A patii do mnoziny 7, i do mnoZiny 7,, budeme déle uvaZovat jen
body X + A. 1. Budiz X e7,, X * A. Pak existuje piimka p tak, Ze plati
A ep, X ep, {(p) L U(r). Tedy jest {(AX) = £(p) L {(x), takie X e, (viz (7)).
2. Budiz X €7, X =+ 4. Oznadime-li p pfimku, prochazejici body 4, X, jest
vzhledem k (7) {(p) = {(AX) | L(z), takZe p je rovnobéiné s rovinou 7 a pro-
chazi bodem A. Tedy X € 7,.

3.30. Definice. Pravime, e primka p je kolmd k roving v, plati-li {(p) =
= {(2).

3.31. Je-li pfimka p kolmd k roviné =, pak p neleZi v T a nent s v rovnobéing.

Dikaz. Z VI plyne, Ze je-li p kolmé k 7, nemfize byt rovnob&znd s 7. Podle
3.15 pak p nemuze leZet v 7.

3.32. Existuji pFimka p a rovina 7 tak, Ze p je kolmd k .

Dukaz. Podle 2.16 existuje rovina — oznadme ji v — a podle I bod 4.
Z 1.7 plyne, Ze existuje pfimka p, kterd prochdzi bodem 4 a mé zaméfeni
{(z). Tedy p je kolmi k 7.

3.33. Je-li pFimka p kolmd k roviné v, a k roviné v, pak roviny z,, 7, jSou
rovnobéZné.

Dikaz. Podle predpokladu je {(p) = {(7y) a &(p) = {(v,), takZé {(z,) = {(ty).

3.34. Je-li pFimka p kolmd k roviné 7, a rovina t, rovnobéind s rovinow t,,
je pfimka p kolmd k roviné v,.

Dukaz. Podle pfedpokladu je {(p) = {(t;) a {(z;) = {(v,), takze je {(p) =
= (7). _

3.35. Necht primka p nent kolmd & roviné v. Pak existuje prdvé jedna rovina,
kterd obsahuje pFimku p a je kolmd k roviné .

‘Dukaz. Podle predpokladu jest {(p) + {(z). Ze rovina 7, obsahuje piimku
P a je kolmé k roviné 7, znamens totéz, jako Ze 7, obsahuje pi¥imku p a jeji
zam&ieni je kolmé k zam&feni {(v). Takova rovina 7, existuje podle 3.9, a to
pravé jedna. :

3.36. Je-li rovina v kolmd ke dvéma riznobéinym rovindm t,, T, je kolmd
1 k jejich priseénici.
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Ditkaz. Podle predpokladu jest {(z,) L &(r) | L(z,) a podle 2.27 {(7;) +
%+ £(t,). Oznadime-li ¢ priseénici rovin 7, 7,, Plyne z 3.2 {(71) L &(9) L {(zo).
Odtud podle VII ¢(z) = {(q), co% znamend, Ze p¥imka ¢ je kolmd k roving 7.

3.37 Definice. Primky p, ¢ nazyvdme kolmé, plati-li {(p) | £(q)-

3.38. Jsou-li primky D, q kolmé, pak nejsou totoiné ani rovnobézné.

Dukaz plyne z VI.

3.39. Baistujt dvé kolmé piimky.

Dikaz. Podle I existuje bod 4 a zamé&feni z,. Podle.2.1 existuje zaméfeni
2y | 2. Z 1.7 plyne existence pfimek p; (2 = 1, 2), z nichZ ka%d4 prochizi
bodem A a mé zamé&feni z,.

3.40. Je-li pFimka p kolmd k roviné v, pak je kolmd ke kaidé pfimce, kterd
lezi v 1.

Dikaz. Necht pfimka g leZi v 7. Potom jest podle pfedpokladu a podle 3.2
L(p) = L(z) L &(g), takZe p, ¢ jsou kolmé.

3.41. Piimka p je kolmd k roviné = tehdy a jen tehdy, je-Ui kolmd ke dvéma rizno-
b&Zkdm leFicim v 7.

Dikaz. 1. Necht p je kolma k raznobéZnym piimkam ¢, ¢,, které le#i v 7.
Plati tedy {(q1) L £(p) L {(ge), dile podle 1.19 {(q,) # {(q.) a podle 3.2
Z(qy) L £(r) L &(gs). Odtud plyne podle VII {(p) = {(z), takie p je kolmi
k 7. 2. Necht p je kolm4d k 7. Podle 3.5 obsahuje v dvé raznobézky a podle 3.40
je p ke kazdé z téchto rtiznobézek kolm4.

3.42. Rovina 7, je kolmd k roviné =, tehdy o jen tehdy, obsahuje-li aspor jednu
pFimku kolmou k =,. .

Dikaz. 1. Nechf 7 obsahuje p¥imku p, kterd je kolmé k 7,. Pak jest jedna
£(p) = {(vs), jednak podle 3.2 ((p) | {(vy), tedy (zy)._L {(7.), takZe roviny
73, Ty jsou kolmé. 2. Necht roviny 7;, 7, jsou kolmé, takZe £(v1) 1 £(r,). Zvolme
v roving 7, bod 4. Podle 1.7 existuje pfimka p, ktersd prochdzi bodem 4 a mé
Zamé¥eni £(7,). Tedy p je kolm4 k 7, a z 3.1 plyne, Ze lezi v 7,.

3.43. Definice. Pfimky p, q nazyjvdme mimob&iné, mele£i-li v roviné.

3.44. Jsou-li pFimky p, ¢ mimobéiné, jsou disjunkini (tedy navedjem rizné)
a jest £(p) + {(q)- ~

Dikaz. UvaZime nejprve, 7e ke kazdé piimce existuje rovina, kterd tuto
piimku obsahuje. To plyne na p¥. z 1.10 a 3.8. Tedy pfimky p, ¢ nemohou byt
* totozné. Podle 3.10 nemohou byt ani riznobé&iné, takze podle 1.17 jsou dis-
junktni. Kdyby bylo {(p) = {(g), byly by p, ¢ rovnob&Zné disjunktni a véta
3.11 by vedla ke sporu. Tedy je {(p) + £(g).

3.45. Existuji dvé mimobéiné primky.

Dukaz. Podle 3.13 existuji body 4, B, C, D, které nelezi v roving. Podle
3.12 jsou tyto body navzijem razné. Oznaéme p p¥imku, prochézejici body
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A, B, a q pfimku, prochézejici body C, D. Ptimky p, ¢ existuji podle 1.11. Kdyby
néjaké rovina obsahovala p¥imky », ¢, obsahovala by body 4, B, C, D, a to
neni mozné.

3.46. Jsou-li primky p, ¢ mimobéiné, pak existuje prdvé jedna rovina, kterd
obsahuje pFimku p a je rovnobéind s pFimkou q.

Dikaz. Podle 8.44 je £(p) + £(q). Ze rovina 7 obsahuje p¥imku » a je rovno-
bézna s p¥imkou ¢, znamend totéz, jako ze v obsahuje pfimku p a jeji zamé¥eni
je kolmé k zamé&eni {(q). Podle 3.9 takové rovina 7 existuje, a to praveé jedna.

4. Euklidovské vlastnosti

K axiomim I az VIII p¥ipojme nyni jedt& axiom IX.

4.1. Je-li A = B az,non | z, pak existuje prdvé jeden bod C, pro néjé platt
{(AC) = 2y, {(BO) L 2,

Dukaz. Existence bodu C je zarudena axiomem IX. Pr¥edpoklddejme dale,
%e body C,, C, spliiuji vztahy

{(AC) =2, ((BCy) Lz, (1)
{(ACy) =2, ((BO,) 1 2,. (2)

Oznaéme p pF¥imku, kterd prochézi bodem A a mé zamé&feni z,, a 7 rovinu,
kters prochazi bodem B a mé zamé¥eni z,. Takovs pfimka a rovina existuji
podle 1.7 a 2.14. Z téchto v&t zéroveii plyne s ohledem na (1) a (2), Ze body
C,, C, lezi na piimee p i v roving 7. Kdyby bylo C, % C,, leZela by p podle
3.7 v v a bylo by podle 3.2 {(p) | &(v), tojest z; | z,, coZ by byl spor s pfed-
pokladem.

4.2. Jestlize primka p nent rovnobéind s rovinou T, pak s né md spoleény prdvé
jeden bod.

Dukaz. Pfimka p m4 s rovinou 7 spoleény nejvyse jeden bod. Jinak by totiz
podle 3.7 leZela v 7 a tedy byla podle 3.15 rovnobézna s = proti pfedpokladu.
Existuji tedy body 4 € p, 4 non € 7, B € v, Bnon € p, takie 4 + B.

Oznaéme 2, zaméfeni pfimky p, z, zaméfeni roviny 7. ProtoZe p neni rovno-
béZné s 7, jest z; non |_ z,. Podle IX existuje bod C, pro néjz plati {(AC) = z,,
C(BC) | 2,. Odtud plyne podle 1.8 C ¢ p a podle 2.15 C ez, takZe p a v maji
spoleény aspoii jeden bod.

4.3. Jestlize pfimka p je kolmd k roviné T, pak s nt md spoleény prdvé jeden
bod.

Dikaz plyne z 3.31 a 4.2,

4.4. Jestlize pFimka p a rovina v jsou disjunkini, pak p je rovnobéind s .
Dukaz plyne z 4.2.
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4.5. Necht p je primka, v rovina. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t#i pripadi:
1. p, T jsou rovnobéiné disjunkint,
2. p, T jsou riznobéiné,
3. plegi v 7.
Diikaz plyne z 3.18 a 4.4.
4.6. Jestlize roviny T, 7, nejsou rovnobéiné, pak se protinaji v pFimce.
Dikaz. Podle 3.5 obsahuje rovina 7, dvé riznobéZné ptimky p, ¢. Kdyby
kazdé z téchto p¥imek byla rovnobéind s rovinou t,, byly by 71, 7, podle 3.25
rovnobézné, coz podle pfedpokladu nenastévi. Tedy jedna z piimek p, ¢ —
budiz to tteba pfimka p — neni rovnobéZnd s rovinou 7,. Podle 4.2 existuje bod,
ktery lezi v roviné 7, a na piimee p, tedy i v roviné 7,. Roviny 7;, 7, tedy nejsou
disjunktni a také ne totozné, nebot pak by byly rovnobézné. Z 2.25 plyne, e
se protinaji v primece.
4.7. Jsou-li roviny 7., T, kolmé, pak se protinaji v pFimce.
Dukaz plyne z 2.31 a 4.6.
4.8. Jsou-li roviny t,, 1, disjunkini, jsou rovnobéiné.
Dukaz plyne z 4.6.
4.9. Necht 1,, ©, jsou roviny. Pak nastdvd prdvé jeden z téchto t¥ pFipadd:
1. 7y, T4 jS0ou rovnobéiné disjunkini,
2. Ty, T, j80U THzNObENE,
3. 1y, T, jSou totoiné.
Dukaz plyne z 2.25 a 4.8.

4.10. Budiz v rovina a A bod, ktery neleZt vv. Pak existuje pravé jedna rovina,
kterd prochdzt bodem A a je disjunktni s rovinow t. Je to rovina, kterd prochdzt
bodem A a je rovnobéind s rovinou t.

Dikaz. Podle 2.22 existuje rovina 7,, kterd prochézi bodem 4 a je rovno-
béZné s rovinou t. Roviny z, 7; nejsou totozné, nebot 4 lezi v 7, a neleii
v 7. Jsou tedy podle 2.20 disjunktni. Jestlize rovina 7, prochdzi bodem A4 a je
disjunktni s rovinou z, pak je podle 4.8 rovnob&ina s 7 a podle 2.22 totozni
s 7.

4.11. Jestlize primky py, Dy leZi v roviné a nejsou rovnobéiné, pak maji spolenyf
pravé jeden bod. ‘

Dukaz. PHimky p;, p, maji spoleény nejvyfe jeden bod. Jinak by byly
podle 1.11 totozné a tedy rovnob&Zné proti pfedpokladu. Oznadme 7 rovinu,
v ni% leZi pHimky p,, p,. Podle 3.31 nejsou p¥imky p;, », kolmé k 7. Podle 3.35
existujf roviny 7; (¢ = 1, 2) tak, Ze 7; obsahuje p¥imku p; a je kolmé k roving 7.
Piimka p; lezi v roving 7, i v roviné v a tyto roviny se podle 4.7 protinaji
v pfimee. Z 1.5 plyne, Ze touto p¥imkou je pfimka p;. Kdyby roviny',, 7, byly
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rovnob&zné, byly by podle 3.28 i ptimky p,, P» rovnobéiné, coz by byl spor
s predpokladem. Z 4.9 plyne, Ze 7y, %, jsou riznob&¥né. Oznaéme ¢ jejich prisec-
nici. Podle 3.36 je pfimka q kolmé k roving 7, takZe s nf ma podle 4.3 spoleény
bod; oznadme jej 4. ProtoZe 4 € ¢ C 7, (¢ = 1, 2), A € 7, lezi bod A na prised-
nici p; rovin 7;, 7. Tedy ptimky p,, p. maji spoledny aspoti jeden bod.

4.12. Jestlize pFimky p, q leZi v roviné o jsou disjunkint, pak jsow rovnobéiné.

Dikaz plyne z 4.11. .

4.13. Necht piimka p o bod 4 leZi v roviné v, necht A meleZt na p. Potom
existuje v roviné v pravé jedna pfimka, kterd prochdzi bodem A a je disjunkini
s pFimkou p. Je to pFimka, kierd prochdzi bodem A a je rovnobéénd s piimkou p.

Dikaz. Podle 3.3 existuje v roviné 7 piimka g, kterd prochdzi bodem 4
a je rovnobéznd s piimkou p. P¥imky », ¢ nejsou totozné, nebot 4 le#i na ¢
a nelezi na p. Tedy jsou podle 1.15 disjunktni. JestliZe p¥imka ¢, lezi v roving 7,
prochézi bodem A4 a je disjunktni s p¥imkou p, pak je podle 4.12 rovnob&Zn4
s p a podle 3.3 totoZnd s ¢.

4.14. Necht pFimky p, q leZ v roviné. Pak nastdvd prdavé jeden z téchto tFi pFi-
padi: '

1. p, q jsou disjunkini rovnobéné,
2. p, q jsou riznobéiné,
3. D, q jsou totoEné.

Diikaz plyne z 1.17 a 4.12.

Pesome

K OCHOBAHWfIM TEOMETPUN
I. HEOPUEHTUPOBAHHEIE OUI'YPEI

BOPUC I'PYBEP (Boris Gruber), ITogeGpangsi.
(ITocrynumo B pemaknuio 3/X 1955 r.)

Pabora moceamera axcmOMaTmYeCKOMY IOCTPOSEMI0 OCHOBAaHHEEA TpexMep-
HOM eBKIENOBOM reomerpmu. B HacTOoSmeld mepBOM 9acTH HMCCIGXYIOTCA CBOH-
CTBa HHNUIEHTHOCTH, UapaIeJbHOCTY, NEePHeHAEKYIAPHOCTE, PaBHO Kak
H CIe[cTBHEA HATOT0 HocTylata EBKRIMAa 0 mHapamenbHEX. :

OCHOBHEIME IOHATHAAME SIBIAIOTCA: TROUKEQ, HEOPUEHMUPOSAHHOE HANDA8ie-
Kue u nepnenduryaaprocmy. Ramnoll mape pasmmunsx To9ek A, B mocTaBiIeHo
B COOTBETCTBEE ONHO ¥ TOABKO OHO (HeOPHEHTHPOBAHHOE) HaIpaBleHHe,
obozragaemoe gepes {(4AB). [Isa HapaBIeHHA 2, 23 ABIAIOTCAH, HIN B3aXMHO
TepUeEIAKYAAPEEME (CHMBOI 2, | 2,), HIN HeNEePHeHAHKYISPHEIME (CEMBOJ
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2, non | 2,). MHEOMecTBO BCeX TOYeK HA3EBAEM IPOCTPAHCTBOM H 0603HauaeM
9epe3 P. 9TH NOHATHA YHOBIETBOPAT CIEXYIONMEAM HEBATH aKCHOMAM:

I. Cywecmsyem no mewvweil mepe odwa mouka u no Mewvuieil mepe 00no
- (HeopueHMUPOBANHOL) HANDASAEHUE.
II. A + B= {(4B) = {(BA).
II1. {(4B) = {(40), B * C = {(AB) = {(BC0).
IV. Ecau dana mouka A u nanpasrenue z, mo cywecmsyrom mouku B, C max,
umo {(AB) = z, {(AC) + =z.
V. 2z | 25=25 ] 2.
VI 2, | 23= 2, % 2,.
VII. Ecau 2z, % z,, mo cywecmeyem 8 mourocmu 00HO Hanpasserue z, 04
Komopozo z; | 2z | 2.
VIII. {(AB) | 2, {(AC) 1 2, B + C = ¢(BO) | =.
IX. Ecau A = B u z,non | z, mo cywecmeyem mouka C, das Komopoi
L(AC) = 2, L(BC) | 2,

Ha ocmOBaHME HepPBEIX dYeTHIpeX aKCHOM pa3pafoTaHO TIIaBHEIM 00pa3oM
TOHATHEe UPAMOH, 3aTeM IpPHCOeNEHEHWEM NajbHeHIIWX dYeTHpeX, NOHATHE
nockocTH. VI3 meBATOR aKcHOMSEL clefyeT IATHI mocTynar EBkamma o mapan-
JeIbHEIX.

IIpamaa BBopguTcA TaK: MHOmcecmeo M C P mpl Ha3BIBACH MAKCUMANLHLM
MHOMICECMEOM CO ceoticmeom V, ecau

1. M obradaem ceoticmeom V,

2.ecnru M CM CP, M + M’, mo M’ we obradaem ceoticmeom V.

Toz2da mer masweaesm npamoli maroe muomcecmso p C P, xomopoe

1. codepocum zoms 6w C8e pasauursie mouxu,

2. A8.4A6MCA MAKCUMOALLHBIM MHONCECMBOM, UMEIOWUM CAedYIULee CBOTCMEO:

A4,B,C,Dep, A+ B, C + D= [(AB) = [(CD).

OgeBmpmEO, MOOKM ABYM Da3iIMYHBIM TOYKAM IPAMOE P OTBEYaeT OJHO H TO
ke (HeopHeHTHpPOBaHHOE) HAIpaBIeHHe, KOTOPOe MH Ha3HBaeM HEOPHEeHTHPO-
BaHHLEIM HaUpaBIeHWEeM OPAMOR P m o6o3HadaeM depes {(p). [IBe upsmble ME!
Ha3bIBaeM IapajielbHEIMM, eclli WX HEeOPHeHTHPOBAaHHOe HampaBjleHHe OJH-
HakoBO. MsI Ha3ssBaeM WX B3aMMHO NMePHEeHAWKYIADHBIMH, CCIIM HX HAIpaBie-
HEA NePHeHAWKYIADPHE, U HePeceKalomUMECH, eclIE OHE HMe0T B TOYHOCTH
OJHY OOIIyI0 TOUKY.

Il;a Gomsmero ynoGerBa mpx paoTe ¢ MOHATHEM TPAMOH M GyIeM I0TB30-
BaThCA CAENYIOmMed TeopeMoi:

IIycmv A — mouka, z — Hanpasserue; mo2da Mromcecmeso ecex moyver X, 0as
romopux umeem mecmo uau X = A uau [(AX) = z, seasemcs npsmoii, codep-
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ocawgelt moury A u umewwell nanpasserue z. Ilpm momomm axcmom I—IV mo-
RasaH PAJ TeopeM O CYIIeCTBOBAHHE W ONPEJeJIeHHOCTH IPAMEIX.

IlsrockocTs ompenennercs Tak: uroxcecmso T C P msr nasvisaem naockocmuio,
ecau

1. ono codepocum xoms 6vl Dse pasauurble MOUKL,

2. cywecmeyem maroe HANPAGACHUE 2, UMO T ABAICMCH MAKCUMANBHBLM MHO-
HCECMBOM , UMEIOUWUM CAeOYruee C80TICMB0:

A,Bet, A + B=-((4B) | =. *)

Tloxasago, 9T0 ecinu T — IJIOCKOCTBH, TO CYIIECTBYET B TOYHOCTHE OITHO TaKoe
HaIpaBileHHe 2, 9T0 T ABJIAeTCA MAKCEMAJBHEIM MHOKECTBOM €O cBo#cTBOM (¥).
d10 HampaBieHMe 2 ME Ha3HBaeM HEOPHeHTWPOBAHHEIM HaIpaBleHmeM, Ilep-
OeEAUKYIAPHEM K IJIOCKOCTE T HJIM, KOpOde, HAIPAaBIEHHWEM IJIOCKOCTH T
7z o6osHagaem gepes ((r). Ilmockoctm 7,, 7, MBH HaseBaeM NapaJliIelbBEIMH,
COOTB. IIEPUeHIHKYIAPHBIMEA, ecld {(7;) = {(ty) coots. {(r;) | {(vs). Mal mx
HashBaeM lepeceKalIEMUCH, eclH OHE Iepecekalorca B mpamoit. Ilpamyro
P HazbBaeM NapajlelbHOM miiockocrd 7, ecam ((p) | {(r). Mm HassBaem
ee NEPHEHAUKYIAPHOA K miockoctz 7, ecnm ((p) = {(r). Mm rosopmm, dro
opaMas®p I IIOCKOCTH T IePeceKaloTes, ecE OHM HMEIOT B TOYHOCTE ONEY
obmyo Touxy. lBe mpaMEle Ha3HBaeM CKPEIIEBAKIIUMEUCA, eclId OHH He
JIe;RAT B OFHOH IIIOCKOCTH.

HMcxonBoit TOYKOA paccyRueHHI 0 IIOCKOCTAX ABJIACTCA TeOpeMa:

IIyems A — mouka u z — manpasaenue; mozda muomcecmso écex mover X,
das komoprix umeem mecmo uau X = A uau ((AX) | 2, 6ydem naockocmvio,
codepmcaweii moury A u umenweil Hanpasierue 2.

Orcioma 3aTeM BHIBONATCA OCHOBHEIE TEOPEMHEI CTEPEOMETPHE O CYIIEeCTBOBa-
HEH ¥ ODDEfeNIeHHOCTH IJIOCKOCTH, PABHO KaK W M3BeCTHHe TEOPEeMEI O Hapa-
JICIBPEOCTH ¥ NePIeHIIKYIAPHOCTH IIOCKOCTeH 7 IPAMEIX.

B pa6ore ymensercsa BEEMaHWe BODPOCAM O CYMECTBOBAHEW MIA TOTO,
9ro6H MOKA3aTh, UT0 CHOPMYTAPOBAREEE TEOPEMEl HEIYCTHL.

Résumé

UNE ETUDE DES FONDEMENTS DE LA GEOMETRIE
I. LES FIGURES NON ORIENTEES

BORIS GRUBER, Podg&brady.
(Regu le 3 octobre 1955.)

Le présent travail construit, par la méthode axiomatique, les fondements
de la géometrie euclidienne. La premiére partie publiée étudie des propriétés
d’incidence, de parallélisme, de perpendicularité, et les conséquences du cin-
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quiéme postulat euclidien des paralléles. Les notions fondamentales sont
point*‘, , direction non orientée:‘*) et ,,perpendiculaire. A chaques deux
points différents 4. B est associée une direction, que nous désignons par {(4.B).
Deux directions z,, 2, sont ou perpendiculaires (signe z, | 2,), ou non perpen-
diculaires (2, non | z,). L’ensemble de tous les points est appelé espace et
il est désigné par P. Ces notions accomplissent les neuf axiomes suivants:
I. 11 existe au moins un point et une direction.
II. 4 &+ B={(4B) = {(BA4).
III. {(AB) = {(AC), B % C= [(4B) = {(BC).
IV. Soit A un point et z une direction. Il existe des points B, C tels que
{(AB) =z, {(AC) * 2.
Vioz | zy=>2, | 2
VI. 2, 1 2zy=>2; =+ 2,.
VIL. Soit 2, + z,. Il n'existe qu’une direction z, pour laquelle 2 1z ] 2.
VIIL. {(4B) | 2, £(4C) | 2, B + C = {(BC) | =.
IX. Soit A + B,z non | z,. Il existe un point C tel que ((AC) = z,, {(BC) |
1 2. A
La notion de droite est construite avec les quatre premiers axiomes. En

ajoutant les quatre axiomes suivants, la notion de plan est fondée. Le cinquiéme
postulat euclidien des paralléles résulte du neuvieme axiome.

La droite est introduite ainsi: Un ensemble M C P est appelé ensemble mazimal
de la propriété .V, si
l° M posséde la propriété V,
st MC M CP, M+ M, alors M’ ne posséde pas la, propriété V.
Nous entendons par droite Uensemble p C P que
1° contient aw moins deux points différents,
2° est Uensemble maximal de la propriété suivante:

A,B,C,Dep A + B, C + D= t(4B) = {(CD) .

A chaques deux points différents de la droite p appartient évidemment la
méme direction que nous appelons direction de la droite p; nous la désignons
par {(p). Deux droitessont appelées paralleles, si elles ont la méme direction.
On les apelle perpendiculaires, si leurs directions sont perpendiculaires.

Avec la notion de ,,droite” on manipule avec facilité en appliquant le théore-
me suivant:

Soit A un point, z une direction; la droite de la direction z qui passe par le point A
est ainss Uensemble de tous les points X pour lesquels on a ou bien X = A, ou bien

*) Ci-aprés ,,direction‘‘ seulement.
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Z(AX) =z. A Taide des axiomes I—IV on démontre quelques théorémes
d’existence et d’unicité des droites.

Le plan est défini ainsi: L’ensemble v C P sera appelé ,,plan®’, s’il
1° contient au moins deux points différents,

2° 4l existe une direction z, telle que v est I'ensemble maximal de la propriété
susvante:

A, Bev, A+B=((4B)] z. (*)

De cette définition découle: si'z est un plan, il n'existe qu’une direction z
telle que 7 est I’ensemble maximal de la propriété (*). Cette direction z est
appelée direction perpendiculaire au plan 7 ou en peu de mots direction
du plan 7. Nous la désignons par {(r). On appelle deux plans paralléles, s’ils
possedent la méme direction. On les appelle perpendiculaires, si leurs directions
sont perpendiculaires. Une droite p est dite parallele au plan 7, si {(p) L (7).
On I'appelle perpendiculaire au plan 7, si £(p) = Z(z).

Pour ce qui concerne le plan, on applique le théoréme suivant:

Soit A un point, z une direction; U'ensemble de tous les points X pour lesquels
onaouX = A, ou {(AX) = z, est le plan qui contient le.point A, et qui posséde
la direction z. _

De 14 on déduit des théorémes stéréométriques d’existence et d’unicité d'un
plan ainsi que des théorémes bien connus sur le parallélisme et la perpendi-
cularité des plans et des droites.

Dans ce travail on concentre I’attention sur les questions d’existence.
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