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Casopis pro p&stovéni matematiky, ro&. 81 (1956)

BAIREOVA A BORELOVA MIRA

JAN MARIK, Praha.
(Doslo dne 25. listopadu 1955.) DT:519.53

Hlavnim vysledkem této préce je v&ta z odst. 22, kters ¥iké4 zejména,
%e ka?dou kone¢nou Baireovu miru na Hausdorffové parakompaktnim
prostoru lze rozsifit na Borelovu.

1. Bud P libovolns mno#ina; bud ¥ néjaky neprazdny systém &¢asti mnoziny
P. Jestlize ¥ obsahuje s kaZdymi svymi dvéma prvky také jejich sjednoceni
a rozdil, fekneme, Ze T je (mnoZinové) téleso; je-li kromé toho P e ¥, fekneme,
ze T je algebra (na mnoziné P). Obsahuje-li téleso X sjednoceni (resp. prinik)
kaZdé posloupnosti svych prvki, nazveme ¥ o-télesem (resp. d-télesem).

- Bud ¥ 6-téleso; necht 7', T\, Ty, ... e X, T, CT (n=1,2,...). Ze vztahu

UTnzT_n(T—Tn) Plyne: ze U Ty e X.

n=1 1 n=1

Bud naopak ¥ téleso, které mé tuto vlastnost: Jestlize 7', T, T, ... € X,
T.cT n=12,...), TynT,= 9 pro p +gq, pak U T, ¢ L. Necht 7, U,,
n=1

Uy...eTU,CcT(n=12,..);pakU U, =U (U, — U U,), takie Y U, Z.
n=1 n=1

k<n n=1

Jestlize V,, eT(n=12,...), pakzrowmosti NV, =V, — U (V, — V,) plyne,
’ n=1

n=1

Ze NNV, eX. Vidime, Ze T je d-téleso; zdroven jsme dokézali, Ze kazdé o-téleso
n=1

je d-t&lesem.

Jestlie o-téleso T je algebrou, fekneme, %o ¥ je o-algebra. Je-li J-téleso
€ algebrou, je také o-algebrou, jak snadno plyne z provedenych tvah.

Systém viech &¢asti mnoZiny P je ziejmé o-algebrou. Snadno se zjisti, Ze
prunik libovolného systému g-algeber je opét o-algebra. Je-li nyni M néjaky
systém &asti mnoziny P, existuje nejmensi o-algebra, kterd obsahuje IM; je
to totiZz prunik viech g-algeber, obsahujicich M. (Podobné se zjisti, Ze existuje
téZ nejmensi algebra (t&leso, J-téleso, o-téleso), obsahujici IM.)
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Jsou-li 4,, 4,, ... mnoziny, 4,C 4,C ...,

n

N A; = A), piseme A, 7 A (resp. 4, \ A).
n=1

A, = A (resp. 4,0 4,D...,

1

JestliZe u je nezdporné funkce?) na t&lese T a jestlize plati imi)likace

A, e i:(’n’z L,2,..),4,0 A,=0prop +4¢,U A,eT = Z/"(An):/‘(UAn)’
n=1 n=1 n=1
fekneme, Ze u je mira (na ).

Je-li 4 mira na télese T a je-li 4, 74, 4,¢eT (n=1,2,...), 4 eI, plati
u(A4,) - u(4), jak se snadno zjisti.

2%). Bud P libovolnd mnoZina; budte M, N systémy Edstt mnoZiny P a necht
“PeMn N. Bud « (resp. P) koneénd nezdpornd funkce na systému M (resp. N).
Necht jsou splnény tyto predpoklady:

1) McM NeN=>M—NecM N—MeN;

2) M, Mye M, M, 0 My=0=> M, 0 MyeM, o(M,) + o(M,) =0 (M, v M,);

) MeM NeN, MC N = (N — M) = p(N) — «(M);

4) NeMt = B(N) <supo(M), kde MCN, MeWM

5) N,,e‘ﬁ(n= 1,2, )! ilﬁ(Nn) < 0 = GIN,,GSR, /3( Gan) giﬂ(Nn)-

Pro katdé A C P poloime
y(A) =sup (M), kde MeM MC A4,
y(A) =inf B(N), kde N eN, N D A2

Bud & systém vdech mmoZin T' C P, pro né je y(T) = y(T) < oo; bud U systém
vdech mnofin A C P, jejichZ pranik s kaZdym prokem ze systému I patit opét
do . ’

Potom je T 8-téleso, W je o-algebra a funkce y je mira na Y. Ddle je NC TC U
a pro kaZdé N « N plati y(N) = p(N) = B(N).

Dtkaz. Necht 4,C P (n =1, 2,...). DokéZeme, Ze
7 UlAn) <2 v(4n). (1)
n= n=1
Necht tedy > y(4,) < y(U 4,). Snadno se zjisti, Ze existuji N,eN tak, Ze
n=1 n=1

N, D4, (v =1,2,..), 3 B,) < 7(U 4,). Podle) jo UN.eRA(UN)<
n= n=1 n=1 n=1

1) Nemusi byt kone¥na.

*) Pied studiem tohoto odstavce by si m¥l étendt prohlédnout dikazy v8t 6 a 9, aby
v8dél, co si mé pod systémy M, N a funkcemi «, B predstavit.

3) JestliZe neexistuje N ¢ M, N D 4, je #(4) = inf § = co.
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< S B(V,); 2kejms viak U N, D U A, takie (U N,) = 5( U 4,) > S AV,).
n=1 n=1 n=1

n=1 n=1 n=1
Timto sporem je dokdzana nerovnost (1).

Jestlize A, A,C P, 4, n 4, =0, je
Z(Al) + '}_’(Az) < Z(Al v 4,), (2)
jak snadno plyne z 2). -

Jestlize v 2) polozime M, = M, = ¢, dostaneme 2x(0) = o(@), tedy o (9) =
= 0; podle 4) plati B(9) = 0, takze je téz y(9) = 0. Jestlize tedy 4,, 4,C P,
plyne z (1) vztah

7(4; v 4,) < y(41) + y(4y) (3)
Necht nynf M e M, N e N, AC P, M C AC N. Podle 3) je J(N) — x(M) =
= (N — M) = 0; mame tedy
7(4) = y(4) (4)
pro kazdé A C P.
Pro N ¢ M je ziejmé y(N) < B(N); podle 4) je viak S(N) < y(N), takze
7(N) = y(N) = B(N) (5)
pro kazdé N ¢ N. :
Jestlize 4,, 4,¢ T, 4, n"4, = 0§, je podle (2), (4), (3)
y(4,) + 7(4s) < y(4, v 4,) S y(dy v 4,y) S y(4)) + v(4y)
tedy
A0 4,6 T, (4,0 4s) =y(4) + y(4s) . (6)

Budte nyni A4,, 4, libovolné prvky systému Z. Zvolme & > 0. Existuji

M,eM, N;eN tak, ze

M,CA;CN;, B(N;— M)=[f(N)—oa(M;)<e (i=12).
Potom plati

M,—N,C4,— 4,CN, — M,,

pii ¢emz M, — NyeM, N, — M,e N, BN, — My) — «(M, — N,) =
= B((Ny — M) *“_(Ml"Nz)) =7—i((N1'_ My) — (My— No)) S y((Ny,— My) v
U (Ny — M) S p(Ny — My) + y(Ny — My) = B(Ny — My) +B(N, — M) <
< 2¢. Odtud plyne ihned 4, — A4, ¢ E. Protoze 4, v A, = (4, — 4;) v A,,
kde (4; — 4;3) n Ay = 0, je [viz (6)] téZ A, u 4, ¢ Z. Podle (5) je NC I,
takZe systém ¥ neni prazdny. Tim je dokazéno, ze T je téleso.

Necht nyni T;,T,,...€¢Z, T,n Ty=0 pro p +¢, > 3(T,) < co. Podle
=1

o ® n
(1) je (U T,) £ 3 ¥(Tx). Podle (2) viak pro kaidé p plati > y(T) =
n=1 n=1 n=1
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P ? o © 0
= le(T,.) <y(UT,) S y(UT,), takie 3 y(T,) < y(U T,). 0dtud podle
n= n=1 n=1 n=1 n=1

(4) p}yneUT,.ezs -}-’(UTM):Z;(Tn)'
n=1
JestliieT TI,T,. e¥, T, CT(n_—l 2,. ),T nT, —ﬂpmp:%q,
je Zy(Tn)—y(UTn)<7(T), tedy Zy(Tn)<oo UT e Z, y(UT,.)—-

= z ¥(T',). Tim je dokazano, Ze ¥ je i-téleso a Ze ¥ je mira na I.
n=1
Protote T je d-téleso, je U o-algebra. Necht A4,, A,,...¢ U, 4,0 4, =0
pro p =+ g. Podle (1) je (U 4,) < 3 y(4,). Je-li tedy y( U 4,) = o, plati
. n=1 n=1 n=1

7 zde rovnost. Je-li vak y( U 4,) < oo, existuje N ¢ N tak, ze U A,C N; je

n=1 n=1

tedy 4, = A4, 0 NeZ pro n=1,2,... a podobné U 4, « Z. Protoze y je

n=1

mira na €, je opét y( U 4,) = > y(4,). Tim je vie dokdzano.
n=1 n=1

3. Bud U o-algebra na mnoiné P; bud u mira na U. Pro libovolné M C P
poloZme .
u(M)=1inf u(A), kde AeU, ADM,

w(M) =supu(d), kde Ae¥W, AC M.

Potom plati |
uM v N) < u(M) + p(N), ' (7)
#(M v N) < u(M) + u(N) (8)
pro libovolné mmotiny M, N C P;
p(M) + p(N) < (M v N), (9)
p(M) + &(N) < WM 0 N), (10)
jestlile M 0 N = ¢, M, N C P;
u(My) — u(M) , (11)

jestlize M, » M C P.

Dukaz. Ad (7): Zvolime A,BeWU, ADM, BDON a pouiijeme vztahu
w(M o N) < u(A v B) < u(A) + w(B); obdobnd se dokéZe (9). Ad (8): Zvolime
B,Ce¥U, BDON,CC M u N apouzijeme vztahu u(C) < u(C — B) + u(B) <
< u(M) + wu(B); obdobnd se dokéze (10). Ad (11): Snadno se zjisti, Ze existuji

A4, e U tak, Ze A, D M,, u(4,) = u(M,). Bud B, = N 4,. Potom B, D M,
k=n
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(n=1,2,...), p(B,) = w(M,), B,C B;C ..., tedy lim a(M,) = lim u(B,) =
n— N>

= u( Uan) Z ﬁ(M)’ /I(Mn) g I:(M)-
n=
Pozndmka. Zfejmé je u(4) = u(4) = p(4) pro kaidé A e U. Jestlize
MnaN=0, MuN e¥, plati

w(M) + p(N) = u(M v N), (12)
jak plyne ihned z (8) a (10). Ze vztahu (7) a (10) plyne podobné, %e
#(M v N) = p(M) + p(N), (13)

kdykoli M n N =9, M« %, NC P.

4. Bud P libovolnd mnozZina. Bud @& systém &asti mnoziny P, ktery mé tyto
vlastnosti:

1) 0@, PeG;

2) G, G e =G nGeC;

3) GC B =UGeB.

Potom Fekneme, Ze systém @& definuje na mnoZiné P topologii a mnoZinu P
nazveme topologickym prostorem. Prvkim systému & budeme Fikat otevfené
mnofiny. Komplementy otevienych mnoZin nazveme uzaviengmi mnoZinams,;
systém vSech uzavienych mnoZin budeme znadit symbolem §. Z 2), 3) snadno
plyne, Ze sjednoceni kone&ného podtu uzavienych mnozin a prinik libovolného
systému uzavienych mnozin je opét uzaviend mnoZina. Je-li 4 C P, bud
A (uzdvér mnoziny A) prinik viech uzavienych mnozin, které obsahuji A
(mezi takové mnoziny patii podle 1) vidy mnoZina P); 4 je tedy nejmensi
uzaviend mnoZina, obsahujici 4. Bod z lezi v 4, pravé kdyz G' n A + § pro
kazdou mnozinu G ¢ &, kterd obsahuje bod z.

Bud f kone&né reilné funkce na mnozing P. Rekneme, 7e funkce f je spo-
jitd v bodé x € P, jestlize ke kazdému e > 0 existuje G ¢ @ tak, Ze z ¢ G a Ze
pro kazdé ¢ e @ je |f(t) — f(x)| < e. Rekneme, %o funkee f je spojitd (na prostoru
P), je-li spojité v kazdém bodé z e P. Jsou-li f, g spojité funkce, jsou téz funkce
f+9, f.g9, max(f, g), min(f, g) spojité; jestlize posloupnost {f.};_,, kde f,
jsou spojité funkce, konverguje stejnomérné (na mnoziné. P), je funkce lim f,
rovnéz spojitd. (To lze dokazat obvyklym zpiisobem.)

Bud §* (resp. &*) systém viech mnoZin tvaru E[z; f(x) = 0] (resp. E[x;
f(x) + 0]), kde f je spojité funkce na P. Zfejmé F*C §, G*C &; F e §* =
<P — Fe®* Necht Q,e®* (n=1,2,...). Existuji spojité funkce
fn tak, Ze Hlz; f.(x) # 0] = G,. MizZeme pi‘edpok]adat 76 01, <1 (n ==
=1,2,..); bud f_22 n f.. Potom E[x; f(z) + 0] = an, tedy UG e

n=1

e @*. Dile G, n G, = E[x; g(x) + 0], kde g = min(fs, fz) odtud plyne G' n

436



A Gy ¢ B* Podobn&jo F, U Fy e §*, A F. ¢ §*, kdykoli F, « §* (n=1,2,...).

n=1
Ze vftahu E[z; f(x) > 0] = U E[x flx) = ] snadno plyne, Ze ke kazdému

G ¢ G* existuji F, « T* tak, 7e F, 7 Q.

Bud B (resp. B*) nejmensi o-algebra (na P), obsahujici & (resp. &*). Prvky
. gystému B (resp. B*) se nazyvaji Borelovy (resp. Baireovy) mnoziny (prostoru
P). Miru, definovanou na 8 (resp. na 98*), nazveme Borelovou (resp. Baireo-
vou) mérou (na prostoru P). Je oviem B* c B.

Bud u Baireova mira na prostoru P takova, Ze u(9) = 0. Bud P(u) =P
systém vSech mnoZin 4 C P, k nimZ existuji G, ¢ @* tak, ze AC U G,
. . n=1

u(@,) < oo (m=1,2,..)). Systém P je ziejmé o-téleso.

Rekneme, ze mira u md viastnost V,, jestlize u je Baireova mira (na prostoru
P), jestlize u(9) = 0 a jestlize plati B € P, kdykoli u(B) < co.

Symboly §, 6, §*, G*, B, B*, P budou mit v celé praci vidy tento vyznam.

Poznidmka. KaZdy metricky prostor (viz na pt. [5], kap. VI) je ziejmé
topologickym prostorem. V metrickém prostoru plati § = F* a tedy také
G = B* a B = B*, jak ¢tendf snadno zjisti.

5. Bud P topologicky prostor; necht mira u md vlastnost V,. Potom pro kaZdé
B e B*, pro néZ u(B) < oo, plati
w(B) =infu(@), kde Ge®*, GDOB, (14)
u(B) =sup u(F), kde FeF*, FCB. (15)

Dikaz. Bud M systém viech F e F*, pro néz u(F) < co; bud N systém
viech G € B*, pro né%z u(G) < 0. Pro M ¢ M, N ¢ N polozime o (M) = u(M),
B(N) = u(N). Ke kazdému G ¢ N existuji F, ¢ F* tak, ze F, G. Potom
F,eM, u(F,)—> uG), takie je splnén predpoklad 4) z odstavce 2.; ostatni
predpoklady jsou ziejmé také splnény. Mizeme tedy utvorit pisludné systémy
¥, U a funkce y, y. DokéZeme, ze Y D G*. Necht tedy G ¢ &*, T' ¢ T. Protoze
y(T) < oo, existuje N ¢ N tak, ¢ TC N; je potom T'n G =T n (N n G),
kde N n G e N, takie T n G'e L. Tim je dokézéno, 7e G ¢ U; je tedy opravdu
G*C U a tedy také B*C .

Necht nyni. B e B*, u(B) < . Protoze mira u mé vlastnost V,, existuji
G, € M tak, e B C U G,; miZeme predpoklédat, e § = G, C G;3 C ... Polozme

n=1
A, =B 0 (Gpyy — G.). Protode 4, e B*C U, G, ¢ X, jo 4y = Ap 0 Goyy e T
(n=1,2,..). Pro kaZdé A eB* je zfejmsd y(4) £ pd) < ?’(A), je tedy

7(4a) = u(4,) pro viechna n. Protoze 4, n 4, =9 pro p g, U 4,=B, je
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F(U A,) =S54 = 3 w(4a) = u(B) < wo; existuje tedy N et tak, Zo
n=1 n=1 n=1 .

U A,CN, tedy B—Bn NeZ. Pro kasdé Be B*, kde u(B) < <o, plati
n=1
tedy y(B) = u(B) = y(B); to jsou vlak prévé vztahy (14), (15).
6. Bud P topologicky prostor; mecht mira u md vlastnost V,. Potom platt:
1) Jestlize AC P, je u(4) = inf w(Q), kde G « B*, G D 4;?)
2) jestlize A €Y, je u(A) = sup u(F), kde F « F*, F C A, u(F) < oo.

Diukaz. I. Necht 4 C P, u(4) < C. Existuje B ¢ B* tak, e A C B, u(B) <
< C.Podle odst. 5 existuje G ¢ &* tak, ze G > B, u(G) < C. Tim je dokézéno
tvrzeni 1).

IT. Necht 4 ¢, C < u(4). Existuje B ¢ B* tak, ze C < u(B), BC 4. Je-li
u(B) < oo, plyne tvrzeni 2) snadno z 5. Je-li v8ak u(B) = oo, existuji (protoZe

- B ¢9) mnoZiny B, B,, ... € B* tak, Ze u(B,) < ©, U B, = B; miZeme pied-
n=1

pokladat, Ze B, n B, = § pro p == q. Déle existuji F, ¢ §*, pro néz je F, C B,,
w(Fy) > w(B,) — 27" (n=1,2,...). Protoze > u(B,) = u(B) = o, je té
n=1

© » 4
> u(F,) = oo;zvolime-li tedy dosti velky index p, je C < > u(F,) = u(U F,) <
n=1 n=1 n=1

» ?

< oo, pii demz U F,C BC 4, U F, « §*. Tvrzeni 2) je tedy spravné v kaz-
n=1 n=1

dém piipadé.

Poznédmka. Bud P prostor viech racionalnich &isel (s obvyklou metrikou).
Pro libovolné A C P polozme u(A4) = podet prvki mnoZiny A (je-li 4 neko-
neénéd mnozZina, klademe oviem u(4) = o). Potom je u Baireova mira,
kterd zifejm& nem4 vlastnost V.

7. Bud P topologicky prostor; necht mira u md vlastnost V.. Bud M systém
vdech F ¢ §, kde u(F) < oo; bud N systém vech G « @ n P, pro néf u(GF) < co.
Predpoklidejme, %e

G, Gee N = (G, v Gy) < #(G) + (@) - (16)
Potom plati:
1) FeMGeN, FC G = E(G—-—F):&(G)—ﬁ(l’"’),
2) Fi, Foe M Fy 0 Fy = ¢ = p(Fy) + p(Fy) = p(F, v Fy).
Duikaz. I. Napied dokéZzeme, Ze
FeMGe®, FCG= uF) < ua. (17)

%) Funkee g, 4 byly definovény v odst. 3.
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Necht tedy plati pfedpoklady této implikace. Podle 6 existuje G, ¢ &* tak, %e
FC @y, u@G,) < 0. Polotme G, =G n Gy, Gy = G, — F. Potom je G, u
U @, = G,, tak¥e podle (12) a podle (16) plati
B(F) 4+ p(Gy) = p(Gy) < p(Gy) + p(Gy) ,
tedy
pF) < w(Gh) < p(@ .

II. Ne(-:hf: nyni Fe M, GeN, FC G necht D e F*, DC G — F. Podle (13)
a (17) je u(F) + u(D) = u(F u D) < #(@). Protoze v8ak podle 6. u(G — F) =
= sup u(D), plati té%
| W) + (@ — F) < (@)

Odtud a z (8) plyne 1).

III. Necht konetné F,,Fye M, F,n F,=0. Protoze u(F,u F,) <
S u(Fy) + u(Fy) < o, existuje G e @* tak, 7o u(@) < o, GDF, u F,.
Podle 1) je

w@) — pu(F, v Fy) = E((G - 1_’1_1) "‘Fz)_= w(@ — Fy) — u(Fy) =
= (@) — u(Fy) — u(Fy) ;
odtud plyne ihned 2).
8. Bud P topologicky prostor. Rekneme, #e mira u md vlastnost W,, jestlize

4 je Baireova mira (na P) a jestliZe existuje Borelova mira », kterd mé tyto
vlastnosti: '

1) BeB*= 9»(B) = u(B);

2) e @ n P=>9(G) = wB);

3) Be®B — P=1(B)= 0;

4) Be B = »(B) = inf1(G), kde G ®, GDB.

9. Bud P topologicky prostor; mecht mira u md viastnost V,. Ddle pfedpokld-
dejme, Ze plati:
1) G, GG 0P E(Gl u ) < H(Gﬂ + E(Gz)a

2) G,eBn Y, G, # G= u(G,)> u@.

Potom md mira u vlastnost W,.

Dikaz. Bud M systém viech F ¢ §, kde u(F) < oo; bud N systém viech
Ge® n P, pronéz u(F) < . Pro M « M, N « N poloZme

S(M) = B(M), B@) = u(N).

Z véty 7 plyne, ze jsou splnény predpoklady 2) a 3) z odst. 2; z 6 plyne,
%e plati 4); jesté je tieba dokazat, Ze je splnén vztah 5). Necht tedy N, ¢ i

(n=12.., >BN,) <o Bud @ =N,u...uN, Podle 1) plati

n=1



1) < B + ... + p(N,) (1 = 1,2, ...); zHejmd @, # U N, takie podle 2)
n=1

7 UIN,.) = iﬂ;&(Qn) <> 1y_(N..) = Zlﬂ(N,.) <.
Vidime, %e plati také predpoklad 5) z odst. 2. Mizeme tedy utvorit pisluiné
systémy ¥, U a funkee p, y. Snadno se zjisti (viz podobnou tvahu v odst. 5.),
e 8 C U a tedy i BC U. Pifeme-li »(B) = y(B) pro B ¢ B, je » mira na B.
Je-li B e B*, u(B) < o, je u(B) = inf u(@), kde G « &*, @ D B; je tedy také
u(B) = y(B) = inf u(@), kde G N, G D B, neboli u(B) = »(B). Je-li viak
u(B) = 0, je ztejms té% »(B) = y(B) = co. Tim je dokézén vztah 1) z odst. 8.
Vztah 2) (odst. 8) je jisté spravny, jestlize @ ¢ 9. Jinak je u(G) = oo, tedy
y(G) = o0, »(G) = oo, takie plati opdt »(G) = u(@). Vztahy 3), 4) jsou zfejmé.

Poznidmka. Je-li u(P) < oo, stadi misto 2) (odst. 9) pozadovat G, e @,
G, 7 P = u(G,) - u(P); je-li pak totiz H,e®, H, H, F e§*, FC H, L =
P—F,L,=H,uL,je L, ¢G, L, 7 P, tedy p(H,) + p(L) = u(L,) — u(P) =
= (L) + u(F), tedy liﬂ;g(Hn) = u(F), Lim p(H,) = sup u(F) = u(H),

u(H,) — p(H).

10. Bud P topologicky prostor, 4 C P. Kaidou otevienou mnozinu, obsa-
hujici 4, nazveme okolim mnoZiny A. (Okolim bodu rozumime oviem okoli
piisludné jednobodové mnoziny.) Rekneme, #e P je Hausdorffiw prostor —
kritce H. prostor —, jestlize kazdé dva rizné body prostoru P maji disjunktni
okoli. Snadno se zjisti, Ze v H. prostoru jsou jednobodové mnoziny uzaviené.
Déle fekneme, Ze P je reguldrni prostor, jestlize P je H. prostor a jestlize
kazdé dve& disjunktni mnoziny F;, F, kde F, je jednobodova a F, je uzaviens,
maji disjunktni okoli. Jestlize dokonce libovolné dvé disjunktni uzaviené
mnoziny H. prostoru P maji disjunktni okoli, fekneme, Ze prostor P je mor-
mdlnd.

Konedng fekneme, Ze Hausdorffiv prostor P je #plné reguldrni, jestlize mé -
tuto vlastnost: Je-li F ¢ §, z ¢ P — F, existuje spojitd funkce f (na prostoru
P) tak, Ze f(z) = 0 a Ze f(t) = 1 pro kaZdé ¢ ¢ F'. Kazdy tpln& regularni prostor
je zfejmé reguldrni.

11. Bud P normdin{ prostor; necht A, Be§, A n B = @. Potom existuje
8pojitd funkce f takovd, Ze f(x) = 0 proxz e A, f(x) = 1 pro z € B.

Dikaz. ProtoZe prostor P je normélni, existuje ke ka?dé dvojici F, @, kde
Fe§ Ge®, FC G mnotina H ¢ G tak, ¥e FC H,HC G.
1 2 22—1 20
;T on T gn Tgm

— U M,. Kazdému & ¢ M plitadme mnoinu G, timto pfedpisem: Mnokina
-0

Utvofme nyni mnoZiny M, ={ 1}; necht M =
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M, mé jediny prvek 1; polozime G, = P — B. Je-li n > 0 a mame-li jiz defi-
novany mnofiny G, pro viechna « ¢ M, tak, 7e
y,éeM,,, }’<5=>ACG @CGQ,

-

definujeme mnoZiny @, pro xeMpy — M, takto: Je o = 2’; 1‘11 (% cel8);
| k1
=—

polozime £ = 2%, a sestrojime mnoZinu @, tak, aby platilo

—@, c@, G.C @, (je-li k = 0, vezmeme A misto Gj). Pro takto sestrojené
mno#iny @, pak plati implikace B,y e M, § <y = A C G4, G4 C Q,.

Definujme nyni na mnoziné P funkei f timto zpisobem: Pro z ¢ B bud
f(z) = 1. KaZdému z ¢ P — B (= (,) pfitadme mnoZinu C(z) viech « e M,
pro néz ze(@G,, a poloime f(z) = inf C(z). Je-li x e G,, je xeC(z) a tedy

f(2) < o; jestlize x € G, — G, je kaidy prvek mnoziny O(x) vét¥i nez « a je
tedy f(z) > «. Je-li tudi? f(z) < o e M, je z € G,; je-li f(x) > & ¢ M, miZeme
volit B e (x, f(x)) 0 M a plati ze P — G, C P — G,. — Zfejmé je 0 < f(z) <
< 1 pro kazdé z € P.

Zvolme libovolny bod z ¢ P a &islo ¢ > 0. Utvofme mnoziny U, V timto
pledpisem: Je-li f(x) = 1, bud V = P; je-li f(x) < 1, zvolme & € (f(x), f(x) + €)n
n M a polozme V = @G,. Je-li f(x) =0, bud U = P; je-li f(x) > 0, zvolme
* € (f(x) — &, f()) 0 M a polozme U = P — @,. Z provedenych tvah snadno
plyne, e U n V je okolim bodu z a Ze |f(t) — f(x)| < ¢ pro kazdé te U n V.
Funkece f je tedy spojité; ostatni je ziejmé.

Poznédmka. Kazdy normélni prostor je tedy tplné regularni.

12. Bud P normdlnt prostor; mecht mira u md vlastnost V,. Necht G, Gy €
€@ n P. Potom p(G, v Gy) < u(G,) + wu(Gy).

Dikaz. Napied dokéZeme, Ze

Fe§, Ge®, FCG=ulF) =< uG). (18)

Necht jsou tedy splnény predpoklady této implikace. Podle 11 existuje spo-
jitd funkce f tak, %e f(zx) =0 pro x e F, f(zr) =1 pro xe P — G. Bud H =
= E[z; f(x) < }]. Potom H « &*, F C HC G, tedy u(F) < u(H) < w(G).

Necht nyni G,,Gse S nP. Bud FeF*, FCG,u Gy Je F—G,C G,
F—Gye§, tedy u(F —Gy) < wG), wlF)= u(F — Gy) + H(F nGy) <
< (@) + u(@). Protoze Gy u Gye®P, je podle 6 u(G v Gy) = sup u(F);
odtud nage tvrzeni ihned plyne.

13, Je-li I' n&jakéd mnoZina indexidi, je-li G, e ® pro kazdé y e I' a je-li
U G, = P, nazveme systém {G,}, . otevFengym pokrytim prostoru P. Jistd je
yel'

zfejmé, co rozumime slovy ,koneéné-oteviené pokryti“ a pod.

_ Rekneme, ze topologicky prostor P je kompakint (resp. spofetné kompakini),
jestlize z kazdého otevieného pokryti (resp. z kazdého spoéetného otevieného

pokryti) 1ze vybrat pokryti kone&né.
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Je-li f spojitd funkce na spodetn$ kompaktnim prostoru P, tvolf mnoZiny
G, = E[z; |[f(x)| < n] (n=1,2,...) spoletné oteviené pokryti prostoru P.
Existuje tedy p tak, Ze P = @,; vidime, Ze kaZd4 spojitd funkce na spodetnd
kompaktnim prostoru je omezend. — Je-li P topologicky prostor a je-li Q C P,
miZeme na mnoZing ¢ definovat topologii pomoci systému viech mnoZin
Q n G, kde G € &; kazda &ast topologického prostoru je tedy opét topologicky
prostor. Nyni je jasné, co minime na pt. slovy ,,kompaktni édst topologického
prostoru P a pod. Ctens# snadno ovéH tato tvrzeni:

1) Je-li K kompaktni ¢4st Hausdorffova prostoru P, je mnozZina K uzaviens
v P.

2) Uzaviena ¢ast kompaktniho (spodetné kompaktniho, normélniho) pro-
storu je opét kompaktni (spodetné kompaktni, normalni).

3) Kazdé d4st plné reguldrniho prostoru je tiplné reguldrni.

4) Hausdorffav kompaktni prostor je normélni (viz téZ obecnéjsi vétu 19).

14. Bud P viplné reguldrnt topologicky prostor; necht mira u ma viastnost V .
Necht ke kazdému F e F*, kde u(F) < oo, existujt kompakint mnoZiny K,, K,, ...

(K, C P)tak, Ze W(F — U K,) = 0. Potom md mira u vlastnost W ,.

n=1
Dukaz. Napied dokd¥%eme, %e pro kazdé G ¢« & n P plati
u(@) = sup u(K), kde K je kompaktni, K C G . (19)

Bud tedy G« @ n P, ¢ < u(G). Podle 6 existuje F' e« F* tak, ze FC G, c <
< u(F) < co; dale existuji kompaktni mnoziny K,, K,,...tak, Ze

uF — U K,) = 0. Protoze sjednoceni koneéného poétu kompaktnich mnoZin
je opet kompaktm mizZeme predpoklada,t 2¢e K,CK,C... Je u(F)=
= i(F 0 UK+ uF — U K,) = (U (F 0 K,)). Mnoliny ¥ 6 K, json

n=1

opét kompaktm podle (11) ]e u(F o K,)— p(F), takze pro dosti velka n je
I“(F n n) > c.

Je-li naopak K kompaktni, G ¢ &, K C @, plyne snadno z tiplné regula,nty,
Ze existuje spojitd funkee f tak, Ze f(x) > O prox e K, f(x) = 0 prox ¢ P — G.
Pro mnoZinu H = E[z; f(x) > 0] pak plati K C HC @, H « G*, takie u(K) <
< w(H) < p(@). Tim je vztah (19) dokézén.

Necht nyni G,Ge®n Y. Bud K kompaktni, K C G, u G, Polofme
F, =K — G,, F; =K — G,. Mno%iny F,, F, jsou kompaktni a dls]unktm
snadno se zjist{, %e existuji oteviené mnoZiny H,, H, tak, %e H; D F,, H, n
n Hy, = ¢. Utvofme kompaktni mnotiny K, =K — H,, K,=K — H,.
Potom je K,C K — F, = K — (K — @,) = K n G, C G,, podobné K, C @G,
a dale K, u Ks (K — Hg) v (K —H,)=K — (H, n H,) = K. Podle (19)
Je ,u(Ki) < ,u(GJ (t = 1, 2); ddle mdme : o

(K) < u(K,) + ‘u(K,) < /‘(Gl) + .”(Gs)

5
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‘Protote viak u(G, v Gy) = sup u(K), plati téz Gy v Gy) < p(Gy) + w(Gy).
Vidime, %e plati vztah 1) z odst. 9. _

Necht déle G, e G n P (n=1,2,...), G, # G; zvolme kompaktni mnoZinu
K C G. Existuje p tak, Ze K C G,; odtud plyne

H(E) < (@) < lim p(@,), (@) = sup u(K) < hm u( G.)

tedy u(G,) - u(G).
Plati tedy také vztah 2) z odst. 9; odtud nafe v&ta ihned plyne.

15. Rekneme, Ze topologicky prostor P je pseudokompakini, jestlize kazd4
spojité funkce na prostoru P je omezenda. Vidéli jsme, Ze kazdy spodetnd kom-
paktni prostor je pseudokompaktni. M&jme nyni normélni prostor P, ktery

neni spodetné kompaktni. Potom existuji G, ¢ & tak, Ze @, 7 P, ale Ze pro
" ka¥dé n je G, == P. Mufeme predpoklidat @, + G, + G, & ... Zvolme
z,eG, — G,_; (n=2,3,...); bud § mnozina viech z,. Je-li x ¢ P, existuje
index N tak, Ze z € G,; mnoZina G, je okolim bodu = a obsahuje jen koneény
podet prvki mnoziny 8. Odtud plyne, Ze mnoZina S je uzaviena a Ze funkce
f, definovana predpisem f(z,) = n, je spojitda na S. ProtoZe prostor P je nor-
mélni, 1ze funkei f spojité roziitit na cely prostor P. (Viz [5], véta 175, str.
335; diikaz je sice proveden pro metricky prostor, stejné lze viak vétu dokazat
i pro normélni prostor, vyjde-li se od nasi véty 11.) Vidime, Ze P neni
pseudokompaktni. Dokéazali jsme tedy, Ze normdini pseudokompakint prostor
je spoletné kompakini.

16. Bud P normdlnt prostor; necht mira u md vlastnost V,. Necht ke kadému
F e §*, kde u(F) < o, existuji pseudokompakini mnofiny A,, A,, ... tak, Ze
w(F — U 4,) = 0. Potom md mira u viastnost W,.
n=1

Dikaz. Z odst. 12 plyne, Ze je splnén piedpoklad 1) v&ty 9. Nechf nyni
G, 74, G,e®nP. Necht ¢ < u(G). Protoze G ¢ P, existuje F  F* tak, ze
¢ < u({F) < o, F C G. Podle pifedpokladu existuji pseudokompaktni mnoziny

4,, Ay, ... tak, fe u(F — U 4,) = 0. Uzévér pseudokompaktni mnoZiny je

n=1
pseudokompaktni; sjednoceni kone¥ného podtu pseudokompaktnich mnoZin
je také pseudokompaktni. MiiZzeme tedy piedpoklddat, Ze mnoziny 4,, 4,, ...
jsou uzaviené a %e A; C A;C ... Uzaviend ¢4st norméalnfho prostoru je viak
normélni; z odst. 15. nyni plyne, Ze mnoZiny 4, & tedy i mnoZiny 4, n F
jsou dokonce spodetnd kompaktni. Snadno se zjisti (viz podobnou tvahu
v dikaze véty 14.), fe u(4, n F)— u(F); je-li tedy p dosti velks, je c<

< u(4,n F). Protote 4, n F je spotetnd kompaktni a protoZe 4, n FC U G,,

existuje ¢ tak, e 4, n F C G,. Podle (18) je u(4, n F) < u(G,), ta.kﬁe c <
< lim u(@,). Odtud plyne E(G,,)—» #(@). Nase tvrzeni plyne nyni z véty 9.

442



17. Budte I', 4 libovolné mnoZiny indexi; pro y e I', 8 ¢ 4 budte dény mno-
finy A,, B;. Rekneme, %e systém {4,} . je zjemnénim systému {B,),, %)
jestlize ke kazdému y « I" existuje 6 e 4 tak, Ze 4, C B,;. Bud nyni P topolo-
gicky prostor. Rekneme, %e systém mnozin {4,},.r (A., C P) je lokdlné koneény,
jestlize ke kazdému bodu z € P existuje okoli U bodu z tak, ¥e U o A, +90
nejvys pro koneény podet indext y. Déle fekneme, Ze prostor P je parakom-
pakint (vesp. spoletné parakompakint), jestlize ke kaidému otevienému (resp.
spodetnému otevienému) pokryti prostoru P existuje jemn8jii lokaln® koneéné
oteviené pokryti.

18. Bud P topologicky prostor; mecht {F,},.r je lokdiné koneény systém,
F,e§ Bud F = F,. Potom je F ¢ §.

yvel’
Dikaz. Necht z non ¢ F. Existuje okoli U bodu z tak, e mnoZina K téch
¥, pro n&% U n F, =+ ¢, je kone¥na. Mnotina ¥V = U — U F, je pak okolim

veK
boduz aplatiV =U — U F, C P — F; mno#ina P — F je tedy oteviena.

yel’
19. Bud P Hausdorffiw parakompaktni prostor. Potom P je normdlnt.
Dikaz. Necht F ¢ §, A C P; necht ke kaZdému x ¢ F' existuje okoli U,
bodu z tak, ze U, n A = §. Utvofme p¥isluiné zjemnéni k pokryti, sklddajicimu
se z mnoZin U, a z mnoZiny P — F. Bud {@,},. systém vSech prvki zjemng-
ni, které leZi v né¢kterém U,. ProtoZe systém {@,},.r je lokdln& konetny, je

6% systém {@,}, ., lokélng koneény a mnozina B = |J G, je podle 18 uzaviens.
yell

Ztejms F C U G,, B n A = 9. Volime-li napied za 4 jednobodovou mnozinu

{y}, kde y non e F, vidime, Ze existuje okoli U bodu y (totiz U = P — B) tak,
%e U n F = ¢. MaZeme tedy popsaného postupu pouZit té% na piipad, kdy
A=F e§ F,n F =9

20. Bud P normdiné prostor; bud {@,},r oteviené pokryti prostoru P. Necht
ke kaZdému x € P existuje jen koneény polet indexws y, pro né% x e G.,. Potom exis-
tuje oteviené pokrytt {H .}, . tak, Ze

H,CG, prokafdé yeI.

Dukaz. MiZeme piedpoklddat (viz na pf. [11]), Ze mnoZina I" je dobie
uspofddand. Bud « e I' a predpoklddejme, %e pro kaZdé y < « mame jiZ se-
strojenu mno%inu H, ¢ ® tak, %e H, C @, a %e systém

H,H,.. H,G.,,..G,.. (20)
je pokrytim prostoru P,
Utvofme nyni systém
H.,H,,..H,H,,,H,,.,..G

ay see

(21)

4) Nebo:,, ... je jemndjii neZ systém ...“ a pod.; slovem ,,jemngj¥* nevyludujeme rovnost.
Ka¥dé &st daného systému je zFejm3 )eho z]emnénlm
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Uksa¥eme predevdim, ¥e tyto mnoZiny opét tvoii pokryti prostoru P. Je-li
totiz = ¢ P, existuje jen koneény podet indexit y < « tak, Ze x ¢ G,; bud y,
nejvéts takovy index. (Neexistuje-li takovy index y < «, Ze x € G, pak bod
z le#f v n¥kterém G, pro y > «, tedy lezi v sjednoceni mnozin (21).) Bod
z lezi podle pfedpokladu ve sjednoceni mnozin (20) pro y = y,; protoze vSak
z nelezi v Zddné mnoZiné G, kde y, < f < «, lezi téZ v sjednoceni systému
(21). Bud nyni M rovno sjednoceni viech mnozin H, pro y < « a vSech mno-
#in Gy pro f > «. Je pak M u G, = P; protoZe prostor P je normilni a P —
— M c Q,, existuje H,, tak, e H,e ®, H,C G,, M v H, = P. Systém

HyHy oo Hy Gy .. (22)

je tedy opét pokrytim prostoru P. Tim jsou definovany mnoZiny H, pro viechna
o e I'. Systém (22) je pak pokrytim prostoru P pro kazdé «; mnoziny

HyH, .. .H, .. (yel) (23)

tvoii tedy rovné% pokryti prostoru P (miZeme totiZz pfedpokliddat, Ze I' ma
nejvétdi prvek y*, a (23) je totoiné s (22), pifeme-li x = y*).

21. Bud P normdlni prostor. Potom jsou ekvivalentni tyto t¥i vlastnosti:

1) Jestlize G, e @, G, # P, existujt F,eF tak, 2¢e F,C G, (n=1,2,..)),
F, 2 P. .

2) Jestlize F,e§, F,\ 0, existujt G, e¢@® tak, 2¢ F,C G, (n=1,2,..),
G, 9.

3) Prostor P je spoetné parakompakini.

Dikaz. Ekvivalence vlastnosti 1) a 2) je zfejma. Necht tedy prostor P m4
nékterou z téchto vlastnosti a necht mnoziny @, Gy, ... tvoii (spodetné)
oteviené pokryti. PoloZme H, =G, u ... u G, (n=1,2,...). Potom H, ¢ @,
H, 7 P; existuji tedy F, e § tak, ze F,C H,, F, # P. Protoze P je normalni,
existuji L,e¢® tak, %2¢ F,C L,, L,C H,; polozme H,= D, = ¢, D,
=L vu..vL, M, H——D,,l(n_l2 ..). Protoze D,_,C H,_,, je

H,—H, ,CM,, tedy H, —UMk,P UM Bud’koneénéN,c—M N

n=1
nG, 0=12,..5k=1,...,t). Je UN,k_M nUG,,__JlI,nH,
k=1

mnoziny N, tvoii tedy spodetné otevi'ene pokryti. Zvolme nyni x ¢ P. Exis-
tuje n tak, Ze x e F,. Jelit >n, 1< k<14, je L,n NycD;_;n M, = 0.
Mno#ina L, je okolim bodu z a mé nejvys pro konedny podet dvojic [, k]
neprazdny prinik s mnozinou N ;. Systém viech mnozin N, tvo¥f tedy lokalng
konedné oteviené pokryti a je ziejmé zjemnénim systému mnoZin G,.

" Budi# naopak prostor P spodetnd parakompaktni; necht G, ¢ &, G, 7 P.
Existuje loklné koneéné oteviené pokryti {H y}yers Které je zjemnénim pokryti
{G,}>-,. Podle odst. 20 existuji oteviené mnoziny L, (y  I') tak, ze L, C H,,
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uL,=P, Bud 7, sjednoceni viech L, kde L,C G, (n = 1,2, ...). ProtoZe

I .
;ystém {Z'y}yd‘ Je lokéIné konedny, jsou podle odst. 18. mnoziny F, uzaviensé.
Bud nyni z € P. Protofe U L, = P, existuje § tak, e x L. Protore pokryti

{H,} je zjemnénim pokrytl {@,}, existuje n tak, e Hy C G,; odtud plyne L,C
CH;C Gn,xeL,C F,, takie opravdu F, # P (a ztejmd F, C G,).

22. Bud P normdlni spobeiné parakompalkini prostor. Necht mira u md viast-
nost V,. Potom md mira u téZ vlastnost W,.

Dukaz. Podle véty 12 je splnén piedpoklad 1) z odst. 9. Necht nyni G, €
cBn Y Q, #@Q. Zvolme F ¢ §*, F C G, a poloime

H,=Gu(([P—F) (n=12..).

Protoze H, ¢« ®, H, 7 P, existuji podle odst. 21 mnozZiny F, e § tak, Ze
F,CH, F, »P. Potom Fn F, # F, u(F n F,) > u(F). Jeito G,DF n
nH,DF n F,, je (podle (18))

Protoze G ¢ Y, je u(@) = sup u(F); je tedy u(@G,) - u(G). NaSe tvrzeni plyne
nyni ihned z odst. 9.
Pozndmka 1. PouZijeme-li je§té odst. 19, zjistime, Ze plati tato véta:

Bud P Hausdorffaw parakompalktni prostor; necht mira u md vlastnost V.
Potom md mira p také viastnost W .

Poznimka 2. Rekneme, %e P je Lindeloefdw prostor, jestlize z kazdého
otevieného pokryti prostoru P lze vybrat pokryti spodetné. Da se ukazat, Ze
kazdy regularni Lindeloefiv prostor je normalni. (Dikaz neni obtiZny a mize
byt prenechan ¢tenaii za cvideni.) Bud nyni P regularni prostor, ktery je sjed-
nocenim spodetné mnoha kompaktnich podmnozZin. Potom je P z¥ejmé Linde-
loefav prostor, takZe je také normalni. Z véty 21 snadno plyne, Ze P je spo-
¢etné parakompaktni; protoze je P Lindeloefiv prostor, je dokonce parakom-
paktni.

Jinym zpisobem lze viak dokéazat (viz [10]) obecnéjsi vétu, Ze totiz kazdy
reguldrni Lindeloefiv prostor je parakompaktni.

V [12] je dokézéno, %e také kaZdy metricky prostor je parakompaktni.

Normalnimi spodetnd parakompaktnimi prostory se v poslednich letech
zabyvali razni autofi; viz na p¥. [1] a [7]. Neni dosud znam p¥iklad normélniho
prostoru, ktery neni spodetné parakompaktni.

Pozndmka 3. Nezdporny funkcionil na linedrnim prostoru, jehoZ prvky
jsou spojité funkce na topologickém prostoru P, dé se v mnoha dileZitych
ptipadech vyjadtit ve tvaru integrdlu [fdu,’) kde p je Baireova mira. (Viz

P

5) O abstraktnim integrdlu muZe se Stendt poudit na p¥. v [2], kap. V. Integral jé pomoci
miry definovén téZ v [8], cvié. 14, str. 191.
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na pf. [9], str. 479-484.) PouZijeme-li dédle vét o rozsifeni Baireovy miry

na Borelovu, odvozenych v této praci (jsou to zejména véty 14 a 22), mi-

feme dokézat riznéd tvrzeni o vyjadfeni funkciondlu integrilem [fdv, kde »
P

je Borelova mira. »

Pozndmka 4. Necht P je topologicky prostor a necht mira u mé vlastnost
V.. Bud Z systém viech spojitych funkei f na prostoru P, pro né%z konverguje
integrdl J(f) = [fdu. Pro AC P necht ¢, znadf charakteristickou funkei

P

mnoziny A (vzhledem k P). Je-li G ¢ &, polozme
Q) =supJ(f), kde feZ, f<ec,.
Jestlize f € Z, f < ¢q, pak J(f) < [fdu, kde H = E[x; f(x) > 0], tedy (pro-
toze HC @) J(f) < u(H) < uw(@); I(I)dtud plyne
() = & .

Déle predpoklidejme pro jednoduchost, e mira u je koneéna. Necht nyni
existuje Borelova mira » tak, Ze pro kazdé f ¢ Z plati

J(f) =}!f dv. (24)

Ke kazdé mnozin® G e 8* existuje spojitd funkece f > 0 tak, ze @ = E[x; f(x) > 0].
Polozime-li f, = min (n.f, 1), je f, 7 ¢; odtud plyne u(@) = lim [f,du =

n—oo P
= lim [f, dv = »(G). Je tedy u(@) = »(G) pro kazdé G ¢ §* a tedy podle 5. pro

n—o P
kazdé B ¢ B*; vidime, Ze mira » je rozsifenim miry u. Je proto u(B) < »(B) <
< u(B) pro kazdé B € B. JestliZe tedy existuje Borelova mira » tak, aby platil
vztah (24) a aby bylo

. 8(@) = »(@Q) (25)

pro kazdé @ € G, je nutné
&R = /_z(G) . (26)
Je-li prostor P norm4lni, plati skutetnd vztah (26) pro kazdé G ¢ @, jak se

snadno zjisti.

V Kakutaniho prici [6] je dokédzéna v&ta: Bud P (Hausdorffuv) kompakiné
prostor; bud J nezdporny funkciondl, definovany na mnofiné Z véech spojitych
Junkci na prostoru P. Potom existuje Borelova mira v tak, Ze platt (24) pro kaZdé
feZa

¥G) = 6(@) =sup J(f), kde feZ, féca ’
pro katdé G ¢ . Odtud plyne ihned véta, kterd je specidlnim p¥padem v&t
14, 16, 22:Bud pu koneénd Basreova.mira na kompakinim prostoru P. Potom md
4 vlastnost W,. (Citované véty Kakutaniho miiZeme totiZz pouZit na funkciondl
J(f) = [fdu; v je pak roziifenim miry u a plati 6(G) = u(@), protoe P je
2 @

normélni.)
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Neni-li viak prostor P normélnf, miiZe pro nékterou otevienou mnozinu
@ platit §(F) < u(G) a potom oviem neni mozné roziifit funkei 4 na Borelovu
miru tak, aby platil vztah (24). Takovy piiklad je sestrojen v Hewittovs préei
[3], str. 169—170 (Remark 1.); 1ze v8ak ukdzat, Ze ptisluinéd Baireova mira mé
pies to vlastnost W,.

V odst. 25 sestrojime Gplné reguldrni prostor P a koneénou Baireovu miru
4 (na prostoru P), ktera nemé vlastnost W,. K tomu dokéZeme napied dvé
pomocné véty.

23. Bud P lLibovolnd mnofina. Bud M neprdzdny systém Edsté mmokiny P,
ktery md tyto viastnosti:

a) §non e M,

b)) ACP,BEM ADB=AeM,

c) B,eM (n=1,2,...):>aB,,593?.

Bud ddle & systém komplemen;i’a 1'vé}’ech prokd z M.

Potom jsou systémy M, & disjunktnt a M v & je o-algebra.

Dikaz. Kdyby platilo zaroveii 4 ¢ M, 4 € &, bylo by P — A « M; podle
¢) by pak platilo = (P — 4) n 4 n ... € M proti a).

Systém M u & ziejmé obsahuje s kazdym svym prvkem také jeho komple-
ment. Necht nyni 4, e Mu & (n =1, 2,...). Je-li 4, ¢ M pro nékteré N, je

Ud,DA4, e M, tedy U 4, ¢ M podle b). Jestlize viak 4,e Kpron =1, 2, ...,

n=1 n=1

plati P— A, eM pro n=1,2,... a tedy P—U 4, =NP—4,)eM

n=1 n=1

podle ¢), U 4, € & Protoze P ¢M, je M u & o-algebra.

n=1

Pozndmka. Klademe-li u(4) = 1 pro 4 ¢« M, u(4) = 0 pro 4 ¢ &, je ziejm&
4 mira na M u K.

24. Prostor S vdech spobetnych ordindlnich &isel (viz na p¥. [4]) je normdint
a pseudokompakini.®) Je-li f spojitd funkce na S, existuje éislo ¢ a bod x € S tak,
Ze

flx) =c provdechna x > « .

Dukaz: Budte F,, F, disjunktni uzaviené ¢ésti prostoru 8. Kdyby obs
mnoziny F,, F, byly nespoletné, existovala by posloupnost z, <z, < ...
tak, zZe

Tgprel,, Zpel, (k=1,2,..)

a limita posloupnosti?) {z,}7_, by lezela v F, n F,. Je tedy na pf. mnoZina F,
spodetns; existuje pak « e S tak, e F, C K, kde K = E[z; x < «]. MnoZina
%) Je-li M uspoiédané mnoZina, poklddéme za otevienou ka¥dou 84st mnoZiny M, kterd

je sjednocenimn mnozin tvaru Elx;z < y], Elz;x > 6], Elx;y <x <], kde y,6e M
(predpokladéme, e M mé aspoti dva body). .
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K je vlak kompaktni, jak se snadno zjisti; je tedy téZ mnoZina F, kompaktni.
ProtoZe prostor S je regularni (jako kaida uspofddand mnoZina), existuje
ke katdému z ¢ F, takové okoli U,, %e U, n F, = 9. Z kompaktnosti mnoZiny
F, pak snadno plyne, Ze existuje oteviend mnozina G D F, tak,%e G n F, = 0.
Prostor § je tedy normalni.

Bud dale g libovoln4 monotonni funkce na prostoru S; bud na p¥. ¢ neklesa-
jtel, t. j. g(x) < g(y) pro = < y. (Pripoustime té% hodnoty g(x) = 4+ 00.) Bud
c= sub? g(x). Necht ¢, < ¢, lim ¢, = c. (Pfipad ¢ = — o0 je trivialni.) Potom

Ze n—>0
existuji z, e S tak, %e g(x,) > c,; existuje « ¢ S tak, e x > z, pron =1, 2,....
Pro > « je pak ziejm& g(r) = c.
Bud nyni f (kone&nd) spojitd funkce na S. Polozme g(z) = inf f(y), h(z) =

y>z
= sup f(y). Funkce g, b jsou monotonni; existuji tedy ¢, d a prvek « ¢ S tak,
y>x

Ze pro x > « je g(x) = ¢, h(x) = d. Ptipustme, Ze ¢ < d. Pak existuji c,, d,
tak, ze ¢ < ¢, < d, < d; dile existuji body z, < x, < ..., pro néz

f@a—1) <15 f@m) >dy (k=1,2,...). (27)

Bud z limita posloupnosti {z,}>_ ;. Potom je lim f(x,,_,) = f(x) = lim f(xy,) ve
k

k—x —>00
sporu s (27). Je tedy ¢ = d, f(x) = ¢ pro x > «. Na mnoziné K = E[x; z < «]
je funkce f omezend, protoZe K je kompaktni; funkce f je tedy omezend i na
celém prostoru S.

25. Bud 2 nejmensi nespodetné ordinélni &islo; bud 7' prostor vsech ordi-
nalnich ¢&isel, nejvys§ rovnych Q. Prostor 7' je kompaktni. Bud P, = T x T';#)
odstrafime z prostoru P, bod [2, 2] a vzniklou mnoZinu oznaéme P. ProtoZe
P, je kompaktni, je P tuplné reguldrni. Pfifadme kazdému x < £ mnoZinu
M(«) vBech [&, 9] € P, kde & > &, n = «. Bud dale I systém vlech 4 C P,
k nim% existuje & tak, Ze M(x)C A. (M tedy obsahuje vSechna okoli bodu
[Q, Q] v prostoru P;, z nich% byl tento bod odstranén.) Systém IR ziejmé
spliiuje piedpoklady z odst. 23; miZeme tedy utvofit c-algebru Mu & a
definovat na ni miru u pfedpisem

uA) =1 pro AeM, u(d)=0 pro Ae§&.

Dokdzeme, e M u & obsahuje vlechny Baireovy mnoZiny prostoru P.
Zvolme tedy spojitou funkei f na P. Existuje (viz odst. 24.) &islo ¢ a spodetné
ordindln{ &fslo «, tak, Ze pro « > «, (x < 2) je f(x, x) = c.

7) JestliZe v ka¥dém okolf hodu b le%{ ,,skoro vSechny” prvky posloupnosti by, b,, ...,
fekneme, %e b je limitou této g)osloupnosti a piSeme b = lim b, nebo b, — b. Jestli¥e
b, <bg < ... (bye8), pak b, - b, kde b je nejmensi ordindIni &islo, které je v&tsi neZ
vkechna. by,

8) Jsou-li 4, B topologické prostory, pak v 4 x B poklddéme za otezfenou kaZdou
mno#inu, které.je sjednocenim mno%in tvaru G x H, kde G (resp. H) je oteviend &ést
grostoru A (resp. B). Jsou-li 4, B kompaktni, je té% 4 x B kompaktni, jak se snadno

okédZe. Je-li A = B, lze mno¥inu viech [z, 2], kde = ¢ 4, ,,ztoto¥nit’’ s prostorem A.
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Ptitadme nynf kazdému « < 2 mnoZinu 4(«) véech [£, 7], klex S S <
< £;bud :

8(x) = sup f(§,n) pro [& n]eA(x).

Funkee s je nerostouci; existuje tedy &, < 2 a &slo d (d < o0) tak, Ze pro
a > o, je s(x) = d. Je oviem d > c. Pripustme, Ze je d > ¢ a zvolme d, ¢ (¢, d).
Protoze s(x,) > d > d,, existuje bod [£,, 7,] € 4(x,) tak, Ze f(&, n,) > d,. Je
oviem &, < &, < m,. ProtoZe opét s(n,) = d > d,, existuje [&,, n,] € 4(n,) tak,
Ze plati f(&,, n,) > dl, je my < &, < n,. Tak sestrojime posloupnost &, < & <

<m< &< X ... Ztejmé hm £, = hm 7,; oznadme tuto limitu {. Pak

[&ns ma] = [C, €1, ale f(&n, 1) > d1 >c= f C, {) ve sporu se spojitosti funkce f.
Tim je dokdzdno, Ze plati d = ¢ a tedy f(&, 1) S ¢, pokud &, L e < < Q.
Protoze funkce f je spojita, plati dokonce f(&, 7) < ¢, jakmilex, < < 9 < Q,
& < Q. Podobné bychom zjistili, Ze existuje f, tak, Ze f(£, n) = ¢, jakmile
B < ES K 0, 8 < Q. Jeli tedy y = max(xy, f), plati (&, ) = ¢, kdykoli
y L ES < 0, £ < Q. Z divodu symetrie plati tedy f(£, ) = ¢ pro kazdy
bod [&, 7] z nékterého M(x). Je-li ¢ < 0, pak mnozina E[[%, 5]; f(& 1) > 0]
neobsahuje Zadny bod z M(x), tedy patii do 8. Je-li ¢ > 0, obsahuje tato
mnoZina mnozinu M(x), tedy patii do M. Vidime, Ze systém IM u & obsahuje
viechny mnoziny z ®* a tedy i viechny Baireovy mnoziny. Mira u, sestrojené
podle poznamky v odst. 23, je tedy zaroveil Baireovou mérou.

Bud nyni F, mnoZina viech [§, 2], kde & < £2; bud F, mnoZina vSech
[2, 7], kde < 2. Snadno zjistime, Ze mnoziny F,, F, jsou v P disjunktni
a uzaviené a Ze plati 1 = inf u(@), kde G « G*, @D F,, tedy 1 = u(F,) pro
1 = 1, 2. Je vidét, Ze neexistuje Borelova mira » tak, aby pro kazdou uzavie-
nou mnozinu F C P platilo u(F) = »(F); odtud plyne snadno, Ze mira x4 nema
vlastnost W,.

Ukézeme viak, Ze miru u lze pies to roziifit na Borelovu. Bud opét §
prostor viech spodetnych ordindlnich &isel; bud B, systém vSech spodetnych
tasti prostoru S a jejich komplementii. PoloZme

n(B) = 0 (resp. n(B) = 1), je-li Be B,, B spoletns (resp. nespodetna). (28)

Z odst. 23, 24 plyne, Ze B, je systém viech Baireovych mnoZin prostoru § a
%e m je mira na 9%B,. Prostor S je v8ak normalni a pseudokompaktni, takZe
podle véty 16 muZeme miru n rozdifit na Borelovu; rozéffenou miru oznaéme
opét symbolem 7. Mnozinu F, = E[[¢, 2]; £ < £2] miZeme ztotoZnit s prosto-
rem S. PoloZime-li pak pro libovolnou Borelovu mnoZinu BC P »(B) =
= (B n F,), snadno zjistime, %e » je Borelova mira na P, kterd je roziifenim
miry u.

Zaroveti je viddt, Ze miru u lze roziifit na Borelovu riznymi zpisoby (misto
mnoziny F; jsme mohli vzit na pf. té% mnoZinu F, = E[[2, £]; § < Q]).
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~ Jednodusif ptklad raznych roziffeni konetné Baireovy miry dostaneme tak,
%e pro kazdou Borelovu mnoZinu B prostoru 7' (= 8 u {£2}) poloZime jednak
%(B).= n(8 n B) (kde mira = je op&t roziifenim miry, definované vztahem
(28)), jednak

__| 0, jestlize 2 non € B,
va(B) = { 1, jestlize Q¢ B.

Snadno se zjisti, Ze miry »,, »; definuji touz Baireovu miru na (kompaktnim)
prostoru 7'.

Poznédmka 1. Sestrojili jsme koneénou miru na tplné reguldrnim, ne vsak
normélnim prostoru P, kterd nemé vlastnost W,; ukizali jsme viak, Ze tuto
miru lze pfes to roziifit na Borelovu. Tim tedy neni rozfeSena otézka, zda na
néjakém prostoru existuje Baireova mira, kterou nelze roziitit na Borelovu.
Rovnéz tim nenf rozieena otdzka, zda na néjakém normalnim prostoru existuje
Baireova mira, kterd nemé vlastnost W,; tato otdzka zfejmé souvisi s otdz-
kou existence normélniho prostoru, ktery neni spodetné parakompaktni (viz
odst. 22).

Poznamka 2. Tento ¢lanek je uréen i étenadium, kte¥i se topologii ptili§
nezabyvali jsou zde proto dokazoviny i zndmé véci (na pi. v odstaveich
11 a 20). Prof. M. Katétov upozornil autora, Ze také véta 21 je znadma
(viz [1] & [7]). Véty 14, 16 a 22 se vSak zdaji byt nové.
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