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Časopis pro pěstování matematiky, roč. 81 (1956) 

0 JEDNOM EXTRÉMNÍM ROVINNÉM GRAFU 

J I Ř Í SEDLÁČEK, Praha. 

(Došlo 24. listopadu 1955.) DT.5i3.34.ooi 

Tento příspěvek z theorie grafů navazuje na práci A. Errery, zobec­
ňující problém tří studní. 

Je známa tato ú loha: Jsou tři domy a tři studně; nelze vést nepřetínajíeí se 
cesty tak, aby každý dům byl spojen s každou studní (viz [2], str. 32). 

XJlohu zobecnil A. EBBEBA [1], když dokázal větu: Jsou-li xl9 x29 ..., xai; 
Vx> y%> • * *> Ž/o2 body roviny, pak z axa2 oblouků x.yj lze sestrojit nejvýše 2at + 
+ 2a2 — 4 oblouků, aniž by vznikl průsečík oblouků (2 <1 at <̂  aa). Nejmenší 
počet průsečniků, které vzniknou, vedeme-li zde všech ata2 oblouků a žádá-
me-li, aby žádné tři z nich neměly společný vnitřní bod, určil K. Z a r a n -
kiewicz 1 ) . 

V tomto článku se m. j . určuje maximální počet oblouků, které spojují body 
xi9 yi9 zx (1 <I i <1 al9 1 ^ / <I a29 1 <11 <I a3, 2 <^ ax <1 a2 <L a3), při čemž se 
připouštějí jen oblouky x^f.; x^; y~pv 

Budiž dáno k přirozených čísel al9 a29..., ak; at 2 <^ at <1 a2 <̂  ... <̂  ak, 
k 

2 a{ -= n. Je-li v rovině E% zvoleno n různých bodů, sestrojme rozklad této mno-
ť = i 

žiny na k podmnožin Al9 A29..., Ak9 kde ai je počet prvků v Ait Dále sestrojme 
rovinný graf, který má tyto vlastnosti: 

1. Množinu jeho uzlů tvoří zvolených n bodů. 
2. Je-li xy jeho hrana, ať pro žádné i není současně x e Ai9 y e At. 
3. Graf je souvislý, nemá koncové hrany ani most.2) 

Takový graf nazveme mapou. Budiž -Sí množina map (příslušná k číslům 
al9 a29..., ak). Je zřejmě Wl # 0. Pomocí mapy lze definovat rozklad roviny E% 

na oblasti homeomorfní s kruhem. Je-H Q jedna oblast v E29 označme E2 — Q 
její komplement. Budiž %(M) počet hran mapy M c SDí. Mapu o minimálním 

*) Fundamenta Math., 41, 137—145, 1954. 
*) Tak nazýváme hranu, po jejímž vynechání se poruší souvislost (viz [3], str. 179). 
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(resp. maximálním) počtu hran nazýváme minimální (resp. maximální) a ozna­
čujeme J ř m l n (resp. Mm&x). Podle Eulerovy věty je počet oblastí, na něž se po­
mocí M rozpadne Et, roven %(M) — n + 2 = s. Oblast, jejíž hranice je tvořena 
r hranami, se nazývá r-úhelnik. Platí 

Věta 1. %(Mmín) = max (2ak; n). 
D ů k a z . Protože z každého uzlu mapy MeWl vycházejí aspoň dvě hrany, 

k 

platí 2%(M) ;> 2 %ai čili %(M) 2> n. 
i = l 

k-1 

I. Budiž ak <i ^ ai- Dokážeme, že %(Mmm) = n. Sestrojme v rovině n-úhel-
Í = I 

nik. Lze pevně označit ak jeho vrcholů za prvky z Ak tak, že uvnitř každé hrany 
vzniklého a^-úhelníka leží aspoň jeden vrchol původního %-úhelníka. Označme 

k—l 

libovolně těchto n — ak vrcholů jako prvky z U Ai ale tak, aby at jich bylo 
i = i 

v množině A{ (1 <1 i <I k — 1). Řekneme nyní, že dva sousední vrcholy n-úhel-
níka tvoří kontakt, patří-li téže množině Aj9 Existuje jistě situace s minimálním 
počtem kontaktů. Tento počet je pak nula; kdyby totiž při tomto minimu exis­
toval kontakt, který tvoří dva sousední vrcholy xx, x2 ležící v A3-, proveďme 
tuto úvahu: 

Existuje hrana w-úhelníka, jejíž žádný koncový vrchol neleží v A3. V opač-
k 

ném případě by totiž bylo 2a} >̂ n = ]> ať čili buď ai > ak (spor s předpo-
Í = I 

kladem % <I ak) nebo k = 2, / = 1, ax = a2 (spor s existencí kontaktu). 
Zmíněnou hranu označíme h. Zrušme nyní vrchol xx e Aj9 rozpulme hranu h 
a nový vrchol označme jako prvek z Aš. Počet kontaktů se tím zmenší o jeden, 
což je spor s mmimalitou. 

k-l 

II . Budiž ak 2> y a{. Pak pro J í € SPÍ je %(M) >̂ 2afc, neboť z každého vrcholu 
i = l 

ležícího v Ak vycházejí aspoň dvě různé hrany. Indukcí podle ak čtenář dokáže, 
k-l 

že %(Mmm) = 2ak (indukce začíná u ak = 2 ai)-
i = l 

Věta 2. Oblasti, příslušné k maximální mapě, jsou trojúhelníky nebo čtyr-
úhélníky. 

D ů k a z . Kdyby existovala oblast Q o delší hranici, můžeme označit pět po 
řadě sousedních vrcholů hranice x, y, z, u, v. Ať z € Aix. Pak pro y, u platí buď 
I. y e Ah, u e Ah nebo II . y e Ah, u e A*h (ix # i% =f= i3 #= ix). 

I. V prvním případě není v € Ai%. Existuje tedy v E% — Q hrana yv. Dále 
vidíme, že není x € AÍ2. Podle Jordánovy věty neexistuje v Ez — Q hrana xuf 

tedy existuje v Q (spor). 
I I . V druhém případě existuje v E%~ Q hrana yu. Dále je buď 1. v € AÍ4 

(h * ť4) nebo 2. v e Aiť 
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1. Je-li v € AÍ4, existuje v Q hrana žv (spor). 
2. Je-li v € Ai9 existuje v E% --- Q hrana yv, proto tam nemůže existovat 

hrana xž ani xu, tedy aspoň jedna z nich je v Q — podle toho, kam patří # 
(spor). 

P o z n á m k a . Pro k = 2 plyne odtud, že všechny oblasti jsou čtyrúhelníky. 
Věta 3. Je-li k = 2, má minimální (resp. maximální) mapa 2a2 (resp. 2ax + 

+ 2a2 — 4) hran. Je-li —- ax + a2 + 2 < 5 < ax + a2 — 2, existuje mapa 
M e$Jl o s oblastech. 

D ů k a z . Tvrzení o minimální mapě plyne z věty 1. Errera [1] dokázal, že 
maximální mapa má 2ax + 2a2 — 4 hran. Podle Eulerovy věty má minimální 
(resp. maximální) mapa —- ax + a2 + 2 (resp. ax + a2 — 2) oblastí. Budiž 
— a 1 + a 2 + 2 < 5 < a 1 + a 2 — - 2 a předpokládejme, že existuje mapa 
M' c 5DÍ, která má s — 1 oblastí. Tyto oblasti jsou r-úhelníky se sudým r. 
Nejsou to však vesměs čtyrúhelníky, nebot pak by á(s — 1) == 2%(M') čili 
podle Eulerovy věty 

2(s - 1) = jt(Jlf') = (a-. + a2) + (s - 1) - 2 , 
čili 5 = ax + a2 — 1 (spor). Existuje tam tedy oblast Q, která má aspoň šesti­
úhelníkovou hranici. Označme xx, yx, x2, y2, x3, y3 po řadě sousední vrcholy 
na této hranici (xt c Au yé e A2). Když v E2 --- Q neexistuje hrana x~xyv sestro­
jíme mapu M o s oblastech tím, že v Q vedeme hranu x^y^. Když tato spojnice 
existuje v E% — Q, neexistuje podle Jordánovy věty v E% --- Q hrana Yx% 
a tedy ji sestrojíme v Q. Důkaz je podán. 

Věta 4. Je-li k = 3, pak 

%(Mm^ = m i n ( 3 a i + 3 a 2 + 3 a 3 — 6; 4ax + 4a2 + 2a3 — 8). 
D ů k a z . Pro M eWl platí Ss <£ 2%(If) a podle Eulerovy věty 
3(;ř(Jf) + 2 - ax - a2 - a3) <: 2z(J.f) čili z (Jf) <I 3ax + 3a2 + 3a3 - 6 . 

I. Je-li 2̂ ^ a3 ^ . a i + a2 ~~~ 2, je tím spíše — ax + a2 + 2 5^ a3 <̂_ ax + 
+ a2 —- 2 a můžeme sestrojit pomocnou mapu M(a3) definovanou pomocí čísel 
ax, a2 a mající a3 oblastí (věta 3). Do každé ze vzniklých oblastí umístíme 
jeden vrchol z množiny A3 a spojíme jej hranami se všemi vrcholy oblasti. 
Vzniklá mapa Mx(a3) e Wl má všechny oblasti trojúhelníkové, tedy má 3ax + 
+ 3a2 + 3a3 — 6 hran a je proto maximální. 

II . Je-li a3 > ax + a2 — 2, dokážeme, že x(Mmax) = 4ax + 4a2 + 2a3 — 8. 
Mapa Mx(ax + a% — 2) sestrojená podle bodu I má 6(ax + a2 —- 2) hran. Je 
možné do jedné její (trojúhelníkové) oblasti umístit a3 — ax — a2 + 2 bodů 
(prvků z AB) a spojit je každý se dvěma vrcholy této oblasti. Vznikne mapa 
M2 c SOí, která má počet hran daný číslem %(ax + a2 — 2) + 2(a3 — ax —- a2 + 
+ 2). Je tedy 

ZÍ^rnax) ^ 4<*i + 4«2 + 2a3 - 8 . (1) 
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Podle věty 2 je Mm9lX prvkem množiny Wl map, jejíž oblasti jsou buď troj­
úhelníky nebo čtyrúhelníky. Pro M e SDí označme 83(iř) (resp. s4(M)) počet troj­
úhelníkových (resp. čtyrúhelníkových) oblastí mapy M. Platí 3sz(M) ~f 
+ 4s4(M) = 2%(M) čili 38 + s4(M) = 2%(M), tedy podle Eulerovy věty 

X(M) = 3(a! + a2 + a3) — 6 — s4(M). Podle (1) je 3(ax + a2 + aB) — 6 — 
— s4(Mm&x) I> 4ax + 4a2 + 2a3 — 8, čili 

M-Mmax) < «3 ™ % - «2 + 2 . (2) 

V mapě ilí"max zrušme vrcholy ležící v i 3 a hrany z nich vycházející. Vznikne 
graf Q, který podle věty 3 má nejvýše 2ax + 2a2 — 4 hran. (Odhad je správný 
i tehdy, není-li G mapa.) Protože každý trojúhelník mapy -M"max obsahuje právě 
jednu hranu z G a každá hrana z 6? je nej výše ve dvou trojúhelnících, je sz(MmSbX) ^ 
<; 2(2ax + 2a2 — 4), čili 5 <̂  2(2ax + 2a2 — 4) + 84(iřmax); podle (2) je s <£ 
<I 3ax + 3a2 + a3 — 6 a podle Eulerovy věty %(MmSLX) <1 4ax + 4a2 + 2a3 ~~ 8. 
Vzhledem k (1) je důkaz hotov. 
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Pe3K)Me 

OB O^HOM 9KCTPEMAJIBHOM nJIOCKOM TPAcDE 

MPHffl CEflJIAHEK (Jiří Sedláček), npara. 

(nocTyniiJio B pejraKipiio 24/XI 1955 r.) 

Пусть дано к натуральных чисел а17 а2, ..., ак (к 2> 2); пусть 2 <^ ах <^ 

^ а2 ^ • • • ^ аъ 2 а* " п- картой, соответствующей числам аи мы на-
1 = 1 

зовем каждый связный плоский граф без концевых ребер и без мостов, со­
стоящий из п узлов, подразделенных на к групп А1У А2, . . ., Ак с а19 аа, . . ., ак 

элементами и не содержащий ни одного ребра ху для х е А{7 у е А{ (1 <^ 
<1 I <1 к). Такую карту с минимальным (соотв. максимальным) числом 
ребер мы обозначаем через М т 1 п (соотв. М т а х ) . Число ребер карты М обоз­
начим через %(М). 

А. Эррера [1] доказал, что для к = 2 будет %(Мтйх) = 2ах + 2а2 — 4. 

В настоящей работе мы доказываем теоремы: 
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!• Х(Мт[п) = тах(2а*; п). 

2. МтйХ разделяет плоскость на треугольные или четырехугольные 
*тах 

области. 
3. Для к = 3 будет 

х(МтйХ) = т т ( 3 а х + Заа + За3 — 6; 4ах + 4а2 + 2а3 — 8) 

Zusammenfassung 

ÜBER EINEN EXTREMEN EBENEN GRAPHEN 

J l ß l SEDLÄÖEK, Praha. 

(Eingelangt am 24. November 1955.) 

Es seien av a2, ..., ak gegebene natürliche Zahlen (k I> 2), wobei 2 <^ ax <L 
k 

<I a2 <1 . . . <I afc, 2 a t = ^- -AJts e m e (zu den Zahlen at gehörige) Karte be-

zeichnen wir jeden zusammenhängenden ebenen Graphen mit n Knotenpunkten 
ohne Endkanten und ohne Brücken, dessen Knotenpunkte in k Klassen Aly 

A& ..., Ak mit aly a2, ..., ak Elementen eingeteilt sind, wobei keine Kante xy 
für xe Aiy yzAifi-^i^Lk) existiert. Als Minimalkarte Mmin (resp. Maximal­
karte Mm&x) bezeichnen wir so eine Karte, die eine minimale (resp. maximale) 
Anzahl von Kanten besitzt. Es sei %(M) die Anzahl von Kanten für die Karte M. 

A. ERRERA [1] hat bewiesen, dass %(Mm2iX) = 2ax + 2a2 — 4 für k = 2 ist. Die 
vorliegende Arbeit enthält folgende Sä tze : 

!• Z^min) = m a x (2 a*; * ) • 

2. Die der Karte Mm&x entsprechenden Elementarflächen in der Ebene sind 
Dreiecke oder Vierecke. 

3. Für & = 3 gilt 

X(Mm&x) =-= min (3ax + 3a2 + 3a3 — 6; 4ax + 4a2 + 2a3 — 8). 
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