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éasopls pro p¥stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

0 JEDNOM EXTREMNTM ROVINNEM GRAFU

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Doslo 24. listopadu 1955.) DT:513.34.001

Tento pispévek z theorie grafi navazuje na prici A. Errery, zobec-
fiujici problém tii studni.

Je zndma tato iloha: Jsou t¥i domy a t¥i studng; nelze vést nep¥etinajici se
cesty tak, aby kazdy dim byl spojen s kaZdou studni (viz [2], str. 32).

Ulohu zobecnil A. ERRERA [1], kdy% dokazal vétu: Jsou-li z,,z,, ..., T3
Y1> Yos -+ Yq, bOdy roviny, pak z a,a, obloukd zy, lze sestrojit nejvyse 2a, +
+ 2a, — 4 oblouki, aniz by vznikl priseéik oblouki (2 < e, < a,). Nejmensi
potet priseéniku, které vzniknou, vedeme-li zde vSech a,z, oblouki a %4da-
me-li, aby Zadné t¥i z nich nemély spoleény vnitini bod, uréil K. Zaran-
kiewicz?).

V tomto ¢lanku se m. j. uréuje maximéalni podet oblouki, které spojuji body
pYnz (1150, 1S5S a, 1S 1< a5, 25 0 S 0y S ag), P Semi se
piipoustdji jen oblouky zy; z.2; ¥,2,.

BudiZz dano k pfirozenych &isel a;,a,, ...,a4 af 2< 0, < a, < ... < @y,
k

z a; = n. Je-li v roviné E, zvoleno » riznych bod, sestrojme rozklad této mno-
i1

#iny na k podmnozin 4,, 4,, ..., 4;, kde a, je polet prvki v 4;. Dale sestrojme
rovinny graf, ktery ma tyto vlastnosti:

1. Mnozinu jeho uzli tvofi zvolenych » bod.

2. Je-li zy jeho hrana, af pro #4dné 4 neni soudasng ze 4,, ye A4,.

3. Graf je souvisly, nemé koncové hrany ani most.2)

Takovy graf nazveme mapou. Budiz I mnoZina map (p¥islusnad k &islim
a,, @y, ..., a;). Je ziejmdé M + 0. Pomoci mapy lze definovat rozklad roviny E,
na oblasti homeomorfni s kruhem. Je-li 2 jedna oblast v E,, oznatme E; — Q
jeji komplement. BudiZ (M) poéet hran mapy M ¢ M. Mapu o minimalnim

1) Fundamenta Math., 41, 137—145, 1954.
%) Tak nazyvéme hranu, po jejim¥ vynechéni se porusi souvislost (viz [3], str. 179).
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(resp. maximalnim) poétu hran nazyvéme minimdint (resp. mazimdini) a ozna-
Sujeme M, (resp. M,,.). Podle Eulerovy véty je podet oblast, na né% se po-
moci M rozpadne Ky, roven y(M) — n + 2 = s. Oblast, jejiZ hranice je tvorena
r hranami, se nazyvé r-ihelntk. Plati

Véta 1. y(M ;) = max (2a;; n).

Dukaz. ProtoZe z kaZdého uzlu mapy M e M vychézeji aspoii dvé hrany,

k
plati 2x(M) > z 2a; &ili y(M) > n.

—1
I. Budiz a, < z ;. Dokézeme, %e y(M,; ) = n. Sestrojme v rovind n-tihel-

nik. Lze pevné ozna,c;lt a; jeho vreholu za prvky z 4, tak, Ze uvniti kazdé hrany
vzniklého a;-thelnika lezi asponi jeden vrechol piivodniho n-thelnika. Oznadme

k—1

libovolné téchto » — a, vrcholi jako prvky z U A; ale tak, aby a; jich bylo

v mno%ing 4; (1 < ¢ < k — 1). Rekneme nyni, ze dva. sousedni vrcholy n-ihel-
nika tvori kontakt patm -li téZe mnozing 4;. Existuje jist& situace s minimélnim
podtem kontaktt. Tento pocet je pak nula; kdyby totiZ p¥i tomto minimu exis-
toval kontakt, ktery tvoii dva sousedni vrcholy z,, z, leZici v 4;, provedme
tuto dvahu:

Existuje hrana n-tGhelnika, jejiz z4 dny koncovy vrchol nelezi v 4;. V opad-

ném piipad$ by totiz bylo 2a; = n

Z a; ¢ili bud a; > a, (spor s pfedpo-

kladem a; < @) nebo k=2, j=1, a, = a, (spor s existenci kontaktu).
Zminénou hranu oznadime 4. ZruSme nyni vrchol z, € 4;, rozpulme hranu A
a novy vrchol ozna¢me jako prvek z A4;. Poéet kontakti se tim zmensi o jeden,

COZ je Spor 8 minimalitou
—1

II. Budiz a; > 2 a;. Pak pro M € M je x(M) = 2a,, nebof z kazdého vrcholu
leziciho v 4, vychaze]l asponl dvé razné hra.ny Indukei podle a, ¢tendi dokaze,

te y(M,,,) = 2a, (indukce zadind u @, = Z a;).

Véta 2. Oblasti, pFislusné k mammalm mapé, jsou trojihelniky mebo &tyr-
whelniky.

Dikaz. Kdyby existovala oblast £2 o delsf hranici, miZeme oznadit pét po
fad® sousednich vrcholi hranice z, y, 2, w, v. Af ze 4, . Pak pro y, u plati bud
Iyed;,,ue A, nebo Il. ye 4, ue Aj (i, + 45 + 15 + 1,).

I. V prvnim p¥ipad® neni v e 4;,. Existuje tedy v E; — Q hrana yv. Déle
vidime, %e neni z € 4;. Podle Jordanovy véty neexistuje v B, — Q hrana zu,
tedy existuje v 2 (spor).

IT. V druhém piipad$ existuje v B, — Q hrana yu. Déle je bud 1. ve 4,
(41 # 4,) nebo 2. ve 4,.
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1. Je-li ve 4;, existuje v 2 hrana zv (spor).

2. Jellive A;, existuje v E, ~ 2 hrana yv, proto tam nemiZe existovat
hrana zz ani zu, tedy aspoil jedna z nich je v 2 — podle toho, kam patii
(spor).

Poznamka. Pro k = 2 plyne odtud, Ze v8echny oblasti jsou étyrihelniky.

Véta 3. Je-li k = 2, md mimumdlni (resp. mazximdlni) mapa 2a, (resp. 2a, +
+ 2a, — 4) hran. Jeli —a, +a, +2 <s<a, + a, — 2, existuje mapa
M ¢ M o s oblastech.

Dikaz. Tvrzeni o minimdlni mapé plyne z véty 1. Errera [1] dokdzal, Ze
maximéilni mapa mé 2a, + 2a, — 4 hran. Podle Eulerovy véty mé minimalni
(resp. maximalni) mapa — a, + @, + 2 (resp. a, + @, — 2) oblasti. Budiz
—a ta+2<s<a +a,— 2 a predpoklidejme, Ze existuje mapa
M e M, ktera méd s — 1 oblasti. Tyto oblasti jsou r-thelniky se sudym r.
Nejsou to v8ak vesmés &tyrihelniky, nebof pak by 4(s — 1) = 2y(M’) &ili
podle Eulerovy véty

2s — 1) = y(M') = (a, +ay) + (s — 1) — 2,
6ili s = a; + a, — 1 (spor). Existuje tam tedy oblast 2, kterd m4 asponl Sesti-
dhelnikovou hranici. Oznadme x,, ¥;, Zs, Y5, 3, Y3 po Fadé sousedni vrcholy
na této hranici (z; € 4,, y; € 4,). KdyZ v B, — Q neexistuje hrana z,y,, sestro-
jime mapu M o s oblastech tim, ze v 2 vedeme hranu z,y,. Kdy% tato spojnice
existuje v E, = , neexistuje podle Jordanovy véty v E, — Q hrana y .z,
a tedy ji sestrojime v Q. Diukaz je podan.
Véta 4. Je-li k = 3, pak

2(M,...) = min (3a, + 3a, + 3a; — 6; 4a, + 4a, + 2a; — 8).
Dikaz. Pro M e M plati 3s < 2x(M) a podle Eulerovy véty
(M) + 2 — ay, — ay — ag) < 2x(M) &ili y(M) < 3a, + 3a, + 3a; — 6.

I Jeli a,< a3 <a, +a,—2, je tim spiSe —a, +a;, +2< a3 ap +
+ a; — 2 a muZeme sestrojit pomocnou mapu M (a;) definovanou pomoci Gisel
a,, a, a majici a; oblasti (v&ta 3). Do kazdé ze vzniklych oblasti umistime
jeden vrchol z mnoZiny A4, a spojime jej hranami se vSemi vrcholy oblasti.
Vznikld mapa M,(a;) e M mé viechny oblasti trojihelnikové, tedy mé 3a, +
+ 3a, + 3a; — 6 hran a je proto maximalni.

II. Je-li a3 > @, + a, — 2, dokédzeme, Ze y(M,,,) = 4a, + 4a, + 2a; — 8.
Mapa M,(a;, + a3 — 2) sestrojend podle bodu I mé 6(a, + a, — 2) hran. Je
mozné do jedné jeji (trojihelnikové) oblasti umistit a; — a; — @, + 2 bodi
(prvkd z 4,) a spojit je kazdy se dvéma vrcholy této oblasti. Vznikne mapa
M, e M, kterd mé podet hran dany &islem 6(a, + a; — 2) + 2(a; — @, — a, +
+ 2). Je tedy v

LM ppag) = 40, + day + 203 — 8. (1)
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Podle véty 2 je Mmax prvkem mnoZiny M map, jejiz oblasti jsou bud troj-
tihelniky nebo &tyrihelniky. Pro M ¢ M oznadme s,(M) (resp. s,(M)) podet troj-
dhelnikovych (resp. &étyrihelnikovych) oblasti mapy M. Plati 3s(M) 4
+ 48, (M) = 2x(M) ¢&ili 3s + (M) = 2y4(M), tedy podle Eulerovy véty
2(M) = 3(ay + ay + a3) — 6 — s,(M). Podle (1) je 3(a, + a; + a@3) — 6 —
— 84(Mmax) = 4a; + 4a, + 2a, — 8, &ili

Ss(Mpay) S @3 —ay — 0 + 2. (2)
V mapé M

e ZfuSme vrcholy leici v 4, a hrany z nich vychédzejicl. Vznikne
graf G, ktery podle véty 3 mé nejvyse 2a, + 2a, — 4 hran. (Odhad je spravny
i tehdy, neni-li G mapa.) Protoze kazdy trojihelnik mapy M., obsahuje pravé
jednu hranu z G'a kazd4 hrana z G je nejvyse ve dvou trojihelnicich, je s5(M .y ) <

< 2(2a, + 2a, — 4), &ili 8 < 2(2a, + 2a, — 4) + 84(Mp,,); podle (2) je s <
< 3a, + 3a, + a; — 6 a podle Eulerovy véty y(M ) < 4a; + 4a, + 2a; — 8.

Vzhledem k (1) je diikaz hotov.

max
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Peszwome
Ob OJIHOM SHCTPEMAJILHOM IIJIOCKOM T'PAOE

UPHN CEQJIAYEK (Jifi Sedladek), ITpara.
(Mocrynmio B peraxmmio 24/X1 1955 r.)

Ilycrs mano k& HaTypananx qncel a,, ay, ..., & (k > 2); myers 2 < a, <

<a, ... Za, z a; = n. Raproii, COOTBGTCTByIOHIel?I 9HCIIaM @;, MBI Ha-

30BeM Kam[(BIi CBABHEIN mocKui rpad 6e3 KoHNEeBHX pebep m 6e3 MOCTOB, CO-
CTOAALIMY M3 N Y3JI0B, IO pa3fie/ieHu X Ha k rpynn Ay, A,, ..., A ca,, ay, ..., a,
9JIeMeHTAMH W He cofiepskaumii HE ofHoro pebpa xy mma ze A, ye A, (1 <
< i < k). Takyoo Kapry ¢ MEHAMATBLHBEIM (COOTB. MAKCHMAJBLHBIM) YHCIIOM
pe6ep mMuI o6o3nauaem uepes M, (coorB. M,,). Uncno pebep xapter M 0603-
HaunM gyepes y(M).

A. Oppepa [1] goxaszan, uro A k = 2 6ymeT y(Mp,y) = 20, + 2a, — 4.

B macroamei#t pabore mMbl JOKa3bIBaeM TeOPeMbI:
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1. (M) = max(2a,; n).
2. M., pasdeasem nAOCKOCMb KA MPEY2oAbHble UAU YEMbIPEXY204bHblE
obaacmu.
3. [as k = 3 6ydem
2(Mp..) = min(3e, + 3a, + 3a; — 6; 4a, 4 4a, + 2a; — 8) .

Zusammenfassung

UBER EINEN EXTREMEN EBENEN GRAPHEN

JIRI SEDLACEK, Praha.
(Eingelangt am 24. November 1955.)

Es seien a,, a,, ..., a; gegebene natiirliche Zahlen (k > 2), wobei 2 < a, <
k
<a; <... <, > a;=n. Als eine (zu den Zahlen a; gehorige) Karte be-
t=1

zeichnen wir jeden zusammenhéngenden ebenen Graphen mit n Knotenpunkten
ohne Endkanten und ohne Briicken, dessen Knotenpunkte in k& Klassen A4,,
A, ..., Ay mit ay, ay, ..., a, Elementen eingeteilt sind, wobei keine Kante zy
firze A;, ye 4; (1 < ¢ < k) existiert. Als Minimalkarte M, (resp. Maximal-
karte M ,.) bezeichnen wir so eine Karte, die eine minimale (resp. maximale)
Anzahl von Kanten besitzt. Es sei y(M) die Anzahl von Kanten fiir die Karte M.

A. ERrERA [1] hat bewiesen, dass y(M,.,) = 2a, + 2a, — 4 fiir k = 2 ist. Die
vorliegende Arbeit enthilt folgende Satze:

1. (M) = max (2,5 7).

2. Die der Karte M,  entsprechenden Elementarflichen in der Ebene sind
Dreiecke oder Vierecke.

3. Far k= 3 gilt

A M pes) = min (3a, + 3a, + 3a; — 6; 4a, + 4a, + 2a5 — 8).
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