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Casopls pro plstovéni matematiky, rok. 81 (1956)

POZNAMKY K LISTINGOVEJ VETE O ROZKLADE GRAFU
NA OTVORENE TAHY

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Doslo dne 25. dubna 1955.) DT:513.84.001

.V ¢lénku sa dokazuji vety pre pravidelné grafy nepérneho stupiia,
navézujice na Listingovu vetu o rozklade grafu na otvorené fahy.

1. Z4kladné pojmy a definicie

O pojmoch graf, koneény graf, pravidelny graf n-tého stupiia, ¢iastoény graf
grafu, faktor grafu, komponenta grafu, predpokladam, Ze st zname; ich definicie
najde ditatel napr. aj v mojej praci: O istych rozkladoch grafu, Matematicko-
fyzikdlny dasopis SAV, 1955, &s. 3. Niektoré dalsie definicie pripomeniem, iné
zavediem.

Postupnost prvkov Iubovolného koneéného grafu ¢

T =y hyg, U, hog oo, hy_q 0y Un
nazyvame fahom v grafe G, ak plati: a) » > 2; b) u, (1 = 1, 2, ..., n) stiuzly a
hiipy 0 =1,2,...,,n — 1)s0 hrany grafu G; c) hrana %, ., je incidentnd s uzla-
mi u;, %;,, & je u; + u;,,; d) ITubovolnd hrana grafu G sa vyskytuje v postup-
nosti T’ najviac raz.

Hovorime, %e fah 7' je otvoreny, resp. Ze je uzavrety podla toho, & je u, + u,,
alebo je u, = u,. Otvoreny fah, v ktorem aj kaZzdy uzol grafu G sa vyskytuje
najviac raz, sa nazyva cestou spojujicou uzly w,, ,. Uzavretému tahu 7', v kto-
rom u, = u,, ale pre vietky ostatné dvojice uzlov u;, u; plati ; + u;, ak je
¢ %+ j, hovorime kru#nica.

Pri niektorych tdvahdch je dolezité rozliSovat uzly, s ktorymi je hrana vysky-
tujica sa v postupnosti 7 incidentnd tak, Ze uzol, ktorého oznadenie mé nizsf
_(resp. vy&¥i) index, povaZujeme za poliatoény (vesp. koneény) uzol hrany v tahu.
Postupnosti prvkov _ _

Uys By Ugy ooy Py my U s
Upy P30 Un—1y - os Bag, Uy
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popisujti potom sice ten isty (neorientovany) ah, ale s réznym smyslom postupu
(v fahoch otvorenych) resp. s réznym amyalom obiehania (v tahoch uzavre-
tych).

2. Listingova veta o pravidelnych grafoch nepirneho stupiia

‘Je zndma t4to veta vyslovend Listingom a dokézané po prvy raz Lucasom
(ListiNg, Vorstudien zur Topologie, Gottinger Studien, 1847, str. 60; Lucas,
Recreations Mathématiques I, str. 239): Ak koneény sivisly graf G md prdve
2n (> 0) uzlov nepdmeho stupiia, vtedy existuje taky systém otvorenych fahov
{T,,T,,...,T,}, %e kaZdd hrana grafu G je hranow prdve jednoho tahu. Syatém
8 takymito vlastnost‘amz obsahuje najmenej n fahov.

PoukéZeme v dalSom na isté moZnosti sprisnenia poZiadaviek na rozklad
grafu na otvorené fahy pre tie pravidelné grafy nepdrneho stupﬁa ktoré majt
lineérny faktor.

Veta 1. Nech G je koneény pravidelny graf (2x + 1)-ého stupria (x > 0) o 2n
wuzloch, ktory md asport jeden linedrny faktor L; potom existuje systém otvorenyjch
tahov {T,, T,, ..., T,}, ktoryy md tieto viastnosti:

«) KaZdd hrana grafu @ je hranou prdve jednoho tahu systému.

B) KaZdy tah obsahuje rovnaky polet (2x + 1) hrdn.

v) Ka#dy tah obsahuje prive jednu hranu e L a tdto hrana svojim poradim je
prostrednow hranou tahu.

Dokaz. Ak zrudime v grafe G vietky hrany linearneho faktora L, vznikne
z grafu @ isty pravidelny graf G 2z-tého stupiia. Je znama veta (pozri KoNiG.
Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig, 1936, str. 204),
KaZdy pravidelny graf pdrneho stupiia moZno rozloZit na faktory druhého stupiia:

Nech tedy G, = F,F, ... F, je rozklad grafu G, na z faktorov druhého stupiia.
Kaidy z faktorov F; (i = 1, 2, ..., ) pozostdva z kruZnic (pretoZe graf G, je
koneény, pozri Konig str. 18, veta 28). Oznaéme znakom M, mnozinu kruznic
faktora F';. Zvolme pevne pre kazdu kruZnicu K ¢ M, smysel obiehania v tejto
kruZnici a priradme kazdému uzlu w kruZnice K ti hranu, ktorej koneénym
uzlom (resp. ktorej pociatoénym uzlom) pri zvolenom smysle obiehania je uzol
u. Je zrejmé, %e kazdym z uvedenych dvoch sposobov priradenia hran k uzlom
je kazdému uzlu kruZnice K priradend prave jedna hrana a dvom réznym uzlom
v tom istom priradeni si priradené rozne hrany. Ak tymto spdsobom preve-
dieme priradenie hran k jednotlivym uzlom vo vSetkych kruZniciach faktora F,,
dostaneme tak isté zobrazenie @, (resp. ;) mnoZiny vSetkych uzlov grafu @
na mnoZinu hran faktora F; (1 =1, 2,..., ).

"V zobrazeniach @, @;, ..., ¢, (resp. ¥y, Yo - -, Y;) Méme zarudené, Ze mnoZiny
obrazov v dvoch roznych zobrazeniach ¢; *+ @; (resp. ; + v;) st disjunktné
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a %o stidet mno¥in obrazov Zcpi(U), resp. Sv,(U), kde U je mno¥ina 'véétkych;
: i=1 i=1 .
uzlov grafu @, je mnoZinou vietkych hran grafu G,.

Linedrny faktor L (vzhladom na to, e @ m4 2n uzlov) mé » hrin. Oznaéme
tieto hrany znakmi h,, h,, ..., h,. Sostrojme z prvkov grafu G postupnost:

(*
Vs fx,m—l: Ve—-1s fz—l,x—a: ceny fl,o) Vo, hs, Wos Jo.10 W1 J1,25 <+ s Jz—1,20 W (*)

takto: Nech %, je Iubovolnd pevne zvolens hrana linedrneho faktora L; v,, w;
uzly, s ktorymi je hrana A, incidentna. Ustdlme hrany f;;_;, g:-1,: & uzly v,, w,
v postupnosti (*) postupne pre i = 1, 2, ..., z podla ustdlenych uZ uzlov v;_,,
w;_, tak, aby platilo:

fiao1 = @i(viy), v; = 'Pi_l(fi,i—l) » Ji1i = @i(Wiy), W= 'I’i—l(gi—l,i) »

to jest f;;, (resp. g;_, ;) nech je hrana, ktord je obrazom uzla v;-, (resp. uzla
w;_,) v zobrazeni ¢; a v; (resp. w,) nech je uzol, ktory je vzorom hrany f;;_,
(resp. hrany g;_,;) v zobrazeni y;.

Postupnost (*) je fah o 2z + 1 hranéch, pri¢om %, je hrana linedrneho faktora
a hrany f;;_,, g;_,; 8 hranami kvadratického faktora F,, lebo (*) md zrejme
vlastnosti a), b), ¢), a Ze m4 tiez vlastnost d) poZadovani od tahu, je zrejmé
z tejto Gvahy: Uzly v,, w, st dva rozne uzly a preto aj hrany faktora F,, ktoré st
obrazmi uzlov vy, w, v zobrazeni ¢,, t. j. hrany f; o; go, st rozne. Vzory tychto
hréan v zobrazeni y,, t. j. uzly v,, w, st potom opéf dva rézne uzly. Opakovanim
tejto ivahy postupne pre ¢ = 1, 2, ...,  zistime, Ze o dvoch hranach postup-
nosti z toho istého faktora F; plati f;;_y # g:_1,i, Z ¢oho pre uzly v;, w; vyplyva
v; # w; (t=1,2,...,2), ¢iZe hrana grafu G sa v postupnosti (*) vyskytuje
najviac raz, priom prive jedna hrana linedrneho faktora je hranou postup-
nosti (*) a to svojim poradim prostrednou hranou postupnosti. Pretoze v, + w,,
je (*) tah otvoreny.

Hrana kb, vSak bola Tubovolnd, pevne zvolend hrana linedrneho faktora.
Teda ku kaZdej hrane linedrneho faktora L moZno popisanym postupom podla
zobrazeni g@;, y; jednoznadne skondtruovaf otvoreny fah o 2z + 1 hranich.
Oznadme znakom 7', fah konstruovany pre hranu h,e L.

I. Tvrdim: Zubovolnd hrana grafu G sa vyskytuje najviac v jednom tahu T,.

Predpokladajme naopak, Ze existuje hrana hk,, ktord sa vyskytuje aspoii
v dvoch tahoch 7', T, (@ * b;a,be {1, 2, ..., n}). Hrana b, neméze byt hranou
linedrneho faktora L, lebo T',, T', sti skon&truované tak, %e obsahuji po jednej
hrane linedrneho faktora. Nech teda %, je hranou kvadratického faktora F,
(i = 1, 2, vony :L‘).

Oznaéme znakom u,., (resp. i&,) uzol incidentny s hranou k,, ktory je vzorom
hrany %, v zobrazeni @; (resp. y,).
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A) Nech ¢ = 1. Z konstrukcie fahov T',, T', je zrejmé, Ze uzol u,_, = u, je
incidentny s hranou %,¢ 7T, aj s hranou A, e T',, ktoré st hranami linedrneho
faktora L. PretoZe s ITubovoInym uzlom je incidentnd prdve jedna hrana lineér-
neho faktora, je nutne &, = h,, o je spor.

B) Nech i > 1. Z konstrukcie tahov 7',, T', je zrejmé, %e uzol u,_, je vzorom
istej hrany A(1) z faktora F,;_, v zobrazeni y;_,, ktord je nutne hranou oboch
uvedenych fahov. Tedy z existencie hrany, ktora je spoloénd obom tahom
a je hranou faktora F;, vyplyva existencia hrany faktora F;_,, ktord je taktieZ
spoloénad obom fahom. Ak opakujeme ttto dvahu (s — 1)-krat, zistujeme, Ze
v grafe G musi existovat hrana A(7 — 1) kvadratického faktora F,, ktora je
spoloéna tahom 7',, T',. To v8ak, ako sme ukazali v A), nie je moZné. Dva rozne
tahy 7,, T, nemdzu mat preto spoloéni hranu.

II. Tvrdim: KaZdd hrana sa vyskytuje aspor v jednom tahu z tahov T; (1 =
=12...,n).

Kaidy z » tahov 7'; (1 = 1, 2, ..., n) obsahuje prave 2z + 1 hran. PretozZe
Ziadna z hrén nevyskytuje sa vo viac ako v jednom fahu, obsahuji vietky
tahy 7', spolu (2 + 1) » hran. Pravidelny graf (22 + 1)-ého stupiia o 2n uzloch
obsahuje vSak prive (2z + 1) n hran. Preto v fahoch 7'; musi sa vyskytovat
ka%d4 hrana a podla I kazdd prave raz.

Systém otvorenych tahov {7, T, ..., T',}, ktory sme skonstruovali, mé teda
vlastnosti a), ), Y), ¢o bolo treba dokdzat.

Poznamka 1. Je zrejmé, Ze graf mdze obsahovat linedrny faktor len vtedy,
ak podet jeho uzlov je parny. Této podmienka je v pravidelnych grafoch
neparneho stupiia vidy splnend. Je zndme, Ze v grafe moze existovat viac ako
jeden linedrny faktor, na druhej strane existuji pravidelné grafy nepdrneho
stupiia, ktoré nemaju linedrneho faktora.

Poznamka 2. Z dokazu vety 1 je zrejmé, Ze pre kaidy linearny faktor L
a pre kaidy rozklad grafu G, na kvadratické faktory existuje najmenej x!
systémov fahov poZadovanych vlastnosti, pretoZe existuje ! roznych oznadeni
kvadratickych faktorov, od ¢oho zrejme je zévisly vysSie uvedenym spésobom .
konstruovany systém. Podet réznych systémov (pri danom L a danom rozklade
grafu G, na kvadratické faktory) je v8ak z pravidla vysii nez !, pretoZe okrem
volby poradia jednotlivych kvadratickych faktorov mé vplyv na konstrukeciu
systému aj volba smeru obiehania v jednotlivych kruZniciach toho ktorého
kvadratického faktora. Problém stanovenia poétu réznych linedrnych faktorov
v grafe G a tie% stanovenia poétu réznych rozkladov grafu G, na kvadratické
faktory je velmi sloZity a nie je uspokojivo rieSeny. Stanovenie podtu réznych
systémov otvorenych tahov poZadovanych vlastnosti by si vSak vyZadovalo
okrem uvedeného eSte aj znalost pottu kruznic v jednotlivyeh faktoroch toho
ktorého rozkladu grafu G, a nemdme pritom zarudené, Ze popisand konstrukcia
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vyderpiva vietky mo#nosti. Pri d6kaze vety 1 sme si vak vyty¢ili o mnoho
skromnejif ociel: dokdzaf, Ze za podmienok vo vete uvedenych existuje aspoii
jeden hladany systém.

Veta 1 ndm hovori, %e z existencie linedrneho faktora v koneénom sivislom
pravidelnom grafe neparneho stupiia vyplyva existencia systému otvorenych
tahov s vlastnostami a), B), v). Natiska sa prirodzene otdzka, & z existencie
systému otvorenych tahov 7', ktory m4 vlastnosti «), B), v pravidelnom koneg-
nom stivislom grafe @, nevyplyva existencia aspoii jednoho linedrneho faktora.
Ze v pripade 2z + 1 = 3 je tomu tak, hovori této veta:

Veta 2. Nech G je koneiny pravidelny graf tretieho stupria o 2n uzloch a nech
existuje systém otvorenyjch tahov T = {T,, T,, ..., T,} v grafe G, ktory md tieto
vlastnosti: «) kaZdd hrana grafu G je hranou prdve jednoho tahu systému, B) kady
tah obsahuje prdve tri hrany, potom v grafe G existuje aspor jeden linedrny faktor L.

Dékaz. Ciastoény graf grafu @ pozostavajici z hran a uzlov fahu 7'; ozname
znakom @;. Graf G; mé prave tri hrany, ktoré netvoria kruZnicu o troch hra-
néch, lebo ind¢ by fah 7'; nebol otvoreny. Teda G; bud neobsahuje Ziadnu
kruZnicu (prvy pripad), alebo obsahuje kruZnicu o dvoch hranich (druby pri-
pad). V prvom pripade jedna z hran grafu G, je incidentnd s dvoma uzlami
druhého stupiia v G; (oznadéme tito hranu znakom k) a zbyvajice dve hrany st
incidentné s jednym uzlom prvého a s jednym uzlom druhého stuptia v G,.
Ak G, obsahuje kruZnicu o dvoch hrandch (druhy pripad), vyberme pevne Iubo-
volni z nich a oznaéme ju znakom k,. Hrana A, je incidentnd v tomto pripade
s jednym uzlom tretieho a s jednym uzlom druhého stupiia v G,.

Tvrdim: MnoZina hrdn H = {hy, h,, ..., h,} je mno¥ina hrdn istého linedrneho
faktora L grafu G.

Doékaz tvrdenia. Je treba dokézat, ze kaZzdy uzol grafu je incidentny préve
8 jednou z hrdn mnoZiny H. DokéZeme najprv, Ze Ziadny uzol grafu G nie je
incidentny s viac ako s jednou hranou mnoziny H, t. j., Ze Ziadne dve hrany
z H nie st incidentné s tym istym uzlom. Predpokladajme naopak, Ze existuji
hrany k; % h; v H, ktoré st incidentné s uzlom %. Uzol u je incidentny podla
predpokladu najmenej s dvoma hranami grafu G; a najmenej s dvoma hranami
grafu G, a pretoze G; a G; nemaji spoloénych hrin, znamens to, Ze uzol u je
incidentny najmenej so 8tyrmi hranami grafu G. To je v8ak spor, lebo G je podla
predpokladu pravidelny graf tretieho stupiia. Teda Ziadne dve hrany z H nie st
incidentné s tym istym uzlom v G. DokéZeme teraz, %e kazdy uzol v @ je inci-
dentny s jednou hranou mnoziny H. KaZd4 z » hrdn mnoZiny H je incidentné
prave s dvoma uzlami a teda hrany mnoziny H si incidentné spolu s 2n uzlami,
lebo Ziadne dve hrany € H nie st incidentné s tym istym uzlom. MnoZina uzlov
incidentnych s hranami mnoziny H mé prave 2n uzlov grafu G. Graf G mé viak
podla predpokladu prive 2n uzlov, teda kaZdy uzol z G je incidentny prive
8 jednou hranou z H. Preto H je mnoZina hrén linedrneho faktora grafu G.
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Veta obdobni vete 2 pre z > 1 viak neplati. Existuji toti% také koneiné
pravidelné grafy (2x + 1)-¢ho stupiia, v ktorych existuje systém otvorenych
tahov s vlastnostami «), B), ktoré nemaju linedrny faktor. Uvedme aspoii jeden
priklad pre z = 2. Graf znédzorneny na obrazku je konedny, pravidelny sivisly

&
%Q

u
B

Obr. 1.

graf piateho stupiia a da sa rozloZif na systém otvorenych tahov s vlastnostami
), ), ale mé také dve hrany (%, '), ktoré nie st hranami Ziadnej kruZnice a s
incidentné s tym istym uzlom u grafu, t. j. mé dva mosty incidentné s uzlom u,.
preto (pozri Konig, str. 195) nemé linedrneho faktora.

3. Nutnid podmienka pre existenciu systému otvorenych tahov s rovﬁakfm
poétom hran

Odvodme si eSte jednu podmienku (nutni) pre existenciu systému 7' o vlast--
nostiach «), f) v koneénom pravidelnom grafe (2 + 1)-ého stupiia.

Veta 3. Koneény pravidelny graf G (2 + 1)-ého stupria moéno rozloZit v systém.
T otvorenych tahov o viastnostiach o), B) len vtedy, ak v G niet takého uzla, ktory je:
incidentny s viac ako x mostama.

Poznamka 3. Pod mostom rozumie sa takéd hrana grafu, ktora nie je hranou
Ziadnej kruznice grafu. Je zndme, %e ak v grafe G, ktory mé most, zrudime-
tento most, vznikne taky graf @', v ktorom komponenta z @, v ktorej sa zrusil
most, rozpada sa na dve komponenty v @'. Tieto komponenty nazyvaji sa.
brehy mostu. Je tiez zndme, %e kazdy breh mostu m4 prave jeden uzol incidentny-
8 mostom (Konig, str. 179).

Prv nez prikroéime k dékazu vety 3. dokéZeme si eSte tito pomocni vetu:.
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Vm 4: Nech @ je konebny pravidelny - graf (2x + 1)-ého stupia o 2n uzloch;

= {T); Ty, ..., T»} systém otvorenyjch tahov o viastnostiach «), B) a h istyj most
gm/u G. Nech T, je ten tah systému T', kioryj obsahuje hranw h, viedy plati: Kady
breh mostu h obsahuje prdve x hrdn z tahu T',.

Dékaz. Ozndéme znakom B,, B, brehy mosta h, znakom G’ graf, ktory
vznikne z G zruSenim mosta k. PretoZe hrana 4 je incidentnd s dvoma uzlami,
budi v grafe @' vietky uzly okrem uvedenych uzlov opif stupiia 2z + 1, uzly
incidentné v @ s hranou A budi mat v @& stupeii 2x. Oznadme znakom m,
(vesp. my) podet uzlov brehu B, (resp. B,).

Je zndme, %e dvojnésobok podtu hrdn komponenty dostaneme tak, ked séi-
tame stupeii vietkych uzlov komponenty. Teda o polte g, (resp. g,) hran brehu
B, (resp. brehu B,) plati:

29, = (22 + L)(my — 1) + 22, 1
= (22 + 1)(my; — 1) + 22. (2

Z rovnic (1), (2) je zrejmé, Ze plati m, = 1 (mod 2); m, = 1 (mod 2) &ize m; =
= 20, + 1; mg = 2n, + 1, kde n,, n, st éisla celé. Rovnice (1), (2) moZno preto
upravif na tvar:

gr=n(2x +1) + =, (3)
gz =1ny(2x + 1) + . (4)

PretoZe &iastotné grafy B,, B; grafu @ nemaji spoloénych hréan ani spolo¢-
nych uzlov a stivisia len cez hranu 4, existuje najviac jeden tah 7' taky, ktory
obsahuje hrany aj z B, aj z B,. Tedy s vynimkou najviac jednoho tahu systému
vietky hrany fahu patria bud do B,, alebo do B,, alebo (ak ¢ m4 viac kompo-
nent) ani do B, ani do B,. Z toho vyplyva, Ze hrany v B, (resp. v B,) patria
k n, (resp. k ng) roznym fahom € 7T'. Zbyvajtcich « hran v B, a « hrén z B, nutne
spolu s hranou & tvoria isty fah ¢ 7'. Kazdy breh mosta % obsahuje preto prave
z hrén fahu T, ¢ T, o bolo treba dokézat.

Vykonajme teraz ddkaz vety 3. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety 3,
Ze existuje konedny pravidelny graf @ (2z + 1)-ého stupiia, ktory mozno roz-
lozit na systém T' = {T'y, T, ..., T'»} o vlastnostiach a), 8), pritom v @ existuje
uzol u, ktory je incidentny s mostami &, ks, ..., k,; (¥ > ). Podet hran inci-
dentnych s uzlom u, ktoré nie si mostami (2 + 1 — ¥) je mensi, ako podet
mostov incidentnych s u.

Oznaéme znakom wu; £ % druhy uzol, s ktorym je hrana &, incidentnéa
a znakom B; ten breh mosta k;, ktory obsahuje uzol u;, znakom B, breh mosta
h;, ktorj'obsahuje uzol % (je to zrejme breh, ktory je spoloény vietkym mostom
hi i =1,2,...,9) a napokon znakom 7, fah systému T, ktory obsahuje hra-
muh,. - :
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- Podla vety 4 prave x hrén z fahu T',, patri do B,, a pretofe A, je hranou 7, .-
musi mat B, aspoi jednu hranu z 7', , ktor4 je incidentné s uzlom u. Teda v B,
existuje najmenej y hran incidentnych s uzlom u. To je viak spor, lebo B, ma
prave 2z + 1 — y takych hrdn a za predpokladu, Ze plati ¥y > z, je nutne
2r—y +1<y. |

Predpoklad existencie uzla % incidentného s y (y > z) mostami grafu
viedol ku sporu. Preto ak graf G mé uzol incidentny s viac ako x mostami,
neexistuje v fiom rozklad na systém otvorenych tahov 7' o vlastnostiach «), g).

Pozndmka 4. U skimanych grafov neuplatnili sme poziadavku stvislosti,
neomedzili sme sa len na sivislé grafy, ako je tomu v Listingovej vete. Casto
pri uvahich podobného druhu skima sa ka#dd komponenta grafu osobitne
a potom dokazuji sa vety pre grafy s viacerymi komponentami. V nafom pri-
pade ukazalo sa Géelnej8im upustit od poziadavky stvislosti a skratili sme tak
cestu ku zovSeobecneniu.

PeszoMme

3AMEYAHUA K TEOPEME JIUCTUHT'A O PA3JIOREHUN T'PADA
HA OTHPBHITBIE BETBU

AHTOH KOIIUT (Anton Kotzig), Bparncuasa.
(ITocrynmao B pegaryuio 25/IV 1955 r.)

B craThe OKABHBAITCA CiIeAyIOM{Ae TeOpeMbi, IPAMBIKAOUEe K H3BECT-
HOIT Teopeme JlmcTmHra:

1. IIycts @ — KoHeuyHH# peryaapHH rpad (2 4 1)-0ii cremenm (x > 0)
¢ 2n BepmMMHAME, B KOTOPOM CYINECTBYeT XOTh OfMH JHHEHHHI MEOKHETEND L;
TOTZIa CYW[ECTBYT CHCTEMA OTKPHITHIX BetBeil 3 = {Z,, Z,, ..., Z,} co cje-
AYIOLUMMHA CBOACTBAMHA:

a) Hampnoe peGpo rpaga ssiaserca peGpom B TOYHOCTH OJHOM BeTBH n3 L.
6) Bce BerBH copmepKat OIMHAKOBO® 9HCII0 pe6ep 2z + 1.
B) Hampas Bersb COReP/HT B TOYHOCTH OJHO pebpo u3 L.

2. Ilyers G — KOHeuHH CBASHHI pery/JAPHHE rpad TpeThei c'renelm
¢ 9YeTHHIM YMCJIOM 27 BepPIHIH H HYCTh CYIIECTBYeT CHCTOMA OTKDHITHX BETBei.
3 =1{Z,, Z,, ..., Z,}, umeomas cjexyioumne cBoicTBa:

a) Hampmoe pebpo rpada G asnserca peOpoM B TOYHOCTH OXHON BeTBH M3 3.
6) Hasxpmas BeTBB COMleP:KHT B TOYHOCTH TpU pebpa.
Torpa B rpade G cymecTByer XoTs OBl ONMH JTHHEHHBIN MHOMHATEINb.
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.- Teopema, amamormunas Teopeme 2 maa rpada (2z + 1)-oif cremenm, rae
:c\>'1, HO EMOEeT MecTa.

" 3. Homeunmit perynsapumit rpad (2z 4 1)-0#f cTeneHH MOMHO Pa3JIOKHUTH
Ha CHCTeMY OTKPHTHX BeTBedl 3 co cBoiicTBamm a), 6) TombKo ToOrAa, ecinm G He
COMIeP’KHT TAKO BOPIIMHH, KoTopas Owia Ok MHmUAeHTHOH ¢ Gosee, 4eM ¥
MOCTAMH.

Zusammenfassung

BEMERKUNGEN ZUM LISTINGSCHEN SATZ
UBER DIE ZERLEGUNG EINES GRAPHEN IN OFFENE ZUGE

ANTON KOTZIG, Bratislava.
(Eingegangen am 25. April 1955.)

In der Arbeit sind folgende Sitze, die sich dem bekannten Satz von
Listing ankniipfen, bewiesen:

1. Essei @ ein endlicher regulirer Graph (22 + 1)-ten Grades (x > 0), in dem:
die Anzahl von Knotenpunkten 27 ist und in welchem mindestens ein Faktor
ersten Grades L existiert. Dann existiert ein System von offenen Ziigen
8 =1{Z,,2,,...,Z,} mit diesen Eigenschaften:

a) Jede Kante des Graphen @ ist eine Kante genau eines Zuges aus 3.

b) Jeder Zug besitzt dieselbe Anzahl 22 + 1 von Kanten.

¢) Jeder Zug besitzt eine und nur eine Kante des linearen Faktors L.

2, Es sei G ein endlicher regulirer Graph dritten Grades mit 2n» Knoten-
punkten. Es existiere ein System von offenen Ziigen 3 = {Z,, Z,, ..., Z,} mit
folgenden Eigenschaften:

a) Jede Kante des Graphen @ ist eine Kante genau eines Zuges aus 3.

b) Jeder Zug besitzt genau drei Kanten.

Dann existiert im Graphen G mindestens ein Faktor ersten Grades.
" Der analogische Satz fiir einen Graphen (22 + 1)-ten Grades mit z > 1 ist
nicht giiltig.

3. Man kann einen endlichen reguliren Graphen (2z + 1)-ten Grades @ in

ein System 3 von offenen Ziigen mit den Eigenschaften a), b) nur dann zerlegen,
wenn @ keinen Knotenpunkt besitzt, der mit mehr als x Briicken inzidiert.
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