Casopis pro péstovani matematiky

Karel Rychlik
Theorie redlnych ¢isel v Bolzanové rukopisné poziistalosti

Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 81 (1956), No. 4, 391--395

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117222

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1956

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117222
http://project.dml.cz

Casopis pro p¥stovani matematiky, rot. 81 (1956)

THEORIE REALNYCH CISEL V BOLZANOVE RUKOPISNE
POZUSTALOSTI}) : '

KAREL RYCHLIK, Praha. _ v
(Doslo dne 28. kv¥tna 1956.) DT.511.2

V dosud vydanych Bolzanovych spisech je uvedena celd fada vét
o realnych é&islech. Tyké se to jeho prvnich praci z analysy ,,Der bino-
mische Lehrsatz... (1818)‘° a ,,Rein analytischer Beweis... (1817)
a jestd vice ,,Functionenlehre‘‘, uvetejnéné r. 1930 dlouho po Bolzano-
v& smrti. Ve Functionenlehre jsou odkazy na riznéd mista z rukopisi
dosud neuvetejndnych. V rukopise ,,Unendliche Zahlen- (Gréssen)-
begriffe (Zahlenlehre IT)‘ je systematicky zpracovéna theorie redlnych
éisel. V tomto ¢lanku autor o ni referuje. Tim se objastiuji mnohé
pojmy ve Functionenlehre pouZivané a vyjasiiuje se pavod nékterych
vét uvedenych tam bez dukazu.

1. Podle Bolzana nazveme nekonelnym E&iselnym vyjrazem vyra;z, v ném? je
nekoneéné mnoho zikladnich &iselnych operaci (séitani, odéitani, nésobeni
a déleni) provedenych na celych &islech. Bolzano to osvétluje priklady:

.. 1 1 1 1 ..
14243+ ...ininf., §~Z+§——T€+...mm£,

[ [ e

2. Mezi t&mito nekonednymi ¢iselnymi vyrazy jsou takové, 8, Ze lze k celému
¢islu kladnému ¢ urdit &islo celé p tak, Ze plati

2

s=2_.p g_pt1l_ 1
q+ 1 @ q (1)

1) Je obsaZena v odstavei ,,Unendliche Zahlen- (Grossen)begriffe‘‘, co¥ je &asti obséhlé
Bolzanovy _,,Grossenlehre‘‘. Bolzaniv rukopis je uloZen v Narodni knihovn¥ ve Vidni.
V archivu Cs. akademie jsou fotokopie, které obstaral M. Jadek.

Rukopis byl napsén asi v letech 1830—1835. Edvard Winter urfuje tak z dopisi, které
psal Bolzano svym Zdkum Fesslovi a Pfihonskému. Viz E. Winter: Bernard Bolzano und
sein Kreis, Lipsko 1933, kap. V (Sesky pieklad od dr Zderika Kalisty: B. Bolzano a jeho
kruh, Praha 1935) a od téhoZ autora: Leben und geistige Entwicklung des Sozialethikers
und Mathematikers Bernard Bolzano (1781—1848), Halle 1949.

Byl jsem povéfen prvnf sekef (sl. akademie v&d, abych opat#il opisy dosud neuvetej-
nénych Bolzanovych rukopisi. :
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kde P, je ¥{selny vyraz riezéporny a P, &iselny vyraz kla.dny (§ 5). Bolzano ¥ik4
(§ 6), Ze 1ze S urlit pfiblifné nebo méfit a% na E Zlomek 2 7 nazyva mérnym

zlomkem pro 8. Vyskytuje se viak také ptipad, Ze je pro S moZné vyjadieni (1),
at je g jakékoli celé &islo kladné. Ukazuje to na prikladu
- b

I+1+1+..Fininf.’
Pak ¥iké Bolzano, %e je moino 8 wuréit s libovolnou pfesnosti nebo méfit (§ 6)
& nazyvé vyraz S méfitelnym (§ 6).

3. Mezi nekonednymi &iselnymi vyrazy jsou takové, Ze pfi m&feni ma mérny
zlomek vZdy Citatele rovného nule (§ 18). P¥iklad:

1
1 +-1+1+..ininf"

S=a+

S =

Je-li v (1) (z odst. 2)
S=P1=%—P, pro kazdé ¢,

nazyvé Bolzano S nekoneéné malym &islem kladngm, a — S pak nazyva neko-
nebné malym Cislem zdpornym (§ 19).

Konetnd jsou nekonedné ¢iselné vyrazy této vlastnosti:

P#i provéadéni méfeni se miZe stéit, Ze 1ze k danému g uréit p tak, Ze je splnéna
jen jedna z rovnic (1) (§ 23). Tyto &iselné vyrazy nazyvé Bolzano nekoneiné
velkyma.

Piiklad: 1+2+3+...ininf.

Je to nekoneiné velky viraz kladny (zdporny), je-li splnéna prvni (po p¥ip. druhd)
z rovnic (1).

4, Rekneme, %e 4, B jsou méfitelnd &isla s tymi% mérnymi zlomky, pat¥i-li ke
ka?dému celému kladnému é&islu g totéZ celé &islo p, takze jsou splnény tyto
&tyti rovnice:

p+1

A="+P=""——P, =§+Ps= —P,,

kde P,, P, jsou neziporné a P,, P, kladné vyrazy.
Zatim pro mé&fitelné ¢isla nebyla definovina rovnost. Tu Bolzano definuje
takto (§ 50):

- Nazve dvé méFitelna &isla 4, B rmmymz (rovnocennymi), maji-li 4, B tytéz
inérné zlomky. Viechna nekone&nd mald &isla jsou rovnocennd s nulou a rovna
métitelnd &isla se li§i jen o &islo nekonednd malé.

Méhtelnyml disly s takto urdenou rovnosti definuje Bolzano &sla reslns.
Dokazuje, %e tato &isla tvoti t&leso obsahujici t&leso &isel racionslnich. Doka-
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zuje pak déle, Ze je to t&leso uspotddané. Pki tom definuje vztah a > b tim, Ze
rozdil a — b je kladny.

5. ZaloZeni theorie redlnych &fsel, jak je podavé Bolzano, neni moZno pova-
Jovat za spravné a také v mnohych dalsich podrobnostech se vyskytuji omyly.
8lo by o to, nalézt pro Bolzanovu theorii takovy vyklad, aby bylo moZno z nf
zachrdnit co moZné nejvice. Jednu takovou moZnost poskytuje Cantorova
theorie reilnych é&isel.?) P¥i tom by si odpovidaly: ‘

V Bolzanov® theorii: Ve vykladu pomctci Cantorovy
theorie:
nekoneény ¢&iselny vyraz posloupnost raciondlnich ¢&isel
méfitelnd disla konvergentni posloupnost racionél-
) nich d&isel
rovnost (rovnocennost) méfitelnych ekvivalence (~) konvergentnich po-
disel sloupnostf

Misto nekoneén§ malych &isel nutno vzit nulovou posloupnost. P¥i definici
kladnych ¢isel redlnych misto kladnych é&iselnych vyrazi nutno vzit vyraznd
kladné posloupnosti.

6. Z vty v § 42 plyne, Ze rediné &islo A je moZno vyjddfit v tvaru

A=atl 2 -+ +a,fcd+ (2)

kdeZ ,zdkladni &isla‘“ a, b, ¢, d, ... jsou kladnd celd &isla vesmés > 1; « je celé
éislo (% O) s Bsv, 0,8 ... jsou celd Cisla nezdpornd takovd, Ze B < a, y <b,

d<c,e<d,.... (Jednoznacéné vyjadfeni pro 4 bychom dostali, kdyby byla
splnéna podminka, Ze v nekoneéné mnoha piipadech plati

B<a—1l,py<b—1d<c—1l e<d—1,

To v¥ak Bolzano neuvadi.) (2) je vyjddfent rediného &isla tak zvanou fadouw Canto-
rovou.3) Specidlnim p¥ipadem je vyjadfeni redlného ¢isla desetinnym zlomkem
a obecnéji zlomkem g-adickym (g celé &islo > 1).

Spravnost pravé nejzajimavéjsich vét a jejich dikaza u Bolzana lze vysvétlit
tou okolnosti, %e k jejich diikazu uZivé Bolzano privé uvedeného vyjadieni
realného éisla fadou Cantorovou.

7. V §69 dokdzéna véta Archimedova: Jsou-li A, B koneénd kladnd
redlnd &isla a je-li A < B, existuje (cely) ndsobek nd &isla A, ktery je vétsi neZ
druhé éislo B.

%) U¥fvam vykladu akad. E. Cecha podaného v knize: Cisla a podetnf vykony, Praha
1945, a terminologie tam zavedené.

3) Srov. té% G. Cantor: Uber die einfachen Zeahlensysteme, Zeitschr. f. Math u. Phys. 14,
1869, 121—128; Gssammelte Abh., 1932, 35—42. O. Perron: Irrationalzahlen, 1921 § 33,
Die Ca.ntorschen Reihen.
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.. 8, V § 74 uygdena.v.dta,femezi dvéma rirmgymi redlngmi tisly A a C (4 <C)
le%t dal¥t rediné &islo B (A < B < C) a v § 79, Ze takovijch &isel B je nekonebné
mnoho. (Redlns &isla stejnd jako &isla raciondlni tvot mnoZinu husté rozloZenou
(pantachickou).)t) S ) . ‘ )
9. Véta v § 87 uvedens je zékladem tak zvané methody exhausini: Je-li A +
+ Q, = B 4 Q,, kde A, B jsou neproménnd redlnd &isla, kdefto Q,, 2, moéno
ubinit libovolné malymi, je A = B.5) .
Cqsté uZivéni této véty v tvaru pravé uvedeném jako principu dikazu je pro
Bolzana charakteristické.

10. V § 102 je véta:

Je-li u mekoneéné posloupnosti redlnych &isel Xy, Xo, .oy Xpy ooy Xpips oo
8tslo | X ., — X ,| stale mendt ne¥ libovolné maly zlomek —2%,
velké, jestlife jsme ji£ zvolili n dostateéné velké, pak existuje jedno a jen jedno
étslo redlné A (komeéné) té vlastnosti, Ze se mu Eleny nadt posloupnosti libovolné
bliét, t. j. Ze élsla |A — X,| a |A — X,.,,| se stdvaji libovolné malymsi, zvolime-li n
a r dostateén velkd.s)

af zvolime r jakkoliv

11. § 104 obsahuje vétu o infimu a supremu.

Vime-li o vlastnosti B, Ze neptislust vdem hodnotdm proménného éisla X, které
Jsou vét&t (mendt) nef Eislo U, pFislusi véak v¥em hodnotdm X, které jsou mendi (po

4) Mimochodem p¥ipomindm: této vlastnosti uZiva Bolzano k ,,o8islovani‘‘ novych
listu, které chee vloZit mezi dvalisty jiZ odislovaného rukopisu, ani% by cely rukopis pie-

&fsloval. VloZi-li jeden list mezilist n an + 1, oznadi ho &islem n + —:12, ptivloZeni dalsiho

ldtu mezi listy n a n + % (po piip.n + % a n ) oznadf tyto listy n + 71 po ptip.n + g .

(Podobné kdyby se mély mezi listy n a n + 1 vloZit t¥i nové listy, oislovaly by se hned
&slyn + i, n+gznt Y A tak podobn8 déle.) K ofislovani listt uZivéd se tu zlomku

dyadickych. K podobnému tudelu by bylo moZno uZit desetinnych zlomku, obecnéji
zlomku g-adickych s libovolnym zdkladem g (g celé &islo > 1) a kone¢n8 také fad Cantoro-
vych s libovolnymi &isly zékladnimi. Na faddch Cantorovych je v podstatd zaloZeno
,»,olfslovéni‘ vloZenych listt pomoci pismen z riznych abeced. Tak k oznadeni listii vlo-
Zenych mezilist n a n + 1 se uZije znaku na, nb, ne, ..., k oznadeni listd vloZenych na pt.
mezi list nc a nd se ufije znaku ncx, ncf, ncy, ... a tak podobnd déle. Pii ,,06islovéni‘‘ pro-
vedeném pomoci n8kterého z popsanych zpusobl vyskytuji se jako pofadové &isla také
zlomky. MtiZe se viak stéti, %e pfi tom ,,vzniknou mezery‘’, t. j. mezi dvéma zlomky, které
jsou skuteénsd pofadovymi &isly listd, le#i zlomek z uZité soustavy, ktery neni pofadovym
&fslem Zadného listu. Tomu lze zabranit, uZivame-li k odislovani Cantorovy fady s vhodn&
zvolenymi zékladnimi ¢fsly.

8) Viz K. Knopp: Darstellung der reellen Zahlen durch Grenzprozesse, Enzyklop. d.
math. Wiss. (nové vydéni), I 1, 4, str. 5.

¢) Tato podminka pro konvergenci nekonedné posloupnosti se nazyva podminkou Bol-
zano-Cauchyovou. Uvedend véta se vyskytuje u Bolzana ve spise Der binomische Lehr-
satz..., Praha 18186 a také ve spise Rein analytischer Beweis..., Abh. d. Kénigl. Bshm.
Ges. d. Wis. (315, 1817)., (Viz té% Ostwalds Klassiker, Nr. 153, 1905 s poznémkami od
fg)BlEl B.a.;o)urdaina; Yesky preklad od F. J. Studnitky, Casop. pro p&st. mat. a fys., 11,



pFip. véis) neZ U, maZeme turdit, e existuje rediné Sislo (koneéné) A, které je
nejvétdi (po pFipadé nejmendt) z téch &isel, o nichZ lze Fici, Ze viechna menst (po
pfip. v&t8t) maji viastnost B; nelze tordit nic o tom, md-li hodnota X = A sama
také vlastnost B7).

Pii dukazu vyjadiuje Bolzano 4 fadou Cantorovou.

12. § 105 obsahuje vé&tu, ktera piipominég vétu Dedekindovu.®) Necht
X < Y znadi, Ze pro mnoZiny realnych ¢éisel X,Y z ze X, ye Y plyne z < y.
Podobné bude znadit X < a, je-li a realné ¢&islo, Ze pro mnofinu X z ze X
plyne z < a.

Budif X < Y.

I. Necht X neobsahuje nejvétdi a Y neobsahuje mejmendt &islo. Pak existuje
redlné &islo a takové, 2e X < a < Y. Cislo a je uréeno jednoznatné prdvé tehdy,
existuji-li rozdily y — x (xe X, ye Y) Libovolné malé.

II. Necht obsahuje bud X nejvétsi &islo nebo Y nejmenst éislo a necht existuji
rozdily y — x (x e X, y € Y) libovolné blizké nule. Pak neexistuje £ddné redIné &islo
a takové, %e X <a < Y.

7) Viz Bolzano, Rein analytischer Beweis... (uvedeno v piedeslé pozndmce pod &arou).

8) Na tuto stylisaci mne upozornil pfi recensi akad. V. Jarnik.
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