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Casopis pro péstovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

RECENSE

Milan Mcikan: Jak se vyvinula matematika a geometrie. Orbis 1954, str. 137, cena.
10,50 Kd&s, naklad 5400.

Je jistd velmi zdsluZné a duleZité vysvétlovat popularné co nejsir§imu okruhu Stendit
zéklady nejriiznéjSich védnich oboru a ukézat, jak se tyto obory vyvijely z praktické
lidské ¢éinnosti. Takovy vyklad, i kdyZ se obraci k nejSir§imu okruhu &tenéi, nesmi viak
skreslovat stav védy a stdt se jen vice nebo méné zabavnym &tenim, které neklade na
mysleni Stendie velké naroky, a dale nesmi obsahovat hrubé v&cné chyby, i kdy% jsou to
chyby, kterych si neodbornik ani neviimne.

Kniha prof. M. MIkANA bohuZel t&mto poZadavkim zcela nevyhovuje. Pfedev&im je-
pséana velmi povrchng, o demZ svédéi na priklad tyto vyroky:

Na str. 19: ...Slovem ,,al-dZebr nazyvé dopln&k, kterym se z rovnice odstrafiuji zé-
porné Eleny ...slovo ,,dZebr‘‘ znamen4 odstranit v rovnici zlomky... Na str. 26 se mluvi
o jakémsi nekoneéném &isle prof. STUDNICKY (¢imZ je pravddpodobnd minén néjaky p¥i-
klad, kterym prof. Studnidka ilustroval svij vyklad), o kterém je zminks i v dal§im textu
(n. p. nastr. 46) a to tak, jako kdyby to byl matematicky pojem. Na str. 30 se ¥ika, Ze pojem
logaritmt se tedy vyvinul soub&Zn& s pofizovanim tabulek pro goniometrické funkce,
adkoliv v celé IV. kapitole, v ni% je tato zminka, se o goniometrickych funkeich vibec
nemluvi. Na téZe strance se ¥ikd v poznamce pod Sarou: ,,Logaritmy é&isel, kterd nejsou
raciondlni mocninou zakladu, jsou &isly irraciondlnimi. Proto je lze vypoéitdvat na libo-
volny podet desetinnych mist*. Pfi tom se oviem vibec nefikd nic o periodickych &islech
a o irraciondlnich &islech je v pfedchozim textu jen zcela struéné zminka.

Podobnych citatt by bylo lze nalézt v recensované knize celou fadu. Kroms toho je na .
n&kolika mistech text znaén& nesouvisly. Tak na p¥. na str. 52 v kapitole o statistice se
pii vydtu ruskych a sovétskych statistiki fiké, Ze I. M. VINOGRADOV se zabyval theorii
&isel, atkoliv v celé kapitole neni o theorii éisel ani slovo. Krom& toho na téZe strance je -
uveden matematik ,,Cholmogorov¢, coZ mé pravdépodobn& byt Kolmogorov. V kapitole
o kinematické geometrii je bez dalSiho vysvétleni zminka o tom, Ze se vrtulové plochy, .
jejichZ vytvarny zékon je velmi sloZity, zobrazuji uZitim vrstevnic, pfi éemZ se nefikd, jak
tato v&c souvisi s kinematickou geometrii. Na str. 90 je zcela nesrozumitelnd poznamka:
»Ale predstava délitelnosti t&lesa tu jiz jednou byla a tento zdénlivy rozpor jiZ nemohl
zachranit Platonovo idealistické uéeni‘‘. Bylo by totiZ tfeba vysvétlit, v ¢em je jen zdan-
livost zmin&ného rozporu geometrické pfedstavy limitniho pfechodu a pojmu nedé&litel-
ného atomu.

Také n8které obrizky, které jsou pfevzaty z jinych knih, na p¥. obr. 26 z knihy F. Ka- .
DERAVEK-K. HAVLIGEK ,,Technickéd geometrie v 16kafstvi a strojni prothetice, jsou pfepl-
ndny podrobnostmi, které mély ptivodng sviij vyznam, ale o nich% se v Mikanov® knize ne-
mluvi, takZe Stenafi spife zti%i pochopeni vykladu misto toho, aby mu je usnadnily. To -
se tyké i obrazka 36, 37, na nichZ je rovné% popis, o jehoZ smyslu se v textu nic nefika..

Kroms t8chto stylistickych chyb a nedopatfeni jsou v knize i va%né vécné chyby. Na pt..
na str. 22 je definice imagindrnich &isel: ,,Imagindrnimi nazyvéme &isla, kterd ndsobena .
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sama sebou dévaji &fslo zdporné, &ili sudé odmocniny ze zépornych é&isel“. Podle této

definice nenf recensent schopen posoudit, zda &islo V—~ 1 je imaginarn{ & nikoliv, nebot
nésobefio samo sebou nedé &islo zaporné, ale je to sudéd odmocnina ze zaporného &isla.

Na str. 107 se zavadi definice metrického prostoru. Domnivam se, %e vyklad tohoto
pojmu je pravddpodobnd piili& t&2ky a %e proto asi nepatti do popularisadni kniZky tohoto
druhu. Kdy# jsou viak uZ takové pojmy zatazeny, je tfeba, aby definice byly jasné. Na pt.
definice 4: ,,M je oteviend mnoZina, jestliZe vSechny body &-okoli pro dosti malé (kladné) ¢
kaZdého jejiho bodu jsou obsaZeny v M. Takovéto body jmenujeme vniténimi body mno-
%iny M. Ctensti, ktery nezns tyto v&ci odjinud, musi byt tato definice nesrozumitelné.
O né&kolik ¥adki déle musi si étenaf marnd klast otdzku, proé¢ pojem hranice je zaveden
pouze pro oteviené mnoZiny. Sestrojeni Peanovy ktivky, které je provedeno v kap. XVII,
muZe rozumd&t jen étend¥, ktery zné dosti hluboko redlné éisla a mé jistou matematickou
erudici. Naproti tomu na mnoha mistech se vyskytuji naivni uvahy a pfirovnéni, na p¥.

‘v kap. III: Obfi a trpaslici v ¥i&i &isel na str. 48, v kap. XII: Stereoskopie. Co by vid&li
obii a trpaslici.

Je rovnéZ ponskud zard¥ejici, Ze pokud jde o soudasné Beskoslovenské matematiky, neni
v celé kniZce zminka ani o jediném, atkoliv se zde mluvi jak o topologii, tak o theorii miry;
a pravé v tdchto partifch dosahli nasi v&dei pronikavych usp&chi, zcela rovnocennych
uspSchum vé&deu, ktefi v této souvislosti citovani jsou.

V celku lze Fici, e recensovand kniha je §patnd, ned4 Stenéfi ani pfehled o soudasném
stavu matematiky a zpisobu mysleni, ktery v ni dnes prevladé, ani o jejim historickém
vyvoji. Domnivam se, Ze by i popularisaénim a snad pravé popularisaénim knizkdm méla
byt vénovéna mnohem v&tsi péte jak se strany autora, tak se strany nakladatelstvi,
zv148t& jde-li o knihu s ndkladem, ktery u nas mélokdy dosahnou nejlepsi v&decké knihy
a udebnice.

Ladislav Koubek, Praha.

Béla Kerdkjdrtd: Les fondements de la géométrie. Tome premier: La construction é1é-
mentaire de la géométrie euclidienne. Budapeste, Akademiai kiad6, 1953. 340 str., 167
obrazku.

Z popudu F. Riesze vydala madarska akademie véd ve francouzském jazyce prvni dil
spisu vyznamného madarského topologa o zédkladech geometrie. Madarsky original vysel
r. 1947 v Szegedu. Nyni se pfipravuje francouzské vydéani druhého dilu, ktery B. Ke-
REKJARTO vydal madarsky koncem druhé svétové vélky kratce pfed svou smrti (B. Kerék-
jérté zemfel r. 1946) a ktery jedna o axiomatickém vybudovani geometrie projektivni
a obou geometrif neeukleidovskych.

Prvni dil je v&novan absolutni geometrii, pouze kapitola o rovnob&Znosti se zabyvé
geometrif eukleidovskou. Cely vyklad je zaloZen v podstaté na Hilbertov& axiomatickém
systému; ostatnd jiZ i rozvrieni spisu do p&ti kapitol odpovidé presn& p&tiskupinamHilber-
tovych axiomu. Ve svych Grundlagen der Geometrie nedokazuje, jak znamo, D.HILBERT
£4dné véty, jenom naznafuje, jak by se nejduleZit§jSi z nich dokdzaly. Naproti tomu
Kerékjartiv spis je vénovén pedlivému a detailnimu dokazovéani viech daleZitych vét, pii
éemZ na mnoha mistech jsou ditkazy vedeny paraleln& z vice ekvivalentnich pfedpokladu,
aby se tim ukézaly hlubsi souvislosti. Jednotlivé skupiny axioml jsou duslednd vidy
vysloveny nejdfive pro geometrii v pfimce a po odvozeni jejich dusledki jsou ptibrany
axiomy dalsf pro geometrii v roving resp. v prostoru.

Kapitola prvn{ je zcela kratki a je vénovana disledkiim axiomi incidence.
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Kapitola druhé jednéd o uspoféddéni na pfimce a rozmisténi*) v roving a prostoru.
Zavedeni pojmu orientace je odsunuto aZ do kapitoly dalsi. Hlavni pozornost ve druhé
kapitole je v&novéna kombinatoricko-topologickym vlastnostem roviny a prostoru.
Veblenovou metodou je dokézéno, ¥e ka¥dy jednoduchy polygon resp. polyedr rozd&luje
rovinu resp. prostor na dv& &asti, a dale dokdzény véty o rozkladu vnitfku jednoduchého
polygonu resp. polyedru na trojuhelniky resp. étyrstény. Na zaklads v8ty, fe soudet postu
&asti a poétu vreholl rozkladu vnitiku jednoduchého polygonu na polygony je o jedniku
v&t8i neZ podet stran tohoto rozkladu, je dokédzéna Eulerova véta pro konvexni polyedry
a roz&ifena na polyedry jednoduse souvislé. Na zdklad$ Eulerovy v&ty je pak m. j. doké-
zéno, %e existuje pravé p&t konvexnich téles s pravidelnou sitf (t. j. takovych, %e ka¥da
sténa mé stejny pobet vrcholi a %e kaZdy vrchol patfi stejnému podtu stén), é¢imi je jiZ zde
nezévisle na axiomech shodnosti dokdzéno jadro v&ty o existenci prav¥ péti pravidelnych
téles.

Treti kapitola, kter4 je vénovéna shodnosti, zaujimé v knize nejvice mista (pfes
jednu tfetinu). PFi zavadéni shodnosti jak na pfimce tak v roving a také v prostoru hrajf
dominujici tlohu shodné transformace. Ty jsou pro pfimku zavedeny pomoci prvych tif
Hilbertovych axiomu shodnosti. Shodné transformace piimky jsou rozd&leny na translace
a symetrie a po zavedeni orientace pfimky také na piimé a nepfimé. Pfi tom jsou studo-
vany grupové vlastnosti mnoZin transformaci jednotlivych typua. Misto zbyvajicich Hil-
bertovych axiomt shodnosti, kterych nelze bezprostfednd uZit k zavedeni shodnych
transformaci v roving, jsou uvedeny axiomy Veroneseovy. Pomoci shodnych transfor-
maci roviny je definovéna shodnost uhlu a proveden dikaz, Ze tato shodnost je ekviva-
lentni se shodnosti definovanou implicitné Hilbertovymi axiomy.

Ze shodnych transformaci roviny je vedle osové symetrie a rotace kolem bodu zavedena
translace indukované orientovanou use¢kou (jde oviem o translaci obecn&jsi a nezévislou
na pojmu rovnob&znosti). Zde op&t po zavedeni orientace roviny je provedena dalsf klasi-
fikace shodnych transformaci a jsou studovany grupové vlastnosti mno%in transformac
ruznych typua.

Pozoruhodnou &asti Kerékjart6vych vyklada je zavedeni zobecnéného svazku pifmek
(v dal$im budeme uZivat prostého terminu svazek): Je to takova mnoZina p¥imek roviny,
Ze 1. kaZdym bodem roviny prochézi alespoii jedna pfimka mnoZiny a Ze 2. vztah homo-
logickych bodu vzhledem k pfimkém svazku je transitivni (dva body leZicf na dvou riz-
nych pfimkéch jsou vzhledem k nim homologicks, jestliZe jejich spojnice 8 ob&ma pfimka.-
mi uréuje shodné pfilehlé thly). Po odvozeni jednoduchych vlastnosti svazkl je definovan
epicykl, jakoZto geometrické misto bodu, jeZ jsou k danému bodu homologické vzhledem
ke vSem pfimkam svazku. Ukazuje se, Ze shodné transformace roviny prevaddji svazky
i jejich epicykly op&t ve svazky s psluSnymi epicykly. Po vySetfeni shodnych transfor-
maci, jez pievadéji svazky v sebe, je dokdzano, %e u trojuihelnika patfi osy stran resp. osy
Ghli resp. vysky vidy témuZ svazku a %e vrcholy trojuhelnika prochézi vidy prave jeden
epicykl.

Koneén§ zavdrem je studovan pojem kruZnice a to na zdklad$ pomocného axiomu, ktery
zaruduje existenci alespoil jednoho priisediku dvau kruZnie, z nich% kaZdé obsahuje ale-.
spoii jeden bod, leZici uvnit¥ druhé. Od kruZnic prechézi pak autor k pravidelnym mnoho-
thelnikdm, pomoci nichZ pak dokazuje n&které véty o kone¥nych grupdch shodnych

*) UZivam terminu rozmisténi pro mno#inu boda roviny resp. prostoru v tém¥ smyslu,
jaky mé usporddéni pro mnoZinu bodu piimky. Nelze uZit ndzvu ,,uspofédéni‘‘ v roving,
1 kdy% ve francouziting se ufivé i zde terminu ,,ordre‘‘. Némci ndkdy odli¥ujf tyto vy-
Zznamy slovy ,,Ordnung‘‘ a ,,Anordnung‘‘. K. Vahlen na pf. uZivd ndzvu — lineérni uspo-
f4dani, plandrnf uspofadani atd. (té% cyklické, sférické atd.). ‘
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transformaci roviny. Zbyvajfef 84st tfeti kapitoly pojednidvé o shodnosti v prostoru
ptesn& obdobnym zptsobem, jakym byla probriana shodnost v roving. Pfistudiu koneénych
grup shodnych transformaci v prostoru je ukézano, Ze na zéklad® dosavadnich axiomi 1ze
z pravidelnych polyedrii konstruovat pouze dtyrstén, Sestistén a osmistén.

Qtvrtd kapitola je vdnovéna rovnobéfnosti a to vyhradn¥ rovnob&#nosti eukleidovské.
Nejprve jsou dokézény ekvivalence n&kterych v&t 8 Eukleidovym axiomem o rovnob&i-
kéch, nadeZ jsou probrany dusledky tohoto axiomu pro geometrii trojihelnika (soudet
uhly, vzéjemné poloha trojic vyznamnych piimek (totiZ os thlud, os stran, vySek a t&Znic)
a pro geometrii kruZnice (Ghly stfedové a obvodové). V dalsim je studovana timé&rnost
uselek (ovlem bez axiomu shodnosti), které je zavedena jak zpisobem Hilbertovym tak
Hessenbergovym. Na zéklad$ v&t o podobnosti a im&rnosti je jednak zaveden soudin
usedek (s odvozenim véty Pythagorovy, Cevovy a Menelaovy), jednak jsou definovany
vektory v roving, pomoeci nichZ jsou pak zavedeny soufadnice v roving jakoZto sloZ-
ky vektori; pfi tom je ukdzano, Ze body pfimky vyhovuji svymi soufadnicemi linedrni

" rovnici.

Po rozéifeni viech t&chto vysledkid na geometrii prostoru je pozornost vSnovéna
euklerdovskym pohybiéim v roving a v prostoru. Vyklad ve étvrté kapitole konéi odvozenim
konstrukce rovnostranného trojuhelnika (kez uZiti pomocného axiomu o protindni kruznic),
odvozenim konstrukce pravidelného pétithelnika (tentokrate uZitim axiomu o protinant
kru¥nic) a v prostoru odvozenim konstrukce pravidelného dvanéctisténu a tim i pravi-
delného dvacetistdnu.

P4até kapitola pojednévé o topologickych vlastnostech, jeZ jo zvykem v elementarni
geometrii oznafovat jako vlastnosti spojitosti. Zde jsou tyto vlastnosti vyloZeny pro
pfimku a pro rovinu a to dvéma paralelnimi zpasoby. Pojem spojitosti lze totiZ zavést
bud pires uspoiddéni (nezédvisle na shodnosti) nebo pres shodnost. Pii prvém zpusobu
nutno poZadovat, aby mnoZina bodi na piimce byla 1. souvisld a 2, separabilni,
nebot z axiomu uspoféddani plyne, %e systém vSech otevienych usefek piimky tvoii
systém okoli, jen% vyhovuje Hausdorffovym axiomim. PoZadavek souvislosti mno-
¥iny bodu p¥imky je mo%no nahradit oviem Dedekindovym axiomem o Fezech, ktery je
ekvivdlentnf. Nésleduji dikazy nskterych vét, jako na pf. Bolzano-Weierstrassovy véty
o hromadnych bodech, v8ty o nespodetnosti bodu pfimky, v&ty, %e prosté zobrazent
ptimky na sebe je spojité tehdy a jen tehdy, kdy¥% je podobné a j. P¥i druhém zptsobu, kdy
méme k disposici axiomy shodnosti, staéi poZadovat platnost Dedekindova axiomu,
ktery je v tomto pfipad& velmi silny, nebot z n&ho plyne i Archimeduv axiom. Kerékjirtd
ukazuje, ¥e Dedekindovu axiomu lze d&t tuto oslabenou formu: Jestli%e pro libovolny fez
bodd na pifmee existuje uselka s koncovymi body v ruznych skupinich Fezu, jeZ je
shodné s libovolnou pfedem danou tsefkou, pak existuje vytvofujicf bod tohoto fezu.
Tento oslabeny axiom & axiom Archimediv jsou navzajem nezévislé, pii éemZ platnost
obou je ekvivalentni s platnostf axiomu Dedekindova (platnost pfedpokladu v oslabeném
axiomu je pfi tom ekvivalentni s Archimedovym axiomem). Je ukézéno, e na zéklad$
Archimedova axiomu lze zavést &fselné soufadnice bodi pfimky a %e v dusledku Dede-
kindova axiomu (stadi jeho oslabend forma) splyne mnoZina viech téchto soufadnic
s mnofinou reflnych ¥igel. Odtud je jen krok k dikazu, %e analytickd Descartesova
geometrie je aritmetickym modelem zvoleného axiomatického systému. Paragraf, v kte-
rém je ukdzéna nezévislost tohoto systému, uzaviré prvni dil Kerékjartova spisu.

Kerékjértéva kniha, jak je vid&t z pfedehézejiciho, vnik4 hluboko do otézek, tykajicich
se axiomatického budovéni geometrie a shrnuje vysledky modernich badateld v tomto
oboru, jako byli na p¥, BAKER, FORDER, BALDUS, HESSENBERG & HiELMsSLEV. KaZdy, kdo
se o otézky zékladd geometrie zajimé, bude pfi studiu Kerékjart6va spisu nalézat nové
& nové krésy jeho vykladu. Tim spi¥e bude proto ofekévat vydéni druhého dilu jeho
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spisu. Na z4v¥r jestd poznamenejme, ¥e pochvalu zasluhuje také stylistické strénka fran.
couzského piekladu knihy.
Jan Pavliéek, Praha.

K. Borsuk-W. Szmielew: Podstawy geometrii. Biblioteka matematyczna, tom 10, Pax-
stwowe wydawnictwo naukowe. Warszawa 1955, 363 stran, 318 obrézku.

Autoii méli pivodn$ v imyslu napsat udebnici vyssi geometrie, avSak pii sespisovani
roz&ifili text tak, aby kniha byla monografii, v niZ by bez mezer byly zpracovdny axioma-
tické zéklady geometrie eukleidovské, geometrie Lobadevského a geometrie projektivni,
a to jen tak daleko, aby pomoci aritmetickych modeli mohla byt dokézana kategoriénost
t&chto geometrii. Na celé knize je patrny vliv polské matematické 8koly. Topologickym
vlastnostem je tu vénovdno vice pozornosti, neZ je to v knihdch o zédkladech geometrie
obvyklé, a po formélni strance je vyklad zcela moderni; bohat& se uZiva prostfedkt mate-
matické logiky a theorie mnoZin, co% se projevuje také v propracované symbolice, jeZ je
viak natolik st¥izlivd, Ze piesnost vykladu neujimé nic na jeho srozumiteln$ ,,ditelnosti‘‘,

Pfed zapodetim vlastniho vykladu jsou v ivodu po kratkém néstinu historického vyvoje
geometrie struénd vyloZeny zasady axiomatické theorie a zopakovany tyto pojmy:
mnoZina, relace & zobrazenf, prostor topologicky (podle Hausdorffa) a metricky, aritme-
ticky prostor eukleidovsky (kartézsky) a projektivni.

Prvni &ty¥i kapitoly pojednévaji o geometrii absolutni a to v podstat® na zdklads axiomit
Hilbertovych. Po odvozeni vlastnostfincidence a rozmistsni*) je v 1. kapitole pomoci systé-
mu viech otevienych usedek resp. systému vnitika viech trojuhelniki jakoZto systému
okoli zavedena topologie do pfimky resp. do roviny a je dokdzéna na pf. véta, Ze priseéik
thloptitek konvexniho ¢tyidhelnika je spojitou funkef jeho vrcholi. Kapitola o shodnosti
" (kapitola 2) se omezuje vcelku jen na zavedeni operaci s volnymi tiseSkami (t¥{dami na-
vzéjem shodnych tsedek) a 8 volnymi dhly. Zato kapitola 3, vénované dusledkiim axiomu
spojitosti (ve form& axiomu Dedekindova), je bohata. Pfedeviim je definovéna a konstruo-
vana mira tseek a uhli, potom je pomoci miry usedek zavedena do prostoru metrika
(jako mira usedky urdené dvojici bodi), nade# je ukazéno, Ze topologie indukované touto
metrikou v roving splyvé s topologif indukovanou systémem vnit¥ki trojahelniki jakoZto
systémem okoli. Pomoci metriky (a ortogonality) jsou posléze zavedeny absolutni i pravo-
thlé soufadnice. Je ukazano, Ze v absolutni geometrii je pfimka isometrické s (aritmetic-
kym) eukleidovskym prostorem E,, zatim co rovina resp. prostor je obecn pouze homeo-
morfnf a ne isomorfni 8 K, resp. E;. V této kapitole je jestd dokézéna v¥ta Saccheri-
Legendreova o souétu thla trojuhelnika a n&kolik v&t ekvivalentnich s pfedpokladem, Ze
tento soudet je roven n, koneénd je zde zaveden vztah soub&Zinosti pfimek a ukézany
jeho zékladni vlastnosti. Ctvrté kapitola jedné o nezdvislosti axiomu spojitosti & o beze-
spornosti & nekategoriénosti systému axiomi absolutni geometrie. Dvéma zplsoby lze
udinit tento systém kategorickym: Bud pfidéme jeit§ Eukleidiv axiom o rovnob&i-
kach, nebo jeho negaci. K tuvahém této kapitoly se uZiva aritmetického modelu kartéz-
ského a Beltrami-Kleinova (jako vysledek zavedeni metriky do projektivniho prosto-
ru). Pro nizornou orientaci v geometrii Lobalevského je podrobn& probrin jest& model
Poincarého.

P4té4 kapitola je vdnovana geometrit eukleidovské. Je velice struéné; na zdklad$ podob-
nosti je dokdzdna Pythagorova v&ta potfebné k metrické charakterisaci eukleidovského
prostoru, jeZ poslouZf k diikazu kategorinosti geometrie eukleidovské. Zato rozsdhla je
kapitola estd, jednajici o geometrii- Lobadevského. Jejim cflem je v podstatd op&t jen

*) Viz poznémku na str. 483.
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ditkaz kategori®nosti této geometrie. K zavedeni Beltramiho soufadnic, jich% je k tomuto
dikazu tfeba, je nutné zavést nejprve trigonometrii Lobadevského roviny. Vyklad této
choulostivé partie, jenZ se nikdy neobejde bez infinitesimalnich ivah, byl uZ razné zpra-
covén fadou autorii. Zde zvoleny a origindlng pojaty vyklad se ptimyké v podstaté ke
klasické Liebmannov$ obmé&ng zpusobu Lobadevského. ProtoZe to k tloze kapitoly tiplng
stadi, je trigonometrie odvozena jen v latentni formg, t. j. argumenty trigonometrickych
funkef jsou uhly soub&Znosti stran pravouhlého trojihelnika a ne p¥imo jeho thly. Prvni
odstavce Sesté kapitoly jednaji ovem o potfebnych zékladnich faktech Lobadevského
geometrie: o pfimkéach soub&inych a rozbdinych, o thlu soub&inosti, o defektu troj-
tdhelnika, mnohouhelnika i obecného rovinného utvaru, o horocyklu a jeho vlastnostech,
zejména pak o délce jeho oblouku.

Obsahem poslednich dvou kapitol, jeZ -zaujimaji asi étvrtinu celé knihy, jsou zdklady
projektivni geometrie. Kapitola sedmé probiré dusledky axiomu incidence a rozmisténi.
Za axiomy incidence jsou zvoleny Hilbertovy axiomy incidence pro geometrii absolutni,

“uvedené v kapitole prvni s pfipojenym axiomem o tom, %Ze dv® pfimky v roviné se vidy
protinaji. Z vlastnosti projektivniho prostoru je odvozena platnost pfimé Desarguesovy
véty v rovind (z existence osy perspektivity plyne existence stfedu), a dale je dokazéno, Ze
z platnosti pfimé Desarguesovy vty v roving plyne ji% platnost obracené Desarguesovy
vty (z existence stfedu perspektivity plyne existence osy), p¥i femZ zde neni zapotiebi
vyuZivat incidenénich vlastnosti prostoru, nybr# jen roviny. Axiomy rozmisténi jsou vy-
sloveny pomoci vztahu odd&lovani kolinearnich dvojic bodu. Po zavedeni tisebek a troj-
thelnik je pomoci t&chto utvara (jejich vnitika) jakoZto okoli zavedena topologie do
primky a do roviny. Zbytek kapitoly je vénovan harmonickym &tvefindm bodu, defino-
vanym pomoci Gplného &tyrrohu, a sitim harmonickych bodi na ptimee, pomoci nichz
jsou pak v kapitole osmé po ptribrani Dedekindova axiomu o spojitosti zavedeny projek-
tivni soufadnice v prostoru, ¢imZ je prokézana jeho isomorfie s aritmetickym projektivnim
prostorem P, a tim prokazana bezespornost projektivni geometrie i kategoriénost projek-
tivni geometrie prostorové. Pokud jde o projektivni geometrii rovinnou, je zde pomoci
Hilbertova modelu ukazano, %e axiomaticky systém projektivni geometrie rovinné, jenz
vznikne pfislu§nou modifikaci axiomatického systému projektivni geometrie prostorové,
neni kategoricky, le¢ by se pfimé Desarguesova véta vyslovila jako novy axiom.

Jan Pavlidek, Praha.

M. A, Haiinapr: JIuneiinbie xuddepennnaibnnie onepaTopbl. Vydalo I'ocynapcrBennoe
H3aTeNbCTBO TeXHNKO-TeOpeTndecKoit auteparypsl, Moskva, 1954, nakladem 6000 vytiskd,
352 stran, 19 obrazku. Cena Kés 15,60.

Theorie diferencialnich operatort je dileZitym néastrojem theoretické fysiky. Vyvijela se
v neustalém styku s riznymi fysikalnimi problémy; k nejstar§im z nich pat#i otazky, tyka-
jici se pohybu kmitajici struny, z novéjsich a nejdulezit&jsich je tieba uvést problémy kvan-
tové mechaniky. P¥i své bezprostfedni aplikabilit® je tato theorie svymi methodami tzce
spjata s tak abstraktnim odv&tvim matematiky, jako je funkcionlni analysa. Tento zjev
neni ostatng ojedindly; v moderni fysice a technice se nejednou ukézaly jako velmi uZi-
tetné i takové matematické theorie, které do té doby byly pro svou abstraktnost povaZo-
vany za nepouZitelné.

Vzhledem k svému praktickému vyznamu je nejvice propracovéna theorie linedrnich
diferencislnich operatortii druhého ¥adu, ji¥ jsou vénovény ob& monografie z tohoto oboru,
které krom& Najmarkovy knihy ve svétové literatuie najdeme, t. j. TITcEHMARSHOVA kniha
»Eigenfunction expansions associated with second-order differential equations‘ (1946)
a LEviTANOVA mdnogmfie ,,Pasiomenune no co6erpeRHbM GynruuaM guddepennuanbHEx
YyPaBHeHmit BToporo nopagxa‘‘ (1950).
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Najmark podévé ve své knize vyklad theome diferencidlnich operétori hbovolného
fadu. Kniha je rozd&lena na dv¥ &asti.

Prvni &ast, zabirajici necelou jeji tfetinu, obsahuje tfi z celkovych osmi kapitol a je
vénovéna theorii diferencidlnich operdtorti na omezeném intervalu, jako¥to operdtord
v prostoru v8ech funkei majicich v tomto intervalu derivace do n-tého f4du véetnd. V prvni
kapitole se definuji zdkladni pojmy a pojednévé se o vlastnich hodnotéch, vlastnich funk-
cich a Greenové funkei diferenciédlniho operétoru; druhé kapitola obsahuje dukaz asymp-
totickych vzorcu pro vlastni hodnoty a vlastni funkce diferencidlniho operédtoru a véty
o rozloZitelnosti funkce z definiéniho oboru diferencidlniho operdtoru v fadu vlastnich
funkei tohoto operdtoru. Ve tfeti kapitole se tyto otdzky studuji pro operatory v prostoru
vektorovych funkei.

Druh4 é4st pojedndva o zobecndnych diferencidlnich operatorech jako operatorech
v Hilbertové prostoru L2. Ve étvrté kapitole je shrnut potfebny materiél z obecné theorie
linedrnich operatorti v Hilbertové prostoru. Paté kapitola pojednédvé podrobnd o syme-
trickych diferencidlnich operatorech, Sesté je vénovéana spektralni analyse diferencidlnich
operatorti. V nejrozsahlejdi sedmé kapitole se studuje defekt a spektrum diferencialnich
operatort v zdvislosti na jejich koeficientech; na konci kapitoly jsou uvedeny pfiklady
z kvantové mechaniky. Posledni kapitola obsahuje feSeni t. zv. obracené Sturm-Liouvil-
leovy tulohy. V dodatku je dokdzéna Stieltjesova inversni formule. V seznamu literatury
na konci knihy je uvedeno 173 praci 79 autori. Kniha je opatfena v8cnym rejstfikem
a prehlednym obsahem.

V autorové pojeti je theorie diferencidlnich operdtori opiena o obecné pojmy a methody
funkcionédlni analysy; toto jednotici hledisko umo¥tiuje hlub%i pohled do myslenkové
struktury theorie. Vyklad je jasny a pfesny; dukazy jsou provedeny zpravidla podrobng
a ke studiu stadi zdkladni v&domosti z theorie diferencidlnich rovnic, theorie funkei kom-
plexni proménné a funkciondlni analysy, z ni% potiebné partie jsou v knize vyloZeny.
Kniha obsahuje mnoho novych vysledku, dostupnych jinak jen v puvodnich pracich, ze-
jména sov&tskych autort, ktefi maji vyznamny podil na vybudovéani theorie diferenciél-
nich operatorii. Neobyéejn& cenné jsou pozndmky, umisténé na konci mnoha paragrafi,
kde autor upozortiuje na rizné modifikace a zobecnéni studovanych pojmu a problémt
8 presnymi a objektivnimi literdrnimi odkazy. Ctens¥ se tak nejen dozvi i o vysledcich,
které nebyly do knihy pojaty, ale ziskd také piehled o stavu theorie v dobs, kdy byla
kniha pséna. Po strance grafické a vnéjsf upravy je kniha velmi p&kné& vypravena.

Vynikajici Najmarkovu knihu lze stejn§ doporudit zdjemei, ktery z ni theorii diferen-
cidlnich operdtort hodls studovat, jako védeckému pracovnikovi, ktery sdm v tomto oboru
pracuje.

Ladislav Kosmdk, Praha.

Georg Aumann: Reelle Funktionen. Grundlehren der mathematischen Wissenschaften,
Band LXVIII, Springer-Verlag 1954, 424 stran, 22 obrazu.

Aumannova kniha o reélnych funkeich se dustojnd fadi do zndmych matematickych
knih ze sbirky Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften; je to, myslim, zatim
jeji jedind kniha v&nované tomuto pfedmé&tu. Kniha pfes velmi obecné hledisko, struény
vyklad a znaény objem nepodévé obraz o celém stavu theorie; autor v pfedmluvé upo-
zortiuje, Ze chybf vyklad theorie derivovani mnoZinovych funkef, Denjoyovych integrali,
ploénych integréli a jinych disciplin.

Kniha je urdena vem, kdo majf zdjem o theorii redlnych funkef a maji zdkladni zna-
losti theorie redlnych &fsel a infinitesimélniho po&tu. Po pfedb&iné poznémecee o redlnych
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tislech a pfehledu obsahu knihy nésleduje objasndni uZitych symboll (I> pro implikaci
a j.). Vlastni theorie je pak rozdélena do deviti kapitol; v kapitoldch se pro odstavce du-
slednd& aiZivé ,,zobecndného** desetinného t¥{d¥ni (na p¥. 7.5.10.3), tak¥e kniha je vzornd
piehlednd.

-Prvn{f kapitola je vdnovana obecné theorii mnoZin. Stanovisko je neaxiomatické.
Nésleduje druhé kapitola pojednévajici o pojmu uspofadéni a jeho riznych modifikacich
(polouspotddané, uspoiddané, dobie uspofddané mnoZiny; ordindlni &fsla, kardinalni
¢isla); zde je také zpracovéna obecné theorie limit (pojem rastru, pozd&ji filtru atd.).

Tteti kapitola zpracovivéd zédklady theorie svazli; duraz je kladen na prostudovéni
distributivnich relativng komplementérnich svazi (autor tento ttvar nazyvéa Somenring,
jeho prvky Somen). Ka¥dy takovy svaz dé se roz¥ifit na svaz s nejvétsim prvkem; takto
roz&ffeny svaz je pak Booleovou algebrou. Je dokdzédna Stoneova véta o isomorfii téchto
objektii & mnoZinovych t&les. Posledni odstavec jedna o g-Booleovych algebrach a jejich
" konkretnf representaci (Loomisova v&ta).

Ve &tvrté kapitole je velmi podrobn& zpracovéna theorie metrickych (a zéasti topolo-
gickych) prostord se zfetelem na pozd&jsi aplikace; na pf. pojem souvislosti a lokalnf
souvislosti se nevyskytuje. Velmi zajimavy je odstavec o konvergenénich prostorech
(zobecn&nf £-prostord). Uniformni prostory se neprobfraji.

Po t8chto ptipravnych kapitolach se pfechézi k vlastnimu pfedmé&tu. Paté kapitola
pojednévé o funkeich, ponejvice na abstraktnich prostorech. Po vySetfeni zdkladnich
vlastnosti spojitych funkei se pfechdzi k otdzce o existenci nekonstantnich spojitych
funkef na topologickych prostorech a metrisaci. Déale se pojednédvé o polospojitych funk-
cich a o nespojitostech; zvlasté se vySetiuji funkce ,,minimalnd nespojité‘, t. j. takové,
u kterych nenif moZno mnoZinu boda spojitosti zv&tsit zménou hodnot v bodech nespoji-
tosti. Po odstavei o Baireovych funkecich pfichézi Stoneovo zobecn&ni Weierstrassovy
véty; vysSetiuji se podminky pro to, aby mnoZina funkef byla hustd v prostoru funkef na
n&jakém prostoru. Dale je pojednéno o principu kontraktnich zobrazeni (,,Fizpunktsatz‘
ve specidlnim tvaru), zaveden pojem diferencovatelného zobrazeni v metrickych lineér-
nich prostorech a ukézény aplikace. V poslednim odstavei se dokazuje topologickymi
methodami zobecn&ni zndmé véty o tom, Ze funkce spojitd na intervalu nabyva kazdé
hodnoty mezi dvéma svymi hodnotami.

Nésleduje velmi zajimavé Sesté kapitola o funkeich na kartézskych souéinech pro-
stori. Predeviim se vySetfuji metriky odvozené z metrik faktori; déle se pojednavs
o souvislosti spojitosti a spojitosti podle jednotlivych prom&nnych (faktorielle Stetigkeit);
speciélng jsou charakterisovdny mnoZiny bodu nespojitosti faktorielnd spojitych funkef
v euklidovych prostorech. Posledni odstavec pojednavé o stejnomsérné konvergenci zobra-
zeni; je udédna nutné a postadujici podminka pro platnost vzorce

lim lim f(z, y) = lim lim f(z, y) .
) y—>b z—a z—a y—b

Zatim se probirala obecné zobrazeni a funkce; sedmé kapitola pojednavé o redlnych
funkeich jedné realné prom¥nné. Jejim obsahem je jemné theorie derivaci a souvislost
8 theorii integralu; vzhledem k poslednimu je tato kapitola jakymsi ivodem k obecné
theorii miry a integralu, které je obsahem kapitol osmé a devaté. V 7.1 se zavadé&ji deri-
vované &isla a nachazeji se nékteré vztahy mezi nimi. Na tomto zédklad¥ se udavaji obsahlé
postadujici podminky pro monotonii funkece. Zde se jiZ ukazuji zéklady theorie miry v H,.
Déle se dokazuje (Rieszovou methodou) véta o derivabilitd funkei 8 omezenou variaci.
Dalif odstavee jsou vdnovany theorii integralu. Dokazuje se, Ze ke ka¥dé pravidelné funkei
[ (Regelfunktion; t.j. takové funkes, %2 lim f(z)a lim f(x) existujiajsou koneéné v ka%dém

i 2o + :

z—2,
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bod¥ =z,) existuje zobecn¥né primitivnf funkece F' (F'(z) = f(%) plati s vyjimkou spodetné
mno¥iny & funkce F' je spojitd); dal¥im zobecn¥nim autor pfechézi k Perronovu integrélu.
Dalsi odstavec je v&novén obecnému problému roziffeni integralu; mnoZina v8ech funkef
8o vhodnd metrisuje a integral se ,,maximéalnim*‘ zptisobem roziff. Vyjde-li se ze schodo-
vitych funkef, dostdvdme na pf. Riemanniv nebo Lebesguetiv integral; st vysledkt
plati i pro integraly Stieltjesova typu. Tento postup se pozdéji zobectiuje v devaté kapi-
tole. Na konci kapitoly se studujf absolutné spojité funkce a srovnévaji se co do obsaZnosti
rizné tiidy funkef (spojité, schodovité, pravidelné, perronovsky integrovatelné atd.).

Osmé kapitola je vénovédna obecné theorii miry. Obvykle se vy¥etfuji mnoZinové
funkce na néjaké o-algebfe mnoZin; autor v souhlase s celkovou koncepef uvafuje funkce
na distributivnich relativnd komplementérnich svazech (Somenringen). Vzhledem ke
Stoneovd véts se oviem velké zobecndni neziskd. V tvodu kapitoly se formuluje zndmy
Lebesguetv ,,problém miry‘‘ a ukazuje se jeho nefesitelnost. Dokonce ani ,,snazsi‘‘ pro-
blém objemu neni obecnd FeSitelny.

V 8.1 se studuji aditivni a o-aditivni funkce, déle pak mira a vnéjsf mira. V 8.2 se uka-
zuje vytvoreni funkce intervalu z funkce bodové a dokazuje se, %e jeding funkce intervalu,
kters je aditivni a invariantni vzhledem k translacim, je nésobek elementérniho objemu.
Naésledujici &tyii odstavee se zabyvaji methodami konstrukef aditivnich funkei z danych
,sobecnych® funkef. Jsou v zésadd dv®é moZnosti: 1. nem&nit funkéni hodnoty, ale ziZit
definiéni obor, 2. ponechat definiéni obor, ale zmé&nit hodnoty.

Odstavec 8.3 je v&dnovan prvnimu zpusobu; je to methoda aditivniho rozkladu, zndmé
z theorie Carathéodoryho miry. (Rekneme, %e 4 ¢ B aditivng rozklads funkei f, kdy¥ pro
kazdé W e B plati f(W) = f(WA) + (W + AW).)

Dalsi t¥i odstavce pojednavaji o tfech provedenich druhé moZnosti. V 8.4 je vyklad
o funkeich s omezenou variaci, v 8.6 o konstrukei vn&jsi miry a obséhly odstavec 8.5 je
v8novan zobecndni Burkillova integralu pod ndzvem totalisace (nezamd&riovat s Denjoyo-
vymi integraly). Je zde specidlnd probréna theorie Stieltjesova integralu (v zajimavém
zobecnéni), Rieszova véta o linedrnich funkcionalech na prostoru spojitych funkei a jiné
aplikace. 8.7 resp. 8.8 jedné o doplnéni objemu resp. miry. V 8.9 je vyklad o theorii re-
dukce objemu a miry. (ZtotoZiiuji se prvky, jejichZ symetrickd diference mé miru nula.)
‘Odstavec 8.10 jedné o rozsiFeni objemu na miru. Koneéns posledni odstavec 8.11 obsahuje
aplikace pfedchozich vysledki na eukliduv prostor; navic je dokéazéna Vitaliho véta
o pokryti a v&ta o isomorfismu separabilni normované redukované miry s redukovanou
Lebesgueovou mérou na <0, 1>.

Posledni devaté kapitola je vénovéna obecné theorii integralu. Vzhledem k ptedchozi )
kapitole by se mohlo snadno jit obvyklou cestou (Saxs, HarLmos); autor vSak volf cestu
funkcionalni analysy. Na zéklad$ Stoneovy prace Notes on integration vezme za vychozi
bod linedrni prostor funkei, obsahujici s kaZdou funkef i jeji absolutnf hodnotu a uspoté-
dany obvyklym zpisobem; na ném pak uvaZuje nezéporny lineédrni funkeiondl a nazyvé ho
slementdrnt integrdl. V prostoru vech funkei se zavede pomoci integrdlu norma; pomoci
normy se provede rozifeni integrélu (Normintegral). Nyni se brzy dokéZe na pi. Lebesgue-
ova véta o limitnim pifechodu v integrélech. Pomoci integralu se definujf mé&fitelné funkce.
V 9.4 je vySetfovéana souvislost s kapitolou 8. Pomoci integrélu se definuje mira. Hlavnim
vysledkem je tato véta:

Je-li f = 1 méfitelnd, je integrdl, vytvofeny popsanou methodou, pro koneéné funkce ekvi-
valentnt 8 obvyklym Lebesgueovym integrdlem podle definované miry.

Vysledku se pouZiva k vyjadfeni linedrniho funkeciondlu na prostoru spojitych funkef
8 kompaktnim nosiéem lokéalng kompaktniho topologického prostoru integrélem. Déle se
vySetiuji prostory L? a dokazuje se véta o lineArnim funkcionilu v L,. Nésledujfci velmi
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‘zajimavy odstavec ,,srovnivé‘‘ integraly na témZ prostoru; vysledki se pak pouZivd
k ditkazu obecné v&ty o substituci. Konetng v 9.8 se pojednava o soudinu prostoru a doka-
zuje se Fubiniho véta.

Tento pfehled snad ukazuje na velké mnoZstvi studovanych otézek, modernost a origi-
nalitu pojeti. Ke kladtum knihy je ddle moZno p¥ipodist vzorng sestaveny rejstiik s odkazy
na literaturu, a v8cny seznam, ktery se pfi studiu ¢asto potfebuje. Z drobnych nedo-
patfeni uvedme tato: V knize neni vitbec definovan komplementarni svaz, aé se o ndm
mluvf (srv. 8.3.2); v 8.6.1.3 se mluv{ o objemu (Inkalt), i kdy¥ je tento pojem definovén a%
v 8.7. V 9.7.1 se mluvi o pologrupach, aé tento pojem neni objasndn. Tiskovych chyb je
velmi mélo a jsou okamZitd patrny. ]

Za netradini je tfeba povaZovat zvlast8 uZivani rastri a vibec polouspofiddanych
mno#in; snaha po redukei ,,8podetnosti‘‘ je ostatné patrna i z jinych novych ndmeckych
knih a élanki. I kdy% moZné otédzky probirané v knize nejsou v centru soudasnych zajmu,

. ptece jen dukladné znalost redlnych funkei je potfebnd v mnoha jinych odvétvich mate-
matiky. Aumannova kniha by patrng byla skvélou p¥iruéni knihou, kteréd davé zarovern
mnoho uZiteénych podnéti. Snad se ji do6kdme v hojném poétu alespori v ruském pre-
kladu.

Karel Kartdak, Praha.
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