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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 81 (1956)

0 NEKTERYCH ZAKLADNICH OTAZKACH MATEMATICKE
LOGIKY

LADISLAV RIEGER, Praha.

(Doslo dne 27. fijna 1955.) DT:517.11

Doplnéné prednaska*) z 6. 5. 1955 konand v pondélni schtzce, po-
fadané matematickou obei praZskou. PiedndsSka byla urdena SirSimu
okruhu matematiki nepracujicich pfimo v matematické logice, resp.
v t. zv. zékladech matematiky, a byla thematicky omezena na otdzku
pojeti a tikolt matematické logiky, resp. teorie zakladti matematiky.

K zakladnim otazkam matematické logiky, resp. s ni tzce spjatym t. zv.
otdzkam zdkladi matematiky nepiimo nalezi také — presnéji Fedeno, u nds
nalezi — otdzka zajmu a pozornosti k tdmto otdazkam. V této véci, jak se do-
mnivam, neni vSe v nejlep$im potfadku. Porovnejme stav badani v tomto
oboru a pozornost k jeho zakladim (které maji zajimat konec koncu kazdého
matematika) jen u nas a v sousednich lidové demokratickych statech, Polsku,
Madarsku a Némecké demokratické republice, o velmoci SSSR na jedné a
o zapadnich velmocech s USA v &ele na druhé strané nemluvé. Musime dospét
k zavéru, Ze pii stoupajici drovni a mnoZstvi nasi védecké matematické pro-
dukce jsme v této oblasti absolutné i relativné pozadu. Pfitom nelze fici, Ze by
na nasi pidé nebylo zZadné tradice badani v t. zv. otazkach zaklada matematiky.
Zde stadi z minulého stoleti jmenovat BERNARDA BorLzANA, jehoZ spisy,
zejména spisy tykajici se zakladnich otdzek matematiky, nejsou dosud z velké
tasti bohuzel vydany. Ze zadatku tohoto stoleti slusi pfipomenout jméno
prof. KArRLA VOROVKY, i kdyZz se zabyval zakladnimi otdzkami matematiky
spise s hlediska filosofického, a z doby mezi ob&ma valkami jméno prof.
VicLava Lisky, ktery ptsobil na Ceském vysokém udeni technickém a ktery

*) K nékterym zajimavym podrobnostem, o nichZ mélo byt promluveno, se pfedndsejici
pro nedostatek ¢asu nedostal — a zde je uvadi; naproti tomu jiné, od vlastniho thematu
odboéujici poznamky, jsou zde uvedeny jen struénd. Na tuto pfednésku navazovala druhé
prednéska dne 27. 5. 1955, kterd se tykala jiZ podrobngj&iho rozboru matematickych pro-
stf'egk\'l matematické logiky. Tyto otazky hodlé autor ve vhodném rozpracovéni uveiejnit
pozdé&ji.
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na sklonku svého Zivota se vénoval otdzkdm matematické logiky. Pokud
viak jde o vlastni misto, kde méla byt matematicka logika péstovana, t. j.
o Karlovu universitu, domnivam se, Ze nebylo spravné, Ze péée o otazky za-
kladi matematiky a o matematickou logiku v obdobi mezi obéma valkami
byla formalné svétena prof. V. HravaTEmMu jako nastupei prof. Vorovky.
Protoze smér védeckého zajmu a jisté vynikajici prace prof. Hlavatého v di-
ferencidlni geometrii byla otdzkam matematické logiky a zakladi matematiky
znaéné vzdalena, prakticky se o matematické logice na KU po strance mate-
matické v obdobi prvni republiky nepiednaselo.

Tak se zda, Ze doslo téméf vieobecné u nas k uréitému podcefiovani a snad
i k uréité neduvéie k vysledkim matematické logiky a teorie t. zv. zakladua
matematiky. Otazky t. zv. zakladi matematiky a matematické logiky byly
povazZovany vétdinou za blizdi filosofii nez matematice. Neni sporu o tom, Ze
na tento ndzor méla vliv okolnost, ze — zvlasté v obdobi mezi obéma valkami—
byly (ve svétové literatute a sporadicky i u nas) publikovany také prace
z oboru matematické logiky, které s hlediska matematickych naroké na kri-
tiénost a hloubku vysledki nebyly nesporné ceny. A tak naiimi matematiky
(vétsinou) nebyl nalezité docenén fakt, Ze matematicka logika a teorie zaklada
dosadhly v poslednich tticeti letech — jako jeden z nejmladsich oborG mate-
matiky — ve svém bouflivém rozvoji vyznamnych a trvalych vspéchi v pra-
cich GODELA, vON NEUMANNA, TarRskEHO, CHURCHA, KLEENEHO, MosTOW-
skkHO, Novikova, MARKOVA a j.; tyto vysledky podstatné ovlivnily nas
dnedni nézor na zakladni pojmy a otdzky matematiky. A kone&nd je tieba
litovati i toho, Ze v programu éetnych navitév matematikti ze sousednich
lidovych demokracii u nas nebylo dosud po dobu desiti let od osvobozeni
pamatovano na pozvani nékterého z obou vynikajicich odbornikti v matema-
tické logice — prof. Mostowského z VarSavy (Polsko) & prof. KALMARA ze
Szegedu (Madarsko). Presto se zda, Ze o otazky matematické logiky podinaji
jevit hlubsi zdjem jednotlivei z nejmladsi nasi matematické generace; jde tedy
jen o to, aby se jejich zadjmu dostalo naleZitého pochopeni.

O POJETI MATEMATICKE LOGIKY

Prejdéme k vlastnimu tematu. — Otazka hlavnich tkold, resp. piedmétu
a metod matematické logiky nepatii oviem do této discipliny samé, nybrz do
filosofie a jiz sama jeji formulace podstatné zavisi na vychozim filosofickém
stanovisku. Pokusim se charakterisovat hlavni pfedmét badani matematické
logiky, vychéazeje se stanoviska védeckého materialismu takto:

Matematickd logika je ve své podstaté studium zakonitosti ve vztahu
disledku mezi matematickymi vétami, provadéné matematickymi metodami.
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Jestlize jde o véty urtité teorie (aritmetiky, elementarni geometrie, teorie
mnozin a pod.), 1ze hovotit o matematické logice v uz§im slova smyslu, éili —
jak se také nékdy neptili§ pékné k4 — o metamatematice — a specialnéji
o t. zv. teorii zakladi (té které matematické teorie). Pokud zkoumame mate-
matické zakonitospi vztahu duasledku, které jsou spoleéné vSem matematickym
teoriim, hovofime o obecné matematické logice, nékdy (jesté méné pékné)
zvané metalogikou.

Je na misté hned zdiraznit dileZity a zasadni rozdil oproti opaénému
(idealistickému) pojeti matematické logiky (v uZsim i obecném smyslu).
Matematické logice se u nas neukldda ,,normativni‘‘ ikol davat matematice
logické pravidla, resp. vytvafet zaklady matematiky (,,konstituovat’‘ mate-
matiku), nybrz vymezuje se ji skromnéjsi uloha postavit se k logické zakoni-
tosti, at jiz jednotlivé matematické discipliny, at matematiky vubec, jako
k faktu, ktery pfijimame jako dany a ktery (kriticky) zkoumame matematic-
kymi metodami.

To, ze matematicka logika buduje na matematice, kterd sama ke svému
budovani potfebuje logiku, neznamena zadné ,,petitio principii‘.

Kdybychom chtéli uvést hrubou analogii, mohli bychom ¥ici, Ze s naseho
stanoviska je matematicka logika k matematice v podobném vztahu, jako
fysiologie smysli k fysice: Zajisté zZe fysika (pfedev&im experimentalni) po-
¢ina a konéi u smyslového vniméani — a opira se o né. Ptesto je mozné a vhodné
podrobit zkoumani samy procesy smyslového vnimani, které probihaji pii
fysikalnich pozorovanich. Aniz bychom tim sledovali cil ,,zaloZit fysiku na
fysiologii‘‘, muZeme naopak vyuzitim osvédéenych fysikalnich poznatku
v exaktni fysiologii smyslového vnimani zkoumat zajimavé a uziteéné zako-
nitosti smyslového vnimani, které probiha pii fysikalnich pozorovanich —
coz v neposledni fadé pomahéd i samé experimentalni fysice (na p¥. pii
opravovani t. zv. osobnich chyb, resp. smyslovych klamu pfi fysikalnich pozo-
rovanich). P¥i tom se tu neobavame Zadného ,,petitia principii®.

Divame se tedy na matematickou logiku zasadné jako na svého druhu
aplikovanou matematiku. Z toho. oviem neplyne, ze by vysledky matema-
tické logiky nemohly nebo nemély hrat éasto vyznamnou roli p¥i kritickém
rozboru zpusobi skuteéného matematického usuzovani v té které matematické
discipling, zejména bézi-li o disciplinu pomérné isolovanou jak od ostatnich
¢asti matematiky, tak jmenovité od aplikaci na ptirodni védy. (Na pt. nékteré
¢asti cantorovské teorie mnozin, zejména teorie ,libovolnych® kardinalnich
a ordindlnich transfinitnich &isel.)

Ale vcelku pfece jen to je matematika sama, kterd v pribéhu svého rozvoje
do 8itky i hloubky a zejména ustaviénym, tiebas dasto nepfimym stykem se
skuteénosti v aplikacich, vyzkousi a ovéfi, resp. zavrhne ten ktery druh dsudki.
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MATEMATICKE PROSTREDKY LOGIKY

Neni oviem lhostejno, jakych matematickych prosttedki bude matema-
ticka logika jakoito aplikace matematiky uZivat. Zhruba Fedeno, je samo-
zfejmé, ze dame piednost prostfedkim jednoduchym a co nejvice provéfenym
celym dosavadnim vyvojem matematiky (na p¥. konstruktivni aritmetice) —
-a zavrhneme silné hypotetické prostiedky (jako jsou zminéné partie canto-
rovské teorie’mnoZin, které spife samy potfebuji ke svému osvétleni ptispéni
matematické logiky).

V uréovéani piipustnych, resp. adekvatnich matematickych nastroji ma-
tematické logiky, tkvi jeden ze zakladnich jejich problémi, o kterém budeme
jesté podrobnéji hovotit. A abychom se v tomto problému lépe orientovali,
bude tfeba blize (s piijatého hlediska) osvétlit zdkladni pFedmét vyzkumu
matematické logiky, to jest vztah dusledku a jeho zakonitosti.

Na vztah dasledku se mizZeme divat se tfi podstatné riznych strinek.

A. Predev§im ve smyslu nami pfijatého materialistického gnoseologického
stanoviska vidime v kazdém nalezeném piipadu vztahu disledku v matema-
tice (pokud je v bézném matematickém smyslu spravny) odraz objektivné
existujici zavislosti jistych matematickych faktd na jinych matematickych
faktech. Jest ikolem té které matematické discipliny, aby stale Gplnéji vysti-
hovala jednotlivé piipady takové podminénosti jednéch matematickych fakt
jinymi. Je oviem ziejmé, Ze o této strance vztahu dusledku, o jeho — tak
iikajic — objektivnim podkladu, je nesnadno bliZe hovotit v n&jakém obecném
a absolutnim vyznamu — a dost mozna, Ze by to ani nemélo smyslu. Kromé
toho, Ze objektivni podklad vztahu dusledku existuje nezavisle na matematice
jako lidské myslenkové ¢innosti, vime o ném praveé jen tolik, kolik nam mate-
matika odhaluje. Presto vSak v logické teorii té které matematické teorie
pottebujeme zjednat alesponn stavajicimu stavu takové teorie odpovidajici
matematickou predstavu o vztazich mezi znadkami, resp. vétami zkoumané
teorie — a mezi pfedméty, resp. matematickymi fakty, které jsou témito znaky
resp. vétami minény. K tomu téelu neméame dosud lepsich predstav, nez jaké
dava obecnd cantorovska teorie mnozin jakoZto nejobecnéjsi matematicka
teorie: na objektivné existujici pfedméty matematické teorie hledime jako na
prvky, na jejich vlastnosti a na vztahy mezi nimi jako na mnoziny prvka,
na vlastnosti a vztahy mezi vlastnostmi jako na mnoziny mnozin — atd.

Je tedy cantorovsks teorie mnozin — p¥i veskeré své problematitnosti —
v tomto smyslu dzce svazana s matematickou logikou a tento svazek se uplat-
fiuje nevyhnutelné viude, kde jde o vyznam (interpretaci) symbolti formali-
sovanych systémi, o otazky modelil a o pojem pravdivosti (matematické véty),
pokud tyto pojmy neminime v dzkém smyslu piekladu (formalné preciso-
vatelného) z jednoho systému (formalisované teorie) do druhého. (K tomu
srov. ostatné bod C doleji.)
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B. Druhou, subjektivni, resp. intersubjektivni stranku vztahu dusledku
mezi matematickymi vétami tvoii piedstavy a mySlenkové asociace, které
matematikové s tim kterym piipadem vztahu dusledku spojuji.

Tato, pfedeviim do psychologie, resp. do heuristiky matematického mySleni
spadajici stranka vztahu dasledku je (moZné jen prozatim) nejméné piistup-
né matematickym metodam. To neznamend, %e je pro matematickou logiku
nedulezita. Vziti se do skuteénych (GspéSnych) pochodi matematického
(pfedev§im deduktivniho) myS8leni je pro odkryti zakonitosti matematické
dedukee pravé tak dilezité, jako hluboks znalost piisluinych matematickych
vysledkd samych; nicméné ono tvoii spiSe ptredsystematickou, pfipravnou
dast prace matematického logika — a my zde se ji bliZze obirat nebudeme.

C. Koneéné tieti stranka vztahu duasledku mezi matematickymi vétami
je jeho t. zv. stranka formalni, lépe febeno: formalisovatelnd. Ta tvoii
vlastni a zatim daleko nejrozvinutéjsi pole aplikaci matematickych metod
v logice.

Ukazalo se totiz (zasluhu o to ma v prvé fadé némecky logik FrEGE,
z konce 19. stol.), Ze jednotlivé zakladni druhy logickych usudkl v matematice
mozno po piisludném nahrazeni mnohoznaéné slovni fedi vhodnou precisni
soustavou symbolu (zkratek) vystihnout pomoci ryze kombinatorickych pie-
mén seskupeni symbolu (zdkladnich) v jind — bez uziti jejich vyznamu — bez
ohledu na stranku A vztahu disledku (na to, co symboly oznaduji) i na jeho
stranku B (na to, jaké ptedstavy a myslenkové obsahy se symboly spoju-
jeme). To je princip formalisace deduktivniho mysleni v matematice, na némz
je cosi vzdalené podobného kartézskému principu vystihovani geometrickych
vztahu éisly.

Tak prvym matematickym nastrojem logiky se stdva kombinatorika ko-
neénych posloupnosti, resp. jistych koneénych seskupeni zakladnich symbola
(znadek) formalismu, jakoZto zcela libovolnych (jen nalezité rozlisenych)
predmétii. Velkym pokrokem bylo, kdyz Godel v t¥icatych letech tohoto stoleti
pfipadl na myslenku nahradit zakladni symboly vhodné zvolenymi piiroze-
nymi &isly a symboly sloZzené nahradit (vzdjemné jednoznaéné) éisly, aritme-
ticky sloZenymi z &isel slozek. Tak se stala elementdrni aritmetika a zvlasté
pak teorie rekursivnich funkei aritmetiky zakladnim matematickym prostied-
kem logiky (nebot v tomto smyslu v sob& zahrnuje kombinatoriku koneénych
seskupeni znakil). Je to nastroj nesporné spolehlivy a vydatny.

JSOU PRIPUSTNE INFINITNI NASTROJE V LOGICE?

Naskyta se nyni zakladni otazka, které zde vénujeme zvlastni pozornost:
Je nutno se nazminény nastroj omezit, anebo je ptipustnoivhodno uzit i dalsich,
piipadné méné elementarnich, resp. ne jiz finitné — konstruktivnich prostied-

346



ki v matematické logice? Pii tom mame stile na mysli formalisovatelnou
stranku vztahu disledku; pro teorii vyznamu (interpretace) formalismu je
spolutidast daldich infinitnich matematickych prostiedkt (srovn. A shora),
vSeobecné vzato, jisté nevyhnutelna.

V odpovédi na tuto otazku se odbornici v matematické logice rozchazeji.

Zastanci konstruktivistického a finitistického hlediska popiraji, Ze by uzi-
vani jakychkoli infinitnich matematickych prostiedki a pojmu (jako je tieba
pojem realného &isla) ke zkoumani formalisovatelného vztahu dusledku mezi
vétami mélo smysl.

S opa¢ného hlediska (k némuz se hlasi i pfednasejici) povazuji se sice me-
tody rekursivni aritmetiky resp. metody teorie algoritmu (srov. niZe) za za-
kladni, ale ptipoustéji se i takové infinitni pojmy do matematické logiky,
které se osvédéily (pfimo, nebo nepfimo) v jinych, jmenovité fysikalnich
aplikacich. — Pokusim se o struénou obhajobu tohoto druhého hlediska.

Vychazime-li diasledné z pojeti matematické logiky jako aplikace matema-
tiky na vyzkum dusledku mezi matematickymi vétami, pak musime konsta-
tovat, Ze v8ech dosud explicitné uéinénych (zaznamenanych) deduktivnich
tusudkd v matematice za celou dobu jejiho trvani je nesporné konedény podet;
myslim, Ze mohu na p¥. tvrdit bez dikazu, Ze tento podet aZz do konce r. 1960

nepiekrodi &islo 10010 " * 100-krat za sebou povyseno. Je tedy matematicka
logika nejprve v situaci, v niZ jsou i jiné védy aplikujici matematiku: bez-
prostiedné je postavena pred sice jen koneény, ale ohromny a ve svych za-
konitostech zprvu nepiehledny pocet piipada toho, co ma zkoumat. Nezbyva
nic jiného, nez vyabstrahovat a zobecnit dosud pozorované projevy logic-
kych zakonitosti — a studovat tyto zakonitosti na idealisovanych umélych
nekoneénych symbolickych ,fecech, jako je formalisovand aritmetika, for-
malisovana geometrie a pod.; v takovych teoreticky (matematicky) tak ¥i-
kajic extrapolovanych matematickych ,,teoriich“ mame co éinit i s ,,vétami‘
takové délky a sloZitosti, Ze neni v hdskyeh silach je vypsat, natoz si plné
uvédomit jejich smysl.

Takové nekoneléné idealisované matematické ,,teorie’ museji byt ovSem
sestrojeny tak, aby obsahovaly skuteéné matematické teorie (ve vhodné
symbolické formulaci) jako svlj (koneény) fragment.

Zhruba zasadné podobné je tomu na pf. v kazdé fysikalni teorii: také zde
je viech dosud uéinénych pozorovani a méfeni zajisté koneény podet — a k je-
jich éiselnému zaznamu bychom vystadili (na dlouhou dobu napied) s omeze-
nym dostateéné velikym (koneénym) podtem racionalnich éisel.

Av3ak jiz v samé experimentalni fysice je téméf samoziejma a pfirozena
piedstava nekone¢ného spodetného mnozstvi viech racionalnich éisel jakozto
viech moznych Gdaji méteni (kdyby se presnost méfeni neomezené stupiio-
vala).
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" Teoretickd fysika viak vyZaduje dalsi matematické idealisace, jesté daleko
vice infinitni pfedstavy nespotetného mnozstvi viech realnych, resp. komplex-
nich é&isel. Aékoli t&chto ¢isel k vyjadieni vysledku libovolné pfesného méfeni
nepotfebujeme, ve vétsiné fysikalnich teorii se skuteéné fysikalni velidiny
povaZuji za proménné v oboru realnych ¢&isel (resp. jejich skupin), kdezto
naméfené racionalni udaje se povazuji za aproximaci skuteénych redlnych
hodnot. Ohromné uspéchy této pfedstavy v aplikacich dovoluji zavér, ze tato
idealisace mé realny obsah a je spravnym krokem na cesté stale hlubsiho
poznani objektivnich ptirodnich zdkonitosti.

Jestlize jsme se tedy v matematické logice neomezili finitnim stanoviskem
v nejstriktnéjiim smyslu slova, t. j. pfipoustime vyzkum souvislosti nesporné
»idealnich matematickych ,,vét*“ libovolné délky, pak neni vidét presvéd-
¢ujicitho duvodu, pro¢ bychom — jestlize to bude vhodné, pfirozené a hlavné
plodné pro vyzkum zakonitosti vztahu dusledku — nemohli piipustit i dalsi
idealisaci ,,véty’‘ nekone¢né délky, odpovidajici v hrubé analogii realnym
¢islim ve fysice. Rozhodujici odpovéd na tuto otdzku nemuze oviem dat nic
jiného, nezli Gspgsné vyzkouseni takovych infinitnich pojmi v matematické
logice. V tomto sméru bylo zatim udinéno malo pokusit (na pf. CARNAP ve
své ,,Logische Syntax‘, v nejnovéjsi dobé price HENKINA a SIKORSKEHO
o predikadtovém podétu s nespoéetné mnoha individuovymi proménnymi a
préce prednasejiciho) — a to jedté je otdzka, zda byly udinény ve spravném
sméru. Na piesvédéivou odpovéd je tieba jedté deldi dobu podkat, ale prvé
podatky tu jsou.

Dopliime tuto obhajobu uZivat téZ infinitnich matematickych pojmi jesté
piimérem, ktery bude snad piesvéd&ivéjsi nez znaéné hrubé srovnani s fysikou.

Aritmetisace formalisovanych systémt dovoluje vyjadiovat logické vztahy
mezi formalisovanymi vétami jako vztahy mezi jejich (pfirozenymi) t. zv.
Godelovymi &isly. AvSak vztahy mezi pfirozenymi ¢&isly mozno studovat
i pomoci neelementarnich metod analytické teorie &isel, za pomoci vysoce
infinitnich pojmi. Pro¢ by tedy nebyle mozno studovat podobnymi prosttedky
i formalisovany vztah dasledku, kdyZz bézi v zdsadé o totéz.

Konstruktivni a finitni metody v matematické logice zustanou ovsem za-
kladnimi metodami uz proto, Ze (zejména v nékterych systémech, jako je na
pf. GENTZENUV systém ,,pfirozeného usuzovani‘) bezprostfedné idealisuji
postup skuteéné diskursivni deduktivni myslenkové &innosti. Podobné i arit-
metika piirozenych &isel v konstruktivnim pojeti (elementarni teorie &isel)
zustane zédkladni matematickou disciplinou jako teorie zakladni podetni &in-
nosti. Podobné viak jako nelze olekavat, Ze viechny piredméty matematiky
Ize ,,zkonstruovat‘ prosttedky aritmetiky, t. j. konec konci vytvorit je teore-
tickou lidskou &innosti, tak ani nelze odekavat, Ze formalisovatelné logické vzta-
hy disledku budou jen takové, které lze sestrojit z pfedem daného vychodiska
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koneénym podtem koneénd-kombinatorickych krokd. Ze ostatnd takové
piedstava v matematické logice je nemoznd, to plyne ze znamych Gédelovych
vysledkii 0 nemoznosti rekurentni konstrukce celé relace dusledku ve forma-
lisované aritmetice resp. v neelementarni logice (kde se ,.existence‘‘ a ,,vSe-
obecnost‘‘ tyka i vlastnosti a vztahtt — nejen pfedméti.)

V dopliiujicim protikladu k finitné-konstruktivni teorii diskursivniho usu-
zovani (t. j. postupného nalézani jednotlivych p¥ipada vztahu dasledku) v mate-
matice je tedy s naSeho stanoviska pfirozené a potiebné studovat také
hypothetické systémy nekoneéné, po p¥. i nespodetné mnoha piipadi vztahu
disledku jako soudasné existujicich, t. j. studovat idealisované nespodetné
matematické teorie jako ,hotové‘.

Opravnénost takovych infinitnich predstav v matematické logice — pti
nezbytné kritiénosti a opatrnosti — je mozno spatifovat v uspéich podobnych
piedstav ve fysice (a jinych exaktnich védach). Podnétem k zavedeni takovych
predstav do matematické logiky miize byt konec konci — kromé jiz fedeného—
také okolnost (srovn. odst. sub B shora), Ze v matematickém mysleni hraji
znaénou tlohu i mys$lenkové pochody nikoli diskursivni, tedy na finitné po-
jaty kalkul neredukovatelné povahy, které dost mozna ke svému matematic-
kému zachyceni budou vyzadovat infinitnich prostiedku.

O NEKTERYCH NOVEJSICH USPESICH A O CENE MATEMATICKE LOGIKY

Na konec této prednasky bych rad odpovédél jesté na jednu otdzku zasad-
niho razu: K ¢emu je vlastné matematicka logika dobrda — a co ddva matemati-
kovi, zejména pokud jde o jeho disciplinu, kromé védomi, Ze aplikace mate-
matiky na logiku je mozna a zajimava sama o sobé? V ¢em spodiva (a v éem
je fale$né hledat) pritazlivost otazek matematické logiky?

Piedevs&im jsme dasto v logice schopni dokazat, Ze z jistého vymezeného
vychodiska (axiomi) té které matematické teorie a za ostie definovanych
a disledné dodrzovanych logickych pravidel mohou byt odvozeny véty jistého
(,,zadouciho) druhu — a nemohou byt odvozeny véty jiného (v néjakém
smyslu ,,nezadouciho‘‘) druhu (¢ili Ze axiomy a pravidla davaji to, co od nich
chceme). Nejdastéji bézi o to, Ze nemlZe byt odvozena véta tvaru ,,A et non A,
t. j. o otdzku bezespornosti. Tato otdzka, s idealistického hlediska (na pf.
v koncepsi HILBERTOVE) povaZovand za ustiedni otdzku matematické logiky
viibec, ustoupila dnes ponékud do pozadi. Divime se na véc v piipadé vse-
stranné provéienych matematickych teorii spiSe tak, Ze dikazy bezespornosti
(jedné formalisované teorie pomoci druhé, v dikazu uzité a neformalni) jednak
skytaji dasto zajimavé a netusené vzajemné vztahy mezi odlehlymi matematic-
kymi teoriemi, jednak do jisté miry ovéfuji nutnou podminku a dévaji kontro-
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lu toho, Ze jsme formalisaci spravné provedli. (Na p¥. Genzteniv dikaz beze-
spornosti aritmetiky pomoci transfinitni indukce typu prvniho spodetného
epsilonového &isla (1936).)

Jina je situace v, logickém rozboru onéch teorii, jako je piedeviim obecna
cantorovska teorie mnozin, které jsou do znaéné miry hypotetické a od ostat-
nich dild matematiky i od aplikaci pomérné isolované.

Zde oviem jsme nejen daleko od jakéhokoli naznaku dikazu bezespornosti
(a zde by diikaz bezespornosti mél vzhledem k vyskytu mnozinovych paradoxt
zvlastni vyznam), ale dokonce ani dosavadni formalisace a axiomatisace nelze
povazovat za zcela uspokojivé. Nicmnéné i zde bylo dosazeno pro matematiku
vyznamného tspéchu, kdyz bylo Godelem v r. 1938 dokazano toto: Jestlize
(pFi vyludném pouziti elementarni logiky — nizsiho predikatového podtu)
nelze vyvodit spor z béZnych ,,davéryhodnych® axiomi ,,nepfili§ silné“ teorie
mnozin, pak ani po ptipojeni tolik kritisovaného axiomu vybéru — a dokonce
po piipojeni obecné Cantorovy hypothesy kontinua (2% = x,,,) — ke sporu
nemuze dojit.

Dale jsme schopni ¢asto Tici, zda dané presné formalné vymezené logické
prostiedky staéi anebo nestaéi k tomu, aby z danych koneéné mnoha axiomu
byly odvozeny vSechny véty té které obsahové — axiomaticky budované
teorie, které musime povazovat za pravdivé poudky. Jeden z nejproslulejSich
vysledku matematické logiky, pochazejici od Godela z r. 1933 a zdokonaleny
RosserEM, Tarskim a Mostowskim v nedavné dobé, iikd, Ze bézné (formaliso-
vané) logické usudky k tomu nestaéi ani v ptripadé aritmetiky pfirozenych
¢isel (a tim spiSe ani v teoriich obsaznéjsich).

Dale se podafilo — po precisaci diive toliko intuitivniho pojmu algoritmu
jakoZto mechanisovatelného podetniho postupu — dokazat, Ze na nékteré
druhy aritmetickych otazek nelze odpovédét algoritmickym zptsobem. Jinak
fedeno, zdafilo se Fesit (zaporné) nékteré t. zv. problémy rozhodnutelnosti.
Tak na pi. neexistuje algoritmicky zpusob, jak rozhodnout o vyrazu nizsiho
predikatového poétu, zda je & neni t. zv. identickou formuli (Church 1936).
Matematicky vyznamnéjsi je vS8ak zaporné feSeni problému existence algo-
ritmu pro nékteré ulohy maticového poétu a obecnéji asociativnich systému
(Markov 1949, 1950). Zvlasté vyznamnym vysledkem je tu zaporné Feseni
proslulého, pfes 30 let starého problému slov teorie grup, t. j. problému nale-
zeni algoritmu, ktery by dovoloval rozhodnout, zda dvé dané formy prvka
grupy s koneénym poétem generitort a definujicich relaci udavaji tyz prvek
nebo ne (Novikov, 1952).

Po positivni strance zatim nejobsazné&jsi formalisovand matematicka teorie,
u niZz se podafilo nalézt algoritmus dovolujici rozhodovat o spravnosti &
nespravnosti logicko-matematické formule, je formalisovana t. zv. elementéarni
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algebra a geometrie (algebra je bez indukce, geometrie bez axiomu spojitosti).
To je vysledek Tarského z r. 1949.

Tolik na ukazku jednotlivych matematicky vyznamnych vysledkt matema-
tické logiky. Vice nelze v této pfedndsce pfinést; doufdm, Ze to stadi pro po-
vzbuzeni zajmu téch, ktefi snad o uvedenych vysledcich nevédéli. Pritom
nehovotfime o uréitém vyznamu, ktery mé matematickd logika pro teorii
matematickych stroji (teorie obecné rekurentnich funkei a algoritmi), jakoz
i o aplikaci na teorii releovych elektrickych obvodi. Nerozvadim také jisty
vyznam, jaky ma podle mého nazoru hlubsi znalost vysledkii matematické lo-
giky (oviem bohuzel zatim nikoli u nés) pro otazky t. zv. elementdrni matema-
tiky a didaktiky.

V em vSak tkvi zvlastni pritazlivost, kterou matematickd logika a t. zv. teo-
rie zakladd mé pro vétSinu hloubéji premyslejicich matematiki? Je nedo-
rozuménim spatiovat tuto pfitazlivost v tom, Ze by snad matematicka logika
uédila matematika ,,logicky myslet®. Je idealistickym sebeklamem vid&ét tuto
piitazlivost v tom, Ze matematicka logika je pry jakousi ,,védou vSech véd,
..zakladem matematiky‘‘, obecnou deduktivni metodologii anebo jinym ka-
menem mudred. A pfece nelze poptit, Ze v zdjmu o problémy matematické
logiky jest i jisty — chcete-li — filosoficky moment, kterého neni tolik v jinych
matematickych disciplindach — mozna s vyjimkou obecné teorie mnozin.
Kdybych se chtél ve formé jakéhosi stru¢ného, oviemze jen osobniho vyznani
blize vyslovit o tomto momentu (ktery zajisté neni jediny a ktery nemé oviem
nic spole¢ného s idealistickymi spekulacemi), fekl bych to asi takto: Matemati-
ka vzdor zasadni koneénosti svych vyrazovych prostfedkd pronikad stale
hloubéji do zakonitosti nekoneéna a lze ¥ici, Ze se zmocniuje dokonce (pokud
pFili§ neutikd skuteénosti) nekoneden riznych druht. Jednim z nejhlubsich
a nejichvatnéjiich tkolt matematické logiky jest kriticky objastiovat dia-
lektiku vztah mezi koneénem a nekonetnem v matematice, tento zapas ma-
tematiky o nekoneéno — a pomoci matematice nalézt v ném nové cesty.
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