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Casopis pro péstovini matematiky, ro&. 81 (1956)

POZNAMKA O RIDKYCH MNOZINACH V E,,

JAN MARIK, Praha.

(Doslo dne 13. zafi 1955.) DT:519.51

V préci je dokdzéna. véta, kters m4 asi tento nazorny vyznam: Ridka
mnoZina v E, mé miru 0, kdyZ jenom podél nemnoha rovnobéZek se
soufadnymi osami je pfili§ roztrhéna. V E,, (m > 2) plati podobna
véta pro Fidké uzaviené mnoziny.

Lemma 1. Bud P separabilni metricky prostor. Bud N nespoetnd mnofina;
kaZdému x ¢« N bud pFifazen bod b(x) e P. Bud ¢ > 0. Potom existuje bod c € P
tak, %e pro nespoletné mnoho x € N plati 2(c, &) C 2(b(x), 2¢).%)

Dikaz. Bud C hustd spobetnd &ast prostoru P. Ptitadme kazdému c e C
mnozinu N, téch x ¢ N, pro néz c ¢ 2(b(x), ¢). Protoze Y N, = N, existuje

ceC’

c e C tak, Ze mnozina N, je nespodetna. Pro kaidé = ¢ N, je pak Q(c, ¢) C
C 2(b(=), 2e).

Oznadeni. Bud E, m-rozmérny kartézsky prostor. Je-li m > 1, 7 celé,
1<i<m, BCE,, z= [z, ..., 2,_1] € E,,_,, bud B} mnozina viechte E,,
pro néz plati

[, ccs iy b2y ooy (] € B

Lemma 2. Bud BC E,, (m > 1); bud Q neprdzdnd oteviend &ist E,,_,; bud
A nespoletnd Edst E,; koneéné bud T mnofina téch x ¢ E,,_,, pro né&f md B
nespoletné mnoho komponent. Necht 2.x A C B a necht T je proni kategorie
(v E,,_,). Potom mnofina B nent ¥idkd.

Dukaz. Jestlize mnoZina A neni fidka, neni ani mnozina B ¥idka. Pied-
pokladejme tedy, Ze mnoZina A i mnoZina B je fidk4; ukdZeme, Ze tento
predpoklad vede ke sporu. Budte L,, L,, ... viechny komponenty mnoziny

E, — A (je jich oviem nekone&nd mnoho). Dale bud 7' = Y T,, kde mnoziny
n=1

T, jsou fidké. Bud 2, néjaké omezena oteviena neprazdna ¢ast mnoZiny £;

polozme @, = Q, — T,. Protoze G, je neprazdna oteviend mnozina a protoze

mnozina B je tidk4, neni G, x L, C B. Existuje tudiz bod z, e @, a &islo

*) Je-lia e P, § > 0, znadi 2(a, 8) otevienou kouli o stiedu a a polomé&ru 4.
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9, € L, tak, Ze [x,,y,] non ¢ B. Protoze mnozina (G, x L,) — B je oteviens,
existuje oteviené okoli Q, bodu x, tak, fe 2, C G, a Ze zadny bod [, ¥,], kde
x € £, nelezi v B. Polozme dale G, = 2, — T',. Protoze neni G, x L,C B,
existuje bod z, € G, a &islo y, € L, tak, e [2,, ¥,] non ¢ B atd. Timto zptisobem
sestrojime posloupnosti {2,} (n =0,1,...), {G.}, {Z.}, {¥.} (n=1,2,..).
Mnozina £, je omezena a plati 2,C G, C 2,; (n =1,2,...); je tedy § =

+0,082,0n..CQ20n Q2 .. Zvolme xen 2,. Potom plati jednak

n=1

[, y,Jnone Bpron =1, 2, ..., jednak [z, y] € B pro kazdé y ¢ A. Mazeme tedy
kazdému bodu y e A piifadit tu komponentu K(y) mnoziny B;’, pro niz
y € K(y). Necht z,, z, € 4, 2, < z,. Protoze mnozina 4 je ¥idka, existuje z tak,
¥e plati 2, < z < 2z,, znon € A. Necht z e L,. Protoie L, C (2, 2,), lezi mezi
body 2y, z, bod y,,, ktery nepatii do B;"; odtud plyne K(z,) = K(z,). Zobrazeni
y — K(y) je tedy prosté; vidime, Ze mnoZina By’ méa nespoéetné mnoho kom-
ponent. Protoze viak plati x ¢ 2,C G, C 2, ; — T, pro n = 1,2, ..., nelezi
bod & v Zddné z mnozin 7', a tedy ani v mnozing 7'. To je hledany spor.

Oznadeni. Bud BC E,, (m > 1), y ¢« E,. Necht ,B zna¢i mnoZinu vsech
xekl, ., pronéi je [z, y] e B.

Lemma 3. Bud BC E,, (m > 1). Bud T mno¥ina véech z ¢ E,,_,, pro né& md
B nespocetné mnoho komponent. Necht pro nespoletné mnoho y e B, md mnofina
B vnitint bod; T bud proni kategorie (v B, _,). Potom mnofina B neni Fidkd.

Dukaz. Bud @ mnozina vSech y, pro néz ma ,B vnitini bod. Ke kazdému
y € Q existuje bod b(y) € E,,_, a &islo e(y) > 0 tak, Ze 2(b(y), ¢(y)) C ,B. Bud

@, mnozina téch y e @, pro néz je e(y) > —1— Pro kazdé ye@Q, je pak
n

Q(b(y), %)C_ ,B. Je G Q. = @; existuje proto n tak, Ze mnoZina @, je nespo-
n=1

éetna. Podle lemmatu 1 existuje ¢ € E,,_, a nespobetnd mnozna 4 C @, tak,

Ze je Q= .Q(c,gﬁ) cQ (b(y), %) pro kazdé yed. Je tedy Q2xAC B;

podle lemmatu 2 neni mno#zina B ¥idka.

Véta 1. Bud méfitelnd mnofina B Fidkd v E,. Bud N; mnofina véech t ¢ K,
pro né% md B nespobetné mnoho komponent (i = 1, 2). Necht mnoZina N, md
miru 0 a necht mnoZina N, je proni kategorie. Potom md B miru 0.

Dikaz. Bud D mnozina téch y € E,, pro néz ma ,B kladnou miru. Pripustme,
Ze mnozina B m4é kladnou miru. Potom (podle Fubiniovy véty) ma téz D klad-
nou miru. ProtoZe N, m4 miru 0, je mnozina A = D — N, nespodetnd. Je-li
y € A, m4 mno%ina ,B = B, kladnou miru a jen spodetné mnoho komponent.
Aspori jedna komponenta je tedy-(nezvrhly) interval; ,B mé tudiz vnitini bod.
Podle lemmatu 3 (kde klademe 7' = N,) neni mnozina B ¥idka. Tento spor
dokazuje, Ze B ma miru 0.
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Poznamka. JestliZe mnoZina B C E, je fidkd a jestliZe mnoziny N,, N,
maji miru 0, mize je§té B mit kladnou miru, jak ukazuje tento piiklad (kde
mnozina B je dokonce uzaviena):

Setadme vSechna racionalni &éisla intervalu (0, 1) do posloupnosti ry, 7y, ...
Jsou-li m, n ptirozend &isla, polozme

Im,n = (rm: T'm + 2—m—n) X (rrn Tn + 2~m—n) .
Dile bud G = U Ipnn, K = <0,15x<0,15, B—= K — G. Mira G je meni
m,n
ne;z » 4 mn=%4"m S 4-n=1}.} =1}, takie mnozina B mé kladnou
m,n m-=1 n=1

miru (a ziejmé je ¥idka). Polozme jestd J, = (r,,7, +2°7), 4, =UJ,

o0
(n =1, 2,...). Mira mnoZiny A4, je mendi nez > 27% = 2-»+1, tedy mira pri-

k=n
niku N 4, je nula. Zvolme ¢t ¢ E, — A 4,. Existuje p tak, Ze t non € A,; déle
n=1 n=1
existuje ptirozené ¢ tak, ze v intervalu (¢ — 279, t) nelezi Zadné z &isel ry, ..., 7,.

Necht nyni v intervalu I,,, lezi n&jaky bod s prvni soufadnici rovnou ¢. Pro-
toze te(ry, r, + 2" ") CJ,,C A, ale tnoned,, je m < p. Zarovei je
viak t — 2—m—n <7, < {; protoze ¢&islo r, neleii v intervalu (f — 279,¢), je
n < ¢. Odtud plyne vztah G, = H;, kde H = U I,, ,; mnozina B} = K} — H}

m<p
n<gq

ma tudiZ jen koneény podet komponent. To plati pro kazdé te B, — N 4,,
n=1
tedy pro skoro v8echna ¢ ¢ E,. Podobné lze zjistit, Ze pro skoro viechna ¢ ¢ B,

mé B} jen koneény podet komponent.

Jesté snazsi je sestrojit fidkou uzavienou mnozinu B C F, s kladnou mérou
tak, aby obé mnoziny N,, N, byly prvni kategorie. Staéi polozit B = D x D,
kde D je néjaka Fidkd uzaviena éast E, s kladnou mérou.

 Definice. Necht m, i jsou celd, m > 1, 1 < i < m a necht BC E,,. Bud
N(i, B) mnozina v8ech z ¢ E,,_,, pro néZ ma B, nespoletné mnoho kompo-
nent; bud M(i, B) uzavér mnoziny N(i, B). Bud R™ systém vSech mnoZin
B, které jsou uzaviené v K, a pro néz maji mnoziny M(1, B), ..., M(m, B)
miru 0 (v E,,_,).

Véta 2. Necht mnoZina B € R™ je Fidkd. Potom md miru 0.

Dikaz. Bud napted m = 2. Ve vété 1 je N; = N(i, B) (¢ = 1, 2). MnoZina
M(2, B) je uzaviena a mé miru 0; je tedy fidka. Tim spise je N, = N(2, B)
mnozina prvni kategorie. Protoze M(1, B) m4 miru 0, ma i N, = N(1, B)
miru 0. Podle véty 1 mé tedy B miru 0.
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Predpokladejme, Ze véta plati pro jisté m > 2. Bud B ¢ R™*1; nechf B ma
kladnou miru. Bud D mnoZina téch y ¢ E,, pro néz mé ,B kladnou miru;
bud D; mnoZina téch y ¢ E,, pro néz ma ,(M(¢, B)) kladnou miru (+ = 1, ..., m).

m
MnoZina A = D — U D, je nespodetnd (protoze mnozina D mé miru > 0,
“i-1
kdeZzto mnoziny D; maji miru 0). Zvolme y ¢ 4; dokazeme, Ze plati ,B ¢ R™.
Bud tedy z € E,,_,. Prvky mnoziny (,B); jsou ta &isla ¢, pro néz je [z, t] ¢ ,B
neboli [z, ¢, y] ¢ B; odtud plyne (,B); = B;,;, N(m, ,B) = ,(N(m, B)) a tedy
(protoZze mnozina ,(M(m, B)) je uzaviena) M(m, ,B)C ,(M(m, B)). Protoze
ynon € D,,, mé mnozina M(m, ,B) miru 0. Podobné bychom zjistili, Ze téz
mnoziny M(1, ,B), ..., M(m — 1, ,B) maji miru 0. Je tedy opravdu ,B e R™.
Protoze y ¢ D, ma ,B kladnou miru. Podle indukéniho piedpokladu nemuze
byt mnozina ,B ¥idké; protoze v3ak je uzaviena, ma vnitini bod. Podle lem-
matu 3 (kde klademe 7' = N(m + 1, B)) neni ani mnozina B #idka. Tim je
proveden indukéni krok a véta je dokézana.

Poznamka. Bud B fidkd mnozina ze systému R™. Podle véty 2 ma B miru
0; mnozina B’ m4 tedy miru 0 pro skoro viechna z ¢ E,, ,. Zaroveni viak ma
B pro skoro vSechna z jen spodetné mnoho komponent; odtud plyne, Ze mno-
zina B! je pro skoro vSechna z ¢ E,,_, spodetnd .

Pesome
O HUI'IE HE IIJIOTHBIX MHORECTBAX B E,

AH MAPHKUK (Jan Maiik), IIpara.
(Mocrymuio B pegaxuuio 13/1X 1955 r.)

Ounpenenenne. [lycts m — nesoe uueno > 1, i — nenoe uncao, 1 < i < m;

oyets E, — m-mepHOe nexaproBo mnpocrpanctBo. Ecim B C E,, z =
=[xy, ..., Zp-1] € E,-,, TO 0003HAauNM yepe3 B; muomecTBO BeexX ¢ e B, muna
KOTOPHIX [%y, ..., %;—y, &, &4y ..., Tpy] € B. Ilycrs, nmamee, N(i, B) Oypmer

MHOKeCTBO BeeX « € E,,_;, 1A KOTOpHX MHOKecTBO B} mMeer HecueTHoe KO-
JM9ecTBO KOMIOHeHT; nycts M(i, B) — 3ambikanme muomecrsa N(i, B). Ha-
KOHeIl , mycTh R™ o3HAYaeT CHCTEMY BCceX MHOMKECTB I3, KOTOpbIe 3aMKHYTHI

B E,, u ana xoropuix Muomectsa M(1, B), ..., M(m, B) umeior Mepy 0.
Teopema 1. ITycmv B — nuede me naommoe usmepumoe muoncecmeo ¢ E,.
IIycmv N(1, B) — wmHowecmeo nepeoli kamezopuu; nycmv N(2, B) umeem

mepy 0. Toz0a u B umeem mepy 0.

Teopema 2. ITycmv muoxcecmeo B € R™ nuzde ne naomuo. Toeda ono umeem
#epy 0.
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Summary

A NOTE ON NON-DENSE SETS IN E,,

JAN MARIK, Praha.
(Received September 13, 1955.)

Definition. Let m, ¢ be integers, m > 1,1 < @ < m; let E,, be the m-dimension-
al cartesian space. If BC E,,, x = [y, ..., *py_;] € E,,_,, we denote by B! the
set of all t € B, such that [z, ...,2,_,, ¢, z;, ..., %,_,] € B. Let N(i, B) be the
set of all ¢ E,,_, for which the set B has a non-enumerable infinity of com-
ponents; let M(:, B) be the closure of N (¢, B). Finally, we denote by R™ the
system of all closed sets B C E,, such that the measure of M (¢, B) is zero for
1=1,...,m.

Theorem 1. Let B be a non-dense measurable set, B C E,. Let the measure of
N(1, B) be zero and let N (2, B) be of the first category. Then B has measure zero.

Theorem 2. Let the set B C R™ be non-dense. Then B has measure zero.
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