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‘Casopis pro p&tovani matematiky, ro¥. 81 (1956)

POZNAMKA O PLOCHACH S LOKALNE SFERICKOU INDIKATRICE
NORMALNI KRIVOSTI V PETIROZMERNEM PROSTORU

KAREL SVOBODA, Brno.

(Doslo dne 2. 8ervna 1955.) DT:513.735

Autor vysetiuje zvlastni ptipad ploch s lokalng sférickou indikatrici
normélni kiivosti v p&tirozmérném prostoru konstantni kiivosti a do-
pliiuje tim vysledky uvedené v pojednani Sur une caractérisation mét-
rique de la surface de Véronése.

1. V pétirozmérném prostoru §; konstantni kiivosti ¢ ptifadime kazdému
bodu M pohyblivy reper (R) slozeny z ortonormalnich vektori ey, e,, e;, e,, e;.
Libovolné zméné parametri prostoru v okoli uréitého bodu odpovida zména
reperu a zvlasté plati rovnice tvaru

dM = e + m,e; + wze; + w.e + wse;,
de; = — coM + w8 + wney + wize; + wyey + wye;, (1)
(z=1,...,5),

pfi éemZ w jsou linearni formy v diferencidlech proménnych, na nichz zavisi
reper (R).

Formy o vyhovuji vzhledem k pfedpokladim o vektorech e; linearnim rov-
nicim

w,-j+w,-,-=0, (i,jz 1,...,5) (2)
a vnéjsim kvadratickym relacim
[dw,] = [wy0] + [wawe] + [wawg] + [wawys] + [wsw5:] , (3)
[doy;] = [040;] + [0:30,] + [@i305;] + [0404;] + [0i505] — ¢ [ww;],
(¢, j=1,...,5),

které jsou rovnicemi struktury prostoru S; s konstantni kfivosti c. Tento prostor
je pro ¢ = 0 eukleidovsky a pro ¢ + 0 neeukleidovsky.

Z rovnic (1) vychazi pro linedrni element vztah
ds? = o] + w; + w; + o + o). ' (4)
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Budeme se zabyvati mnozinou (M) bodi M v prostoru §;, ktera je definovana
timto zptisobem:

KaZdému bodu M mnoZiny (M) lze pfifaditi pohyblivy reper (R) takovy, Ze
pFislusné formy o vyhovuji kromé rovnic (2) soustavé Pfaffovijch rovnic

wy =0, w, =0, w; =0,
W3 = VW; , Wy = Tw,;, W5 = T, , (5)
Wog = VWy , Woq = — TWy, Wy = TW,,

v nichZ funkce v, r jsou vazdiny podminkou
vt 42 = R, (6)
kde R znali kladnou konstantu.

Z rovnic (1) a (5) je patrno, Ze uvazovanou mnozinou bodu M je plocha vno-
Yena do prostoru S5 a Ze pohyblivy reper pfitazeny libovolnému jejimu bodu
ma tu vlastnost, Ze vektory e,, e, jsou rovnobézné s teénou rovinou plochy
v bodé M.

V libovolném bodé plochy jest jeji normdlni kfivost definovana vektorem
kolmym k teéné roving, jehoz soufadnicemi jsou kvadratické formy

2 2y .
01013 T Wewgy = V(0] + ®3)

2 2 .
0,01 + Wy = 7(w; — W), (
01015 + WeWes = 27w, ,

~1
S

délené vyrazem ds?. Polozime-li w, = ds . cos @, w, = ds . sin O a oznadime-li
X;, X, X; soutadnice vektoru normalni kiivosti v prostoru §;, ktery je totalné
kolmy k te¢né roviné plochy (M) v bodé M, dostaneme

X,=v, X,=rcos20, X;=rsin20. (8)

Méni-li se @, vyplni koncovy bod vektoru normalni kiivosti kuzelosecku, ktera.
se nazyva indikatriz normdlnt kfivosti uvazované plochy v bodé M.

Z rovnic (8) vychdzi podle (6) X5 -+ X!+ X? — R?, takZe uvaZovani
plocha mé vlastnost, Ze indikatriz normdlni kfivosti v kaédém bodé plochy je
krusnice leZict ma kouli prostoru S,, kterd md konstantni polomér R a stied v p¥i-
slusném bodé plochy. ’

Je ziejmé, Ze » znadi polomér indikatrice a v vzddlenost jeji roviny od bodu
plochy. Budeme fikati, Ze tyto plochy maji lokalné sférickou indikatrici nor-
malni kiivosti.

2. Vysetfime nyni existenci a obecnost ploch, které maji vySe uvedenou
vlastnost, pfi ¢emz budeme predpokladati v & 0. Ptipad » == 0 podrobné vy-
Settil O. BorUVKA v pojedndni Sur une classe de surfaces minima plongées dans
un espace ¢ cing dimensions a courbure constante (Spisy vydavané ptirodo-
védeckou fakultou Masafykovy university, ¢. 106, 1929).

Vnéjsim diferencovanim rovnic (5) a uZitim rovnic struktury (3) dostaneme.
predeviim vnéjsi kvadratické relace
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[wl (d—: - w34)] — [wywg5] = 0,
[w,035] — [wz (%? + w34)] =0,

d
[wx (TT +y )] + [wg(2015 — wy5)] = 0,

dr v

[0,(20,5 — @45)] — [wz (— - wu)q =0, (9)

r r

v dr:
[wl (2“’12 - W35 — w45):| - [wz“;: =0,
dr v b
[ml 7] + [0)2 (20)12 + @35 — w45) =0,

v nichz diferencialy funkei v a r vyhovuji podle (6) podmince
vdv 4+ rdr=20. (10)

Z (9) a (10) plyne, Ze soustava Pfaffovych rovnic (5) neni v involuci. Prodlou-
Zime ji proto rovnicemi

d
—; = 2(Aw, — Bw,), 2w, — 0y = % (Bw, + Aw,) ,

(11)

Wy, = — Aw, — Bw,, wz; = Bw; — 4w,
v nichz A4, B jsou nové funkece.

Podminky integrability prodlouZené soustavy rovnic (5), (11) dostaneme pak

ve tvaru
[w(d4 + Bw,,)] — [wy(dB — Aww)] =0,
[w,(dB — Awm)] + [wy(d4 + Bwy,)] +

+ % (672 — 22— 2 — 1 +2 '_; . Zﬁr*B*Z) [ww,] = O, (12)
[0(d4 + Boy)] + [0o(dB — Awy)] — 2~ AB [w,0,] = 0,

[04(dB — Aoyy)] — [0o(d4 + Boy)] + - (42 — B)[wm,] = 0.

Z rovnic (12) je vSak patrno, Ze také prodlouzena soustava Pfaffovych rovnice
neni v involuci. PoloZzime proto znovu na zakladé Cartanova lemmatu

d4 + Bw,, =
=J—‘—(6r2——2v2—2c—14—22,—2 A?—{—B2——-Qi A — B o +£ABw
20 r2’ 2’ 1 r 25

(13)
dB — Aw,y, =
14 r Y | —
=—7ABw1—-%(6r2—2v2—2c~1 +2;§.A2+B2+T—2.A2_B2)0)2.
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Vngjsim diferencovanim pak dostaneme z rovnic (13) relace
B{(v® + r?)(42 + B? — 6r2 ++ 20? 4 2¢) — 100%2} = 0,

14
A{(v? + 72)(A2 + B2 — 612 + 20 + 20) — 10022} = 0. (14)

Z nich je patrno, ze je t¥eba rozliSovati dva pfipady podle toho, zda obé velidiny
A, B jsou nebo nejsou soudasné rovny nule.

Bud nejprve 4 = B = 0. Pfaffovy rovnice (11) maji v tomto ptipad® tvar

dv =0, 2w, — w5 =0, wyy =0, Wy =0 (15)

a uvazované plochy maji vlastnost, Ze vzdalenost » roviny indikatrice od p¥i-
sludného bodu plochy je konstantni. Z (6) pak vychézi, Ze polomé&r r indikatrice
je rovnéz konstantni.

Podminkou integrability soustavy rovnic (5) a (15) je podle (12) 372 — 22 —
— ¢ = 0, takZe uvedend soustava je Uplné integrabilni a jeji obecné FeSeni
zavisi jen na konstantach.

Predpoklddejme nyni, Ze neni soudasné 4 = B = 0, takZe podle (11) v neni
konstantni podél celé plochy. Podle (14) je pak

(v + r*)(A2 + B2 — 6r* 4 20 + 2) — 1002 = 0. (16)

Diferencovanim tohoto vztahu a dosazenim podle (10), (11), (12) dostaneme
relaci, kterou 1ze na zakladé (16) zjednodusiti na tvar

(4 r¥)c+ (v —r2)(v? + 6r2) = 0.

Tato relace vede pak po opétovném diferencovéani a odloudeni vyrazu » dv,
ktery je podle piedpokladu rizny od nuly, k podmince

1772 — 312 =0 .

Odtud pak stejnym postupem odvodime spor s uvedenym predpokladem.
UvaZované plochy tedy v tomto pfipadé neexistuji.

3. Shrnutim piedchazejici ivahy dospivame k tomuto vysledku:

V pétirozmérném prost(;ru konstantnt kiivosti c existuje pravé jedna t¥tda ploch,
které majt lokdlné sférickou indikatrici normdlnt kfivosti, leZict na kouli s kon-
stantnim polomérem a se stfedem v prislusném bodé plochy a v roviné neprochdzejict
timto bodem. Vzddlenost roviny indikatrice od bodu plochy a tedy také jeji polomér
jsou u téchto ploch konstantni.

V pojednani Sur une caractérisation métrique de la surface de Véronése (Spisy
vydévané prirodovédeckou fakultou Masarykovy university, &. 368, 1955)
jsem odvodil, Ze tyto plochy jsou dokonale urdeny tim, Ze jejich lokalné
sférickd indikatrix normalni k¥ivosti m4 konstantni polomér podél celé plochy,
a uvedl zakladni geometrické vlastnosti téchto ploch. Zejména jsem zjistil, Ze
kazdé takové plocha je Veronésovou plochou v projektivné rozsifeném prostoru
S;, a podal tak metrické vlastnosti klasické Veronesovy plochy.
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Pezwome

3AMEYAHME O NOBEPXHOCTSIX C MECTHO-COEPUYECKO!I
VUHIMKATPUCENl HOPMAJIbHO KPUBU3HHI
B IATUMEPHOM ITPOCTPAHCTBE

KAPEJI CBOBOJA (Karel Svoboda), BpHo.
(ITocrynuio B pegaxumio 2/VI 1955 r.)

IToBepxHocTH, onpefesleHHbIe B IATUMEPHOM IPOCTPAHCTBE MOCTOAHHON KpH-
BU3HBI cucTeMod nudepeHunanbHbXx ypaBHeHu# (1), xosddunueHTH @ KO-
TOPHIX YMOBJETBOPAIOT JIMHEHHBHIM OTHOmeHuAM (2) u (5), MMET B Kamkaod
TOYKe B KadyecTBe MHAMKATPHCH HOPMAJbHOH KPHBUBHHI OKPYKHOCTH,HAXOMA-
myocs Ha cfepe ¢ IeHTPOM B COOTBETCTBYIOLIEH TOYKE IOBEPXHOCTU M ¢ IOCTO-
SIHHBIM PajiyCOM.

B aroit pabore mokasniBaeTcd, 4TO CYIIECTBYET TOJIBKO OJMH KJacc TaKUX
NOBEPXHOCTEN 110 NPEANOJIOKEHNI0, YTO IJIOCKOCTh MHINKATPUCH HEe IPOXOJUT
4epe3 COOTBETCTBYIOIYIO TOYKY moBepXHoctd. Ee paccTosinme oT TOYKM moBepx-
HOCTH, TOJO0HO KaK M ee Pajnyc, y 3THX MOBePXHOCTeH HOCTOAHHEIE.

Résumé

REMARQUE SUR LES SURFACES A ’INDICATRICE DE COURBURE
NORMALE LOCALEMENT SPHERIQUE DANS UN ESPACE
A CINQ DIMENSIONS

KAREL SVOBODA, Brno.
(Recu le 2 juin 1955.)

Les surfaces, qui sont définies dans un espace & cinq dimensions & courbure
constante par le systéme d’équations différentielles (1), dont les coefficients w
satisfont aux relations linéaires (2) et (5), ont a chaque point pour I'indicatrice
de courbure normale une circonférence située sur la sphére centrée au point
correspondant de la surface et de rayon constant.

Dans ce Mémoire on démontre qu’il existe précisément une classe de telles
surfaces sous la supposition que le plan de I'indicatrice ne passe pas par le point
correspondant de la surface. La distance de ce plan au point correspondant de la
surface, ainsi que son rayon est constant pour les surfaces en question.

303




		webmaster@dml.cz
	2012-05-11T14:04:02+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




