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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 81 (1956)

O ORTOCENTRU NORMALNIHO MNOHOUHELNIKA

ZBYNEK NADENIK, Praha.
(Doslo dne 23. kvétna 1955.) DT:513.313

Pro normélni mnohouhelnik v E, (n sudé), ktery je n-dimensionalnim
zobecnénim trojahelnika, je v élanku prostiednictvim n-rozmérné ana-
logie Feuerbachovy kruZnice vyslovena definice jistého vyznaéného
bodu V (resp. sméru v), kterd pro n =2 davad ortocentrum troj-
uhelnika. Jsou uvedeny nékteré vlastnosti bodu ¥V, které jsou zobec-
nénim znamych vlastnosti prusediku vysSek trojuhelnika. Splyne-li
bod V s nékterym vrcholem norméalniho mnohothelnika, plati pro néj
véta analogicka vét8 Pythagoroveé. Pfi n lichém je situace podstatné
jina.

Uvedeny zptsob neni jediny, kterym je moZno definovat pro nor-
méalni mnohothelnik bod, analogicky ortocentru trojihelnika.
Neékteré jiné definice budou podany pozdéji.*)

1. TéZnicové nadroviny a téZisté

Budeme stile pfedpoklidat, Ze pfimky stran normélniho mnohotuhelnika
AA,...A,,, v nrozmérném eukleidovském prostoru E, jsou orientovany,
a viecky indexy, probihajici vidy pfirozend &isla, budeme disledné brat
mod (n + 1). V dal§im to nebudeme jiz zvlast vyznadovat.

Véta 1. BudiZ 8; stFed strany a; mormdlniho mnohotuhelnika A,A, ... A, ..

Je-li n sudé, neleZi body

81 8 ooy Suia (L,1)

v Zddné nadroviné, takZe jsou vrcholy normdlniho mnohotihelnika S,S, ... S ;-

Je-li n liché, leZt body (1,1) prdvé v jedné nadroviné o, kterd je rovnobéind s pod-

prostory {A, 4, ... A,}a{A,A,... A, .} a kterou nazveme stfedovou nadrovinou.
Dikaz. Ponévadz

4.5,

= = (8 4,, 4;)=—1

—_ b 1,2
i 4;..8; . ’ (L.2)

*) Cisla v lomenych zavorkéch odkazuji na &lanky uvedené na konci. Terminologii
i symbolikou navazuje ¢lanek na praci [1].

292



je
] n:1

ﬂ (Sis Apy Apyy) = (— 1)"+1. (1,3)

k-1
Je-li n sudé, neexistuje podle (1,3) a véty 2,1 z [1] nadrovina, kterd by obsa-
hovala body (1,1).
Je-li n liché, lezi body (1,1) podle (1,3) a véty 2,2 z [1] pravé v jedné nad-
roving. Posledni tvrzeni véty pak plyne snadno z toho, Ze pfimky {4.4;,,}
a {8;8,.,} jsou rovnobé&zné.

Definice 1. Vrcholovou nadrovinu, kterd spojuje bod S; s vrcholovym podprosto-
rem protéjsim strané a;, nazveme téEnicovou nadrovinou normdlniho mnoho-
dhelnika A4, ... A, ., a oznaéime ;.

Poznamka 1. Pron = 2 je oviem téZnicova nadrovina téznici trojihelnika.

Véta 2. n + 1 ténicovych nadrovin normdlniho mnohovhelnika A4, ... 4, .,
ma spoleény pravé jeden bod T, kiery nazveme jeho téZitém.

Dikaz. Podle (1,3) a véty 2,4 z [1] maji téZnicové nadroviny pravé jeden
bod anebo pravé jeden smér spoleény. Polozime-li k; = (S,; 4;, 4,,,), snadno
zjistime podle (1,2), Zze 1 —k, + kiky — ... + (— )* kik,... kb, =n + 1.
To znamena podle véty 3,8 z [1], Ze téZnicové nadroviny 7, nemaji spoleény
smér.

Poznamka 2. Lze ukazat, Zze bod 7' je t&zistém simplexu s vrcholy 4,, 4,,

.oy Ay 1. Z toho a pomoci vét z [1] by bylo mozno odvodit fadu vét analogic-

kych zndmym vlastnostem t8Zi8té trojuhelnika a sttedd jeho stran. To zde ne-
budeme provadét. (Srovnej [3], odst. 7).

Véta 3. Budi? n liché. Stiedovd madrovina o mormdlniho mnohodhelnika
A4, ... A, ., obsahuje jeho téZisté T.
Dikaz plyne ihned z vét 1 a 2 v [2] a z véty 1.

2. Feuerbachova (n — 1)-koule, vy$kové nadroviny a ortocentrum

Definice 2. Exzistuje-li (n — 1)-koule, kterd obsahuje vdecky body (1,1), nazveme
jt Feuerbachovou (n — 1)-kouli normdlniho mnohothelnika A, A, ... 4, ..

Véta 4. a) Budiz n sudé. Pak existuje pravé jedna Feuerbachova (n — 1)-koule
normdlntho mnohodhelnika A A, ... 4,.,.

b) BudiZ n liché. Nutnd a postadujici podminka, aby existovala Feuerbachova
(n — 1)-koule normdlntho mnohoihelnika A4, ... A, ., je: body (1,1) leZi na
(n — 2)-kouls.

Je-li tato podminka splnéna, existuje jednoparametricky svazek Feuerbachovych
(n — 1)-kouli.
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Diukaz plyne snadno z véty 1.
Je-li » liché, pfedpokladame v definici 3 a ve vété 5, Ze body (1,1) normal-
niho mnohothelnika 4,4, ... 4,,, lezi na (n — 2)-kouli.

Definice 3. Neni-li pFimka strany a; normdlniho mnohovhelnika A4, ... A, .,
teénou jeho uréité Feuerbachovy (n — 1)-koule, oznaéime V ; jejich priwseéik rizny
od bodu S;. V opaéném p¥ipadé budiZ V, = S,.

Nadrovinu, kterd spojuje bod V ; s vrcholovym podprostorem protéjsim strané a;,
nazveme vyskovou nadrovinou normdlntho mnohovhelnika A, A, ... 4, ..

Ka#dy bod, resp. smér, ktery je spoleény vsem n -+ 1 vyskovym nadrovindm
normdlniho mnohotihelnika A,A, ... A,,,, odvozenym od wuréité Feuerbachovy
(n — 1)-koule, nazveme jeho ortocentrem V, resp. jeho ortocentrickym smérem v.

Poznamka 3. Pro » = 2 jsou oviem vyskové nadroviny vyskami troj-
thelnika. Pozdgji uvidime, Ze lze i jinak pro normalni mnohoihelnik definovat
nadroviny, které pro » = 2 dévaji opét vysky trojihelnika.

Vé&ta 5. Necht £ddnyj z prisecika V; uréité Feuerbachovy (n — 1)-koule normdl-
ntho mnohovhelnika A\ A, ... A, ., s pFimkami jeho stran nesplyvd snékterym
jeho vrcholem. Pak prislusnijch jeho n + 1 vyskovych nadrovin md spoleény prdvé
jeden bod V nebo prdvé jeden smér v.

Dukaz. Z mocnosti vrchola 4; k Feuerbachové (n — 1)-kouli plyne

Az’u‘i’n . 14—:117111 =4;. 1‘§i A, 1171 , 1=12..mod (n +1). (21)
Znasobime-li téchto n + 1 rtznych rovnic, dostaneme vzhledem k (1,3) relaci
n il
[ 1(Vi; Ax, Aiyy) = (— 1)»*1. Z ni podle véty 2,4 z [1] plyne véta 5.

k-1
n g

Vé&ta 6. Budiz n sudé. Zavedme oznadeni X; = (— 1)1 > (— 1) aj .
ki

Je-li Vi + Ay oy jo b = (Vi Ay A,)) = — 20

i+1
Dukaz. MaZzeme predpokladat takovou orientaci pfimek stran normalniho
mnohotihelnika 4,4, ... 4,.,, %e A,A;,, =a; Podle (2,1) je pak

- — ——

;i A Vii=—a;. Ai:_ll—f:-, z GehoZz plyne
a; AV, +a;,,. A, Viy=0a2, i=12 .. .mod(n +1). (22)

Ziejmé
Zi + Zi-{-l - 2(1? 5 (2,3)
takze z (2,2) nalezneme :
N ¥ av. 3
AiVi = — —l ) ki - —)f_:_) = — - : . 2,4
2_“;'* A; V- i (2:4)

Véta 7. V prostoru o sudé dimensi alespor 4 existuji normdini mnohoihelniky,
které majt ortocentricky smér (a tedy nikoliv ortocentrum ).
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Dikaz. P sudém n > 4 zvolme

a1=a2=...=a,,_1=l, an:a.n_.IZ‘I/ ————— . (2’5)

Kazdé z téchto n + 1 &isel ay, a,, ..., a,,, je mensi nez soulet zbyvajicich a
existuji tedy normalni mnohotihelniky se stranami danymi v (2,5). P¥i oznadeni

zvétybjepak ) =2, = ... =2, =—-1,%, |, = %,atedyl —ky + kyk, —

1 1

— kg k=X, (2 +
1

1 s
5 + ...+ fn—l) = 0. Tim je podle véty 3,8

z [1] véta dokazana.
Definice 4. Normdlni mnohoihelnik, kteryy md vecky strany stejné, nazveme
rovnostrannym.

Véta 8. Budif n sudé. Téinicovd nadrovina t; je vyskovou nadrovinou
praveé jen v pFipadé, kdy

2 2 2 2 2 2
Wipo + Qg+ ooo + Qi = Qg + g+ oo+ GGy 4.

Tehdy a jen tehdy, kdyZ normdlni mnohoihelnik AA, ... A, ., je rovnostrannyj,
splyvd jeho ortocentrum s téZistém.

Dukaz. Vyskova nadrovina splyva s téZnicovou nadrovinou z; podle véty 6
tehdy a jen tehdy, kdyz X; = X ;. Z toho snadno plyne véta 8.

Véta 9. BudiZ n sudé. Feuerbachova (n — 1)-koule rovnostranného normdlniho
mmnohotthelnika se dotykd viech jeho stran v jejich stiedech.

Dukaz je zfejmy.

Poznamka 4. Oznacme k, kruznici opsanou trojihelniku 4,4,4, a k,
Feuerbachovu kruznici tohoto trojihelnika. Je znamo, Ze vnitfni stfed podob-
nosti kruznic kg a k, je tézisté 7' trojihelnika 4,4,4, a vnéjsi stied je jeho orto-
centrum V. Neni-li trojihelnik 4,4,4,; rovnostranny, jsou body 7 a V vidy
razné; jejich spojnici je t. zv. Eulerova pfimka. Budiz n sudé a 4,4,... 4,,,
normalni mnohothelnik. Oznaéme 7,,7T,,...,T,,, t8%i§té mnohothelniki

Agdy .. Ay, AA, .. Ap Ay ... Ay4,.. A,

normalnich v podprostorech dimense » — 2. Snadno se zjisti, Ze body 7', T',,
oy Ty 1 nelezi v zadné nadroviné a (n — 1)-koule jimi jednoznaéné urdend
a Feuerbachova (n — 1)-koule normélniho mnohothelnika 4,4, ... 4, ,, maji

1 in Vyse
uvedend (n — 1)-koule jdouci body 7', T, ..., T, je pro n = 2 oviem kruz-
nici k, trojuhelnika 4,4,A4;. Z véty 7 pak plyne, ze vnéjsi stied podobnosti
zminénych dvou (n — 1)-kouli nemusi byt ortocentrem normélniho mnoho-
uhelnika 4 A, ... 4, ;. Zistava oteviena otazka, kdy ortocentrum V normal-

za vnitini stied podobnosti jeho t&zisté 7'; pomér podobnosti je

295



niho mnohothelnika 4,4, ... 4,,, je vngj&im stiedem podobnosti téchto dvou
(n — 1)-kouli.

Poznamka 5. (Ie-li n liché a body (1,1) norméalniho mnohotihelnika 4,4, ...

.. 4, lezina (n — 2)-kouli, z4visi podle v&ty 4b a definice 3 jeho ortocentrum

V na jednom parametru. Vyplni tedy kfivku, kterd bude studovana pozdgji.
(Srovnej [3], odst. 6.)

V&ta 10. BudiZ n sudé. Nutnd a postadujict podminka, aby normdlni mnoho-
whelnik A,A, ... A, , mél ortocentrum ve vrcholu A;, je:

a;+al,t ... tan,=al e+ . (2,6)
Dikaz. Normalni mnohothelnik 4,4, ... 4, ., mé ortocentrum v bodé 4,
tehdy a jen tehdy, kdyz AV, =0, cot podle (2,4) vede k rovnici (2,6).
Poznamka 6. Je ztejmé, Ze maximalni poéet vrcholi, které mohou byt orto-
centry, je jn. Na pf. v normalnim mnohothelniku, pro jehoz strany plati
Ay = Ay, Qg = By, ooy Bp_g = Ay, @2 ; + a2, = a?, jsou jeho ortocentry jeho
vrcholy A,, 4,5, ..., 4,_,.
Véta 11. Budif n liché. Necht body (1,1) normdlntho mnohovhelnika A4, ...
oo Ay le#t na (n — 2)-kouli. Pak kaZdy jeho vrchol je ortocentrum a pro jeho
strany plati:
ai+ai+...+ay=ay+a;+ ... +a; ;. (2,7)

Naopak, je-li splnéna rovnice (2,7), leZt body (1,1) na (n—2)-kouli. *)

Dukaz. Prvni tvrzeni plyne snadno z n + 1 rovnic (2,2) a poznamky 5.
Druhé dokézeme takto: Prolozme (n — 1)-kouli body 8,, S,, ..., S, tak, aby
pfimku strany a,,; protinala v bodech X, ¥ riznych od 4, a 4,,, a pfimku
strany a; (t = 1,2, ..., n) je$té v bodé V,. Pak plati prvni az (n — 1)-ni z rov-
nic (2,2), z nichz plyne

ay - A_IT’T— Ay, 1:1:1}; - ai —aj + ... +ap_, — ayy, (2,8)
a dale plati

e >

;1?)5 . Zf’ = }a, . A;I71 , Anﬂf . Z,:Y)z —ia,. A, qVn - (2,9)

Z (2,7) — (2,9) plyne, ie_/il_fa Zf jsou kofeny rovnice

x2+(“;“+ “ .Zﬁ)x+—1.ATI7,=0.

a
Ap 11 2

Avsak jednim jejim kofenem je — }a,.,. Tim je v8e dokdzano.
*) Srovnej [3], odst. 1. Na spravnost tohoto obréceného tvrzeni upozornil autora
M. FIEDLER.
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Pesiome

OB OPTOLEHTPE HOPMAJIBHOI'O MHOI'OVIOJIbHUKA

3BbIHEK HAJJTEHUNK (Zbyn&k Nédenik), ITpara.
(ITocrynuao B pegaxknuio 23/V i955 r.)

Myers A4, ... A,,; — HopManbublil Muoroyromeuuk, S; (1 =1,2, ...,
..., + 1) — cepemuHa ero CTOPOHBI @&; U T; — BEPIIMHHAA I'MIEPIIOCKOCT,
KOTOpast NIPOXOJHUT Yepe:s TOUKy S, 1 yepe3 BePIIMHHOE MTOATN POCTPAHCTBO, T POTH-
BOIOJIOKHOE ¢TOPOHE @;. (TepMHHONIOTHIO M CHMBOJIHMKY CMOTPH pPYCCKOe
pesiome K pabore aBropa ,,Pacmpoctpanenne teopem Menenas u Uess na
n-pasmepusie purypst'‘, Casopis pro péstovani matematiky, 81 (1956)).

Tunepnaockocrmu t; (1 =1,2,...,n + 1), anaroeuunvie meduarwam mpe-
YeorbHUKA, umelom ecezda 00wy MOUKY, AHAL0LUYHYI YEHMPY mMAAceCmu
mpeyzoavruka. Ecau n — Hewémmoe wUCA0, U MOALKO 6 MAKOM CAYUAE, MOUKU
Sy, 8,y ...y Spip sexcam 6 cunepniockocmu, KOmopas nPoxodum uepes coemecm-
Y1 Mmouky eunepniockocmeil ;.

Ecan cymecrByer runepcdepa, Koropas cofep:ur Bee Touku (1) (ecam
n — 4éTHOE, TO 9TO MIMEeT MECTO Bcerja), Mbl Ha30BéM eé runepcdepoir Meitep-
f6axa wopmanabHOro muoroyronbHura A;A4, ... A,,;. Ecam ara rumepcdepa
nMeeT ¢ IPSAMON CTOPOHH a; (2 = 1,2, ..., n + 1) emwé cCOBMECTHYIO TOYKY,
HECOBHAIAINYI0 ¢ TOYKOH S;, 0603HAYNM 3TY TOYKY depe3 V,; B MpPOTHBHOM
cayvae monokum V,; = S, BepmuuHYI0 T'MOepriiocKocTs, KoTropas u3 Bep-
OIMHHOI'O TOAIPOCTPAHCTBA, IIPOTHBOLOJIOMKHOrO cTOopoHe a; (1 =1,2, ...,
n -+ 1), npoexrupyer Toury V,, obo3naunm yepes v;. OuHa ABJIAETCA aHAJIOrOM
BBICOTHI TPEYIOJIbHUKA.

IIycre cyuecrByer runepcdepa Deitepbaxa HOPMAIBHOIO MHOTOYTOJIBHHAKA
AyAy ..o Apiysm 4 1 sepwunnvir eunepnaockocmett v, (v =1, 2, ..., n + 1)
umeiom 6 mounocmu 00wy 06wyl Mouky (arnaro2i OPMoyEeHmpa mpeyeosLbHUKa)
uau e 8 mownocmu 00Ho obwee Hanpasienue (He oba ciaydad OTHOBpe-
ME@HHO) .
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Résumé

SUR LE POINT QUI FORME UNE ANALOGIE DU POINT
DE CONCOURS DES HAUTEURS D’UN TRIANGLE POUR UN
POLYGONE NORMAL

ZBYNEK NADENTIK, Prague.
(Recgu le 23 mai 1955.)

Soit 4,4,... 4,,, un polygone normal, S; (¢t =1,2,...,n + 1) le milieu
de son coté a; et 7, ’hyperplan de sommets, qui passe par le point S, et par le
sous-espace de sommets opposé au coté a,. (En ce qui concerne la terminologie
et la symbolique voir le résumé frangais du travail de I'auteur ,,L’élargissement
du théoréme de Ménélaiis et de Céva sur les figures n-dimensionnelles*, Casopis
pro péstovani matematiky, 81 (1956).)

Les hyperplans t; (¢t =1,2,...,n + 1) (analogiques aux médianes d’un
triangle) ont toujours un point commun (analogue au centre de gravité d’un
triangle). St n est un nombre impair et seulement en ce cas-la, les points

81,85 o0y Suis (1)
sont dans un hyperplan qui passe par le point de concours des hyperplans ;.

S’il existe une hypersphére qui contient tous les points (1) (si » est un nombre
pair, cela a lieu toujours), nous ’appellons I’hypersphére de Feuerbach du
polygone normal 4,4, ... A, ,,. Si cette hypersphére a encore avec la droite du
coté a; (1 = 1,2,...,n 4 1) un point commun, qui est différent du point S,,
nous le désignons par V; dans le cas opposé soit V,; = S;. Nous désignons encore
par »; ’hyperplan déterminé par le point V; et par le sous-espace de sommets
opposé au coté a, (¢ = 1, 2,...,n + 1). Il est une analogie d’une hauteur d’un
triangle.

Supposons, qu’il existe une hypersphére de Feuerbach du polygone normal
AA,...A,,,. Les hyperplans v; (1t =1,2,...,n + 1) ont toujours un point
commun (Uanalogie du point de concours des hauteurs d’un triangle) ou une di-
rection commune.

Puis on démontre aussi les analogies du théoréeme de Pythagore.
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