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(llanek se zabyva pripadem, kdy u funkce dvou prom&nnych je de-
terminant z druhych parcidlnich derivaci ve vySetfovaném bodé roven
nule, v jeho okoli je vSak od nuly razny. Tento ptipad je zaroveri zobec-
nén na konvexni (konkdvni) funkce libovolného poétu proménnych.

Necht funkce F dvou proménnych je definovana v néjakém okoli bodu
A(a, b) a ma v tomto okoli spojité druhé parcidlni derivace. Jestlize F.(4) =
= F,(A) = 0 a pro funkci D = F.F,. — (F, ) plati D(4) = 0, pak podle
bézné theorie nelze bez dalsiho rozhodnout, zda funkce F' ma v bodé 4 extrém
¢i ne. Presto lze udat v jistych pripadech jednoduché postaéujici podminky pro
existenci resp. neexistenci extrému v takovém bodé. Tomuto pfipadu a jistému
jeho zobecnéni je vénovan tento élanek.

Viude v dal§im znaéi slova ,,derivace®, , limita‘ koneénou derivaci resp.
limitu. Vzdélenost dvou bodi X, Y v euklidovském prostoru E" (n = 1) zna-
¢ime |X — Y/|. Derivace (resp. parcidlni derivace) znatime ¢drkou u oznateni
funkce (resp. vyznadenim proménné, podle které se derivuje). Okolim vzdy roz-
umime, neni-li feéeno jinak, oteviené souvislé okoli uvazovaného bodu.

Formulujme a dokaZzme nejprve vétu, ktera si v8ima specialné funkei dvou
proménnych.

Véta 1. Necht funkce F dvou proménnych je definovina v jistém okoli 2 bodu
A(a, b) amd v Q spojité parcidlni derivace druhého fadu. Necht F, (4) = F,(A) =
= D(4) = 0. Necht pro véechny body X e Q, X + A, plati D(X) > 0. Pak md
F v bodé A ostry lokdInt extrém a jeho charakter je urden znaménkem funkce F.
na mnoziné Q — (4).

Dukaz. MiZeme pro jednoduchost predpokladat, ze 2 je kruhové okoli
bodu 4. Plati pfedev§im, Ze na celé souvislé mnozingé Q — (4) zachoviva
funkce F. (a stejn& i F.) znaménko. V opaéném piipadé by totiz ze souvislosti
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mnoziny 2 — (A4) a spojitosti funkce F.. plynule, ¥ v néjakém bodé ¥ ¢ 2 —
— (4) jest F.(Y) = 0, tedy D(Y) < 0, eoz je spor. Predpokladejme v dalsim,
%e na mnozing 2 — (4) plati .. > 0.

Necht X(a + &, b + ¥} jelibovolny bod mnoziny £ — (4). Vzhledem k pfed-
pokladim véty plati Taylorova formule
F(X)=F(A)+ hF(A) + k F,(4) + }(k* F:(0) + 2hk F,(0)+ k2 F,(9)), (1)

kde bod O@(&,, 4,) m4 soutadnice

S=a+0h, 9,=b+9%, 0<9<1, (2)
a tedy @ + A. Vzhledem k predpokladu
F.(4)=F,(4)=0 (3)
plyne z (1)
" F(X) — F(4) = }(k* F.(0) + 2hk F,,(0) + k* F}.(0)) . (4)
Protoze O 2 — (4), je F..(0) > 0 a (4) mizeme piepsat takto:
F(X) = F() = 50 5 [ FLO) + EFLOF + B DO]. ()

Jezito D(®) > 0 a éisla h, k nejsou soutasné rovna nule, plyne odtud, ze F(X) —
— F(A4) > 0. Bod X byl libovolny bod mnoziny 2 — (A4), tedy F mé v bodé 4
ostré lokalni minimum.
Jestlize F,. < 0v 2 — (A), pak piechodem k funkci — F a uzitim piedcho-
ziho vysledku dostaneme, %e funkce F ma v bodé A4 ostré lokalni maximum.
Tim je véta dokazéana.

Véta 1 je v jistém smyslu specialnim piipadem obecnéjsi véty, kterou ted
uvedeme pro piipad » proménnych. Piipomeiime definici:

Jestlize funkce F n proménnych (n = 1) je definovdna v néjakém okoli O
bodu 4(a,, ..., a,) a v bodé 4 je diferencovatelna, pak fikame, ze F je v bodé 4
ryze konvexni, existuje-li okoli £2 c O bodu 4 takové, ze pro kazdy bod X ¢ 2,
X #+ A,jehodnota F(X) vétsi nez hodnota, odpovidajici tetné nadroviné (resp.
teéné pron = 1resp. teéné roving pron = 2), zkonstruované ke grafu funkce #
v bodé (ay, -.., a,, F(A4)). Podobné se definuji pojmy ,,ryze konkavni‘, , kon-
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vexni‘, ,, konkdavni‘‘ (vée s dodatkem: ,,v bodé 4‘‘). Nage véta potom zni:

Vé&ta 2. Necht funkce F n proménngch je definovina a diferencovatelnd™)
v néjakém okoli 2 bodu A(ay, ..., a,). Necht F je ryze konvexni (ryze konkdvni)
v kaZdém bod¢ mmofiny Q — (A) a plati F,(A) = F,(A)=...=F,(4) = 0.
Pak md F v bodé A ostré lokdlni minimum (ostré lokdlni maximum ).

Dikaz. Vysetiime piipad, ze F je v 2 — (A) ryze konvexni. MiZeme pied-
pokladat, Ze £2 je sférické okoli. Déle pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze
F(4) = 0. ' .

*) T. j. ma totalni diferencial.
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Pro libovolny bod X(ay,...,x,) mnoziny Q — (4) definujme funkei f

takto: _
f&)y=F(..,a; + tx; — a;),...), te<0,1>.

Je f(0) = F(4) = 0, f(1) = F(X), f m& v intervalu {0, 1> derivaci a plati
f(0) = 0. Snadno se zjisti, Ze vzhledem k p¥edpokladim véty je f ryze kon-
vexni pro viechna fe (0, 1). '

Definujme jesté funkei g piredpisem

g(t) = ft) —tf(1), te<0,1). (6)

Funkce g ma v intervalu {0, 1> derivaci a je zfejmé zase pro vSechna ¢ ¢ (0, 1)
ryze konvexni. V intervalu (0, 1> nabyva maxima. Nemuze ho viak nabyt ve

vnitinim bodé, nebot pak by ziejmé v tomto bodé byla konkavni, coZ je spor
s ryzi konvexitou. Odtud vzhledem ke vztahum g(0) = g(1) = O plyne, Ze je

g(t) < 0 pro viechna te (0,1), (7)
coz podle (6) znamena, Ze je

f(t) < tf(1) pro vSechna te (0, 1). (7)

Odtud plyne, ze 0 = f(0) = lim f(—tt) < (1) = F(X), tedy F je v Q — (A)

0 .
nezaporna, nebot bod X byl libovolny. Specialné tedy pro funkei f, ptislu$nou
k libovolnému bodu X € 2 — (4), plati ziejmé f(t) = 0 pro v8echna £ € (0, 1).
Odtud podle (7') plyne, Ze (pro te(0,1)) je F(X) = f(1) > ﬂTt) = 0, tedy
F(X) > 0. Protoze F(A4) = 0, je tim tvrzeni véty pro piipad konvexity doka-
Zano.

Prechodem k funkei — F se vySetii piipad, ze F' je v kazdém bodé X ¢ 2 —
— (A) ryze konkavni.

Tim je véta dokazana.

Poznamka 1. Je snadno vidét, Ze jsou-li splnény pifedpoklady véty 2
s vyjimkou pfedpokladu F, (4) = ... = F, (A) = 0, pak funkce F je i v bodé
A ryze konvexni (ryze konkavni). Stadi totiz od F odecist jeji te¢nou nadrovinu
v bodé 4; pak jsou pro tuto novou funkei splnény predpoklady véty 2 v plném
rozsahu. Tedy ma v bodé A ostré lokalni minimum (ostré lokdlni maximum),
je tedy specidlné ryze konvexni (ryze konkavni) v bodé A. Tato vlastnost se
z¥ejmé neporusi, jestlize tetnou nadrovinu opét pfi¢teme.

Poznamka 2. Véta 2 plati i v modifikované formé, nahradime-li pfedpoklad
ryzi konvexity pouhou konvexitou a tvrdime-li v bodé A existenci minima
(neostrého); podobné s konkavitou a maximem.

Poznamka 3. Souvislost véty 2 s vétou 1 je ta, Ze pfedpoklady véty 1 zaru-
¢uji ziejmé ryzi konvexitu (resp. ryzi konkavitu) funkce F v celém okoli
bodu 4.
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Obratme se nyni k ptipadu, kdy u funkce dvou proménnych je determinant
D v bodé 4 roven nule, v jeho okoli je v8ak zaporny (s vyjimkou bodu 4). Na
rozdil od piedchoziho postupu formulujme vSak nyni hned obecnou vétu, je-
jihoZ vysledku pak uzijeme i v uvedeném specidlnim piipadé funkce dvou pro-
ménnych. »

Véta 3. Necht funkce F n proménnijch je definovdna a je diferencovatelnd

v okoli bodu A. Necht F je v bodé A konvexni (konkdvni). Pak v libovolném okoli
bodu A existuje bod Y + A takovy, Ze F je v Y konvexni (konkdvni).

Dikaz. MuZeme se omezit na piipad konvexity. Predpokladejme pro jedno-
duchost, Ze bod 4 je podatek: A(0, ..., 0). Definujme novou funkei H pro kazdy

bod X(x,, ..., z,) z definiéniho oboru funkce I (odeétenim teéné nadroviny)
takto:
H(X) = F(X) — (F(4) +21wi F.(4)). (8)

Funkce H zfejmé rovnéz spliiuje predpoklady nasi véty, nadto ma v bodé 4
lokdlni minimum, rovné nule, a plati

H,(A)=..=H,(4)=0. 9)

Existuje tedy okoli 2 bodu A takové, Ze plati H(X) 2> 0 pro v8echny body
X e 2. Dokazme, %e funkce H spliiuje tvrzeni nasi véty. Odtud pak ihned plyne,
Ze je spliiuje i funkce F'.

Rozeznavejme dva mozné piipady:

a) Existuje posloupnost bodi {X,} takova, zZe plati X, — 4, H(X,) = 0,
a piitom pro vSechna £ je X, e 2, X; + A. Odtud vzhledem k vyznamu mno-
Ziny £2 plyne, ze v kazdém bodé X, ma funkce H lokalni minimum a tedy je tam
zfejmé konvexni. Jeito X; + 4, X, — A, je v tomto piipadé tvrzeni véty pro
funkei H dokazano.

b) Existuje 6 > 0 tak, Ze piislusné uzaviené sférické okoli bodu 4 o polo-
méru 0 je Gasti okoli 2 a pro vSechny jeho body X # A plati H(X) > 0.
Necht 6 je libovolné takové éislo a 2, pfislusné uzavrené sférické okoli bodu 4.

Funkce H je spojitd na hranici mnoziny 2, a nabyva tam minima, které
oznaéme e. Jest ¢ > 0. Definujme pro kazdy bod X(x,, ..., %,) e 2 novou
funkei G (odedtenim jisté nadroviny od funkce H) takto:

€

G(X) = HX) — Lz, . (10)

20
Je pak ziejmé
a(4) =a6(,...,0)=0, (11)
GX)>e— 565 x> % na hranici mnoziny Q. ‘ (12)
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Spojité funkce G nabyva na uzaviené mnoziné 2, minima a vzhledem k (11),
(12) ho miéiZze nabyt pouze ve vnitinim bodé mnoziny Q,. Oznaéme takovy bod
0. Je pak G, (0) = ... = @, () = 0. Odtud vzhledem k (10) plyne

H.(0) = -2%; H,(0)=0, i=2..n. (13)
7 (13) a (9) plyne, ze @ + A. Protoze funkce @ nabyva v bodé @ minima, je
tam zfejmé konvexni. Z (10) plyne, ze v bodé @ je ziejmé konvexni i funkce H.
Jezto @ + A a okoli 2, bylo mozno volit libovolné malé, je tim nase tvrzeni

pro funkei H dokazano.

Tim je véta dokazana.

Jako dusledek véty 3 dostavame tuto vétu:

Véta 4. Necht funkce F dvouw proménnijch je definovina v jistém okoli 2 boduw
A(a, b) a md v 2 spojité parcidlni derivace druhého fadu. Necht F.(A) = F (A) =
= D(A) = 0 (kde D je opét determinant z druhych parc. derivaci). Necht pro
vechny body X e 2, X + A plati D(X) < 0. Pak F nemd v bodé A lokdlni
extrém (ani neostry).

Dukaz. Kdyby funkce F méla v bodé 4 lokdlni extrém, byla by tam kon-
vexni neb konkavni. Podle véty 3 by v libovolné blizkosti bodu 4 existovaly
body, razné od bodu A4, v nichZ by ¥ byla konvexni nebo konkavni. V téchto
bodech v8ak determinant D je zaporny a odtud jak znamo plyne, Ze tam F ne-
muze byt ani konvexni, ani konkavni.

Poznamenejme nakonec toto: Ma-li funkce ¥ dvou proménnych v néjakém
okoli bodu A spojité druhé parcidlni derivace, je-li D(A) = 0 a existuji-li
v libovolné malém okoli bodu 4 jak body, ve kterych je determinant D kladny,
tak i body, v nichZ je zdporny, pak neni vylouden Zadny z téchto dvou piipadi:

a) funkce F nema v bodé 4 lokalni extrém (ani neostry),

b) funkce F ma v bodé A4 ostry lokalni extrém.

Prvni pripad je ilustrovan funkei F(z, y) = 23 + 33, kterd v bodé A = (0, 0)
zFejmé nemd lokalni extrém. Determinant D(z, y) = 36xy je v bodé A roven
nule a v libovolném jeho okoli nabyva jak kladnych, tak i zapornych hodnot. —

.1
Druhy ptipad nastavé u funkce F(z, y) = 2° sin -+ xt 4+ y4, kterou na ose y

dodefinujeme rovnici F(0, y) = y*. Funkce F ma v podatku ziejmé ostré lokalni
minimum a lze ukazat, Zze v celé roviné ma spojité druhé parcidlni derivace.

Jest D(0, 0) = 0 a pro body nelezici na ose y mame D(z, y) = 12y?(20a3 sin 31; —

.1 . . . .
— 8a? cos% — @ sin — + 122%). Odtud je vidét, ze v libovolném okoli po-
¢atku nabyva D jak kladnych, tak zdpornych hodnot.
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