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Odtud oviem snadno vyplyva tvar matie okruhu O,, je-li specieln® grupa A aperiodick4d
(resp. periodicka).

V zévéru prednasejici ukazal uZiti popsanych vysledkt v theorii obecnych okruht.
VyuZil zndmého Dorrohova vnofeni okruhu R bez jednotky do okruhu R* s jednotkou,
pii SemZ ukézal, e mezi hodnosti n aditivni grupy okruhu R a hodnosti n* aditivni
grupy okruhu R* plati v pfipads, Ze hodnost n je nekoneéné, rovnost n* = n, v pfipads, Ze
je konedn4, vztah n* =n + 1. Uvédomime-li si jest, %e kaidy okruh s jednotkou je
isomorfni podokruhu okruhu endomorfism né&jaké grupy, na pf. své aditivni grupy,
dostavame fadu vysledk(; uvedme asporl nejduleZitéjsi:

Véta. Okruh endomorfismi. R(Q) grupy G je isomorfni faktorovému okruhu vhodného pod-
okruhu okruhu matic O,, popsaného predchozt vétou. Je-li G aperiodickd, pak je R(G) (ve
smyslu isomorfismu) podokruhem O,

RF)cCD,.

KaZ#dy okruh endomorfismi muZe byt tedy ziskan tvorenim podokruhu a faktorovych
okruhti ze znadmych okruhti matic ,. Do jaké miry lze toto tvrzeni obrati
které jsou to podokruhy &i faktorové okruhy, jeZ jsou okruhy endomorfismt — je zatim
otevienym problémem.

DuleZitost popsaného okruhu 9, je jesté patrngjsi z nasledujici véty:
Véta. BudiZ R libovolny okruh. Potom ve smyslu isomorfismu plati: Bud je R podokruhem
9O,, nebo existuje podokruh O, C O, a oboustranny idedl M C O,, %e je
Rc O,/M.
Je-li aditivni grupa daného okruhu R aperiodickd hodnosti n, potem ve smyslu isomorfismu
platt
» RC O,
kde ©,+ je okruh matic (a,z) typu t*, jejicht proky jsou raciondint &sla, pii Eem# pro pevné o
je jen koneény polet a,p + 0 a mohutnost ordindlniho &isla = je rovna n (resp. n + 1), je-li
n nekoneéné (resp. konetné). Md-li tedy okruh R aperiodickou aditivnt grupu koneéné hod-
nosti n, je ve smyslu tsomorfismu podokruhem okruhu &tvercovych (n + 1)-Fadych matic,

a je-li pii tom R okruhem s jednctkou, dokonce podokruhem okruhu n-fadych matic nad téle-
sem raciondlnich Eisel.

Vlastimil Dlab, Praha.

0 ASYMPTOTICKYCH VLASTNOSTECH INTEGRALT OBYCEJNYCH
DIFERENCIALNICH ROVNIC

(Referat o pfednésce prof. K. V. ATKINSONA piednesené v matematické obci praZské dne
12. prosince 1955.)

Asymptoticka theorie diferencidlnich rovnic stoji mezi kvalitativni theorif diferenciél-
nich rovnic a mezi integradnimi metodami, které hledaji pfesné feseni. M&jme rovnici

dy
Td‘t‘ =f(y;t)<’ Yy =(y1’-"9yn) ’ f =(f1v-'-vfn)' (l)
V asymptotické theorii diferehcié.lnich rovnic dokazujeme vztahy typu
y(t) = z(t) + o(1),
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nebo
y(t) = 2(t) + o(llz(®)l) »

kde y(?) je libovolné (resp. dané) FeSeni rovnice (1) a funkce z(t) zpravidla vyhovuje jing
rovnici

dz

a tak v asymptotické theorii porovndvame vlastnosti integrali rovnic (1) a (2).
Nejjednodus§i je ,,theorie poruch‘ pro rovnici
y=0. (3)
Rovnici (3) srovnavame s rovnici

g =Ady, A ={a;1)} (4)

a klademe otazku: Jaké podminky must spliiovat matice A, aby ka¥dy integrdl y(t) + 0
rovnice (4) mél koneénou limitu y(©) + 0 prot — co?

[=e}
Snadno Ize dokéazat, %e postadujici podminka je f 4| dt < o, kde ||4] = Zla,’k(t)l .
- ik
Jinou cestu k odpov8di na poloZenou otdzku nabizi tato ivaha: Plati-li A(¢,) A(t;) =
= A(ty) A(t,) pro libovoln4 &isla ¢, ,, potom rovnice (4) mé integral
¢
y(t) = y(0) . exp { of A(u) du} )

0
Existuje-li nevlastni integral f A(u) du = B(¢) a plati-li A(¢) B(t) = B(t) A(t), potom
¢
rovnice (4) mé obecny integral
y(t) = exp {B(f)}.c,

kde vektor ¢ je integradéni konstanta; zfejmé pak existuje y(c0) = c. Limita y(o0) existuje
také tehdy, nahradime-li pfedpoklad, Ze matice A(tf) a B(f) jsou komutativni, pfedpo-
kladem, Ze matice A(t) a B(t) jsou asymptoticky komutativni, t. j., Ze plati

[ll4(t) B(t) — B(t) A(¢)l| dt < o .

Odtud snadno pfejdeme k jinému pfipadu: Necht konstantni matice 4, mé pouze
imaginarni charakteristické &isla, navzdjem razné. Porovnédvejme rovnice

y =4y, (5)
g =(4e+A4)y, A =A@). (6)
Substituci z = exp {— A4t} . y rovnice (5) & (6) pfejdou v rovnice
:=0, )
2 =exp{— Ay} .4 .exp {Ag}.z. (8)

Dospivéme k vysledku: Integrdly rovnice (5) a (8) jsou si asymptoticky rovny, je-li spinéna
jedna ze tft podminek

1. ;,I[Andt < o0, 9)

1
1) exp {C} znamend matici I 4 —ll—' C + 2"!‘0' + ...

4
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2. }ol]exp {— A} A(t) exp {A4yt}]|dt < o0, (10)
3. integrdl fa:axp {— Agu} A(u) exp {A,u} du = D(2) (11)
¢

konverguje a matice exp {— Aqt} A(t) exp { At} a D(t) jsou asymptoticky komutativni.

Obratme se k oscilatorickym rovnicim 2. ¥4du. Pro integraly rovnice

g+ 1A +gt)y =0, g)—>0, (12)
t—> o

(zde n = 1, y je reélné &islo), plati asymptoticky vzorec

.
y=Acos(g'v1+g(u)du+B)+o(1), (13)
je-li splndna jedna z t&chto ti{ podminek:
e}
1. flg)|dt < o0, : . (14)
2. konverguji integraly

ﬁ](t) de, I,(t) = fg(u) cos 2udu, I,() = ﬁ](u) sin 2u du , (15)
& i

flg@| L@ dt,  [lg@®)] |L,(5)| dt,

o]
3. funkee g(f) mé derivaci g(t), [4|(t)| dt < oo . (16)
Dosah podminky (15) si ujasnime, poloZime-li

cos kt 1
t) = , —,. k F0, 2.
g(t) p > - *0, +

Podminka (15) je splndna a pro integraly dif. rovnice
. cos kt

dostdvame asymptoticky vzorec

y=Acos(t + C)+o(l).
Je-li viak o = }, podminka (15) splnéna neni a pro integraly diferencialni rovnice

cos kt

plati asymptoticky vzorec

y =Acos(t+ H(k?—4)"tlogt + B) + o(1) . (18)

P#i odvozen{ formule (18) 1ze pouZit Floquetovy theorie pro lineérni rovnice s periodickymi
koeficienty. JestliZe v rovnici (17) nechédme »Z8IIZNow ‘¢ faktor, ktery se pomalu méni,

dostaneme rovnici _
cos kt
+(1+ Tz )y=0. : (19)
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Integrély rovnice (19) majf ,,pramérnou frekvenci‘‘. Necht N(x, T') je po¥et nulovych boda
{libovolnd zvoleného) integralu rovnice (19) na intervalu 0 < ¢ £ . Limita
. wN(=,T)
lim ———-

T—>0

= w(T)

existuje a asymptotické frekvence w(7') pro rovnici (19) uZijeme jako okamZité frekvence
pro rovnici (17). Odvodime formuli

: ¢
y(t) = A cos (i{w(T) dT 4 B) + o(1)

a tak dosp&jeme ke vzorei (18).

Vysledky platné pro linedrni rovnice majf analogie pro quasilinedrnf rovnice. Viimn&me
8i rovnice '

2
ﬁ+y(k+%)=0- (20)

Je-li & > 0, integraly rovnice (20) jsou omezené (pro ¢t — ). Je-li dokonce « > 1,
potom pro integraly rovnice (20) plati asymptoticky vzorec

y = A cos (t + B) + o(1)

©
3(2
{coZ plyne snadno z toho, Ze f I—yTi—)l d¢ < oo pro kaZdy integral). Je-li viak 0 <& < 1,
1

potom nelineérni élen mé podstatny vliv. Obdobn§ jako v pfipad$ rovnice (17) rovniei
(20) porovnéme 8 rovnici :

y2
y‘+y(1+(T)z)=o. : (21)

Rovnice (21) mé vesm&s periodické FeSeni, periody t&chto feSeni vSak zdvisi na amplitu-
d&.2) Také pro rovnici (20) lze dokézat formuli -

¢
y = A cos (fw(T) dT + B) + o(1),
kde w(T') je frekvence integrilu rovnice (21); je vSak tieba urdit zavislost frekvence na
amplitud®. TéZe methody lze uiit ke studiu znaéné Sirsi tifdy rovnic.
Zévérem se prof. Atkinson zminil o dosud nefefené otézce, kterd spoéiva ve studiu
souvislosti integrall ,,podstatné‘’ nelinedrnich rovnie, na pf. rovnic
j+y*=0,
5
Gy + =0,

Vysledky, které pfednesl, ddvaji nové a vyznamné poznatky o asymptotickém chovéni
integrala diferencidlnich rovnic a maji zvlastni cenu v tom, %e zavads&ji ndzorné fysikdlni
pojmy jako frekvence, amplituda, akee, kinetick4 a potencidlni energie a ukazuji uZites-
nost t&chto pojmi pro Sirokou t¥{du rovnie.

Jaroslav Kurzweil, Praha.

. _ .
?) Pro kaZdy integrél rovnice (21) plati (y)? + y* + Q'(’/T)‘a = (. Kladnou konstantu C
nazyvéme amplitudou pfislusného integrilu.
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