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CASOPIS PRO PESTOVANI MATEMATIKY
Vyddvd Matematicky dstav CSAV

SVAZEK 81 % PRAHA, 31.V.1956 % CfsLO 2

CLANKY

PRISPEVEK K AFINNf GEOMETRII PLOCH

FRANTISEK NOZICKA, Praha.

(Doslo dne 22. ledna 1955.) ) DT : 513.621

Ugelem piedlofeného &lanku, ktery navazuje na di{vdjsi praci auto-
rovu: Le vecteur affinonormal et la connexion de Uhypersurface dans
Vespace affin (Casopis pro pdstovéni matematiky a fysiky, ros. 75,
1950, str. 179—209),*) je zavést pro plochu v rovném trojrozmérném
afinnim prostoru vhodnou normalisaci afinniho normélniho vektoru
a to takovou, aby duleZité relace v metrické geometrii ploch, jako
Frenetovy formule, mély svou analogii v geometrii afinni. Jadrem
theoretické &asti prace je zavedeni dvou zékladnich afinnich tensort,
které jsou nezavislé na volbé faktoru teéného vektoru plochy. Pomoci
téchto tensort se dojde k formulim analogickym Frenetovym formulim
pro plochu v metrice. Struéné diskuse méné znamého druhého afinniho
tensoru ploch, oznaéeného v préci symbolem L¢, vede k uréité afinni
klasifikaci ploch. Nékolik vét a hlavné ptiklady v II. &asti prace zdu-
vodniuji geometricky vyznam theoretickych vysledki.

Neni Zadnou obtiZi zobecnit nésledujici tvahy pro nadplochy v rov-
ném nebo zakfiveném ekvivolumindrnim n-rozmérném prostoru. Ten-
sorové metoda v dalSim pouZivana tuto cestu ukazuje.

Cast I
1. Uvodni poznidmky. V afinoeuklidovském prostoru E; o soufadnicich x*
(x = 1, 2, 3) budiz definovana plocha X, parametrickymi rovnicemi
2 =uan?), x=1,2,3;a=1,2 (1,1)
v uréité dvojrozmérné oblasti 2 parametrt #!, 52, pii éemZ piedpokladame:

*) Tato prdce bude v dalSim v pozndmkéach pod &arou citovdna pro struénost pod
symbolem (A).



a) funkce 2%(n°) maji spojité parcialni derivace v £ nejméné ¢étvrtého ¥adu;

b) hodnost matice z elementt B% = g—:% je v kazdém bodé oblasti 2 rovna
dvéma,;

¢) hodnost tensoru

hab = B:abta 1) (1’2)

v oblasti 2 je dvé&.

Za téchto predpokladi je moZno definovat v kazdém bodé oblasti £ tensor
h® kontragredientni k tensoru %,,, tedy takto:

hoch,, = & (6Z=<O Pl‘oa#b).

1 proa=25b
Je-li t, tetnym vektorem plochy X,, potom nenulovy vektor *t, je rovnéz
tetnym vektorem této plochy tehdy a jen tehdy, plati-li

*, = Pt,, (1,4)
kde P = P(n°) je nenulovy skalir plochy X,.

(1,3)

Konexi v X, o koeficientech I e, takto definovanych
Io’:'b = h*¥(04t,) 0,B% (1,5)
nazyvame vrozenou konexi plochy X, pfi volbé ¢, tetného vektoru.2)

Riemannovskou konexi z tensoru A, pfi uréité volbé £, teéného vektoru v X,
nazyvame konexi o koeficientech

{;b} = 3h°4(0hoa + Byhas — Bahar) ) (1,6)

Jak konexe (1,5), tak konexe (1,6) zdvisi na tom, jaké feseni ¢, rovnic
Bit, = 0 jsme si zvolili, &ili, jak struéné fikdme, zivisi na transformaénim
vztahu (1,4).%)

Vektor v X, o slozkdch M, takto definovanych

1(}jc o s
Ma=-2_({ac}—‘rgc) ) (1,7)

1. pti transformaci (1,4) plati:

mé tyto vlastnosti:

*M, = M, + 71.; 0uP %) (aa = %) ; (1,8

1) Zde ¢, je te¥nym vektorem variety 4,, tedy ndjaké nenulové feSeni rovnic B3, = 0,
a = 1, 2, Snadno nahlédneme, Ze hodnost tensoru k,;, nezévisi na volb§ nenulového fak-
toru teéného vektoru ¢,.

2) (A), str. 185, definice 5. .

3) (A), str. 192, formule (4,3).

4) (A), str. 194, (4,10), (4,11).

5) (A), str. 192, (4,5); str. 195, (4,12); str. 205, v&ta (7,1).

138



2. jest gradientem v X,, to jest:
Oy = 0 .%) (1,8,
V disledku vztahu (1,8), jest vyraz M, dn® totdlnim diferencidlem funkce
proménnych 7° v definiénim oboru £ plochy X,.
Je-li M(n®) jedna z funkei té vlastnosti, Ze plati 0, = M,, potom viechny
funkce této vlastnosti jsou tvaru
M=M-+c, (1,9)
kde ¢ je libovolnd konstanta.

Lemma 1,1. Vektor T, takto definovany
T, = e, (1,10)
md tyto vidstnosti: :
a) je tebnym vektorem plochy X ,;
b) pfi transformaci (1,4) plati
*Ta = ey, (1,10),
kde ¢ = signum P.
c) Vyjdeme-li misto od funkce M od funkce M, pFi em# platt (1,9), pak je
T, = e—T, . ' (1,10)

Dikaz. Tvrzeni a), ¢) jsou evidentni. Podle (1,8), je *M = M - log |P| ¢)
atedy e ™" = e .|P|1. Odtud, z (1,4) a (1,10) plyne pak ihned tvrzeni b) nasi
pomocné véty.

Poznamka 1,1. Vztahy (1,10),, (1,10), nam Fikaji, Ze vektor 7', je celym
postupem, kterym jsme k jeho konstrukei dosli, definovan az na nenulovy kon-
stantni faktor. Proto pfi dal§im studiu staéi uvazovat ,,transformaéni‘* vztah:

'T,=cT,, c =+ 0 je konstanta . (1,11)

Poznimka 1,2. V dal§im budeme vZdy jako teény vektor variety X, brat
teény vektor 7',. Abychom tento fakt zdivodnili v matematické symbolice,
budeme veli¢iny p¥i této volbs 7', teéného vektoru oznadovat velkymi pismeny.
Bude tedy na pi.:

Hab = BzabTa 5 ’ (1’12)

H9 je pak tensor kontragredientni k tensoru H,,.
Véta 1,1. Vrozend konexe v X, o koeficientech
AL, = He4(0,T,) 0,B; (1,13)
je nezdvisld na transformaci (1,4).

¢) Za funkei, jejim¥ totalnim dif. je ?. .a_a d7®, bereme funkei log [P| pfimo, nikoliv
log |P| + konst.
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Dikaz. Podle pozndmky 1,1 stadi ukazat, Ze veliéiny A, jsou nezdvislé na
transformaci (1,4). Z (1,12) plyne podle (1,4):
'H,, = cH,,, 'Ho® = c1He, (1,14)
Z (1,13), (1,14), (1,8) pak dostaneme:
Ay = "H*4(0,'T,) 9By = H4(0,T,) 0,B; = 4, .
Pozndmka 1,3. Konexe A, definovana v (1,13) je identickd s konexi o koefi-
cientech I'¢, = ﬁgb + hgphtdM 4, nezavislych na transformaci (1,4).7)

Definice 1. Konexi v X, o koeficientech AS,, definovanych v (1,13), budeme na-

zyvat konext indukovanou v plode X,. Varietu X, opatienou touto konexi budeme
oznadovat A4,.

Afinnormélni vektor Nv plochy 4,, vazany na konexi 4;,,%) je vektor takto
definovany:
Nv= H*(B;Ag, — 0.By) . (1,15)

Poznamka 1,4. Vektor N, definovany v (1,15), budeme v dal$im nazyvat
afinnormélnim vektorem variety 4,. Pf¥imku jdouci bodem plochy 4, o sméru
N» v tomto bodé nazyvame afinni normalou plochy 4,.

Véta 1,2. Pfi transformact (1,11) jest
'Nv = ¢-INv . (1,16)
Dikaz plyne bezprostiedné z (1,15), (1,14) a véty 1,1.
Véta 1,3. Pro afinnormdlni vektor Nv plati:
NT,=1, N, T,=0 (1,17)
nezdvisle na transformaci (1,11).

Diukaz provadét nebudeme.®) Vztahy (1,17) se daji snadno ovéfit z definice
vektora 7',, N* a definice indukované konexe A¢,.

2. Frenetovy formule pro plochu 4, v E;. Zvolime-li indexy a,b pevné
(@,b€l,2), potom vzhledem k linedrni nezivislosti vektori B}, B;, N* mii-
Zeme psat vektor 0,B; jako linedrni kombinaci vektoria Bj, Bj, Ne, tedy

aaB; = H:sz + W N* .
Snadnym vypodtem?®) nalezneme pro koeficienty této linedrni kombinace
H:bzA;b, Wop = — ab'A
Plati tedy pro kazdé a, b = 1, 2:
aaB: = A:bB: - HabN“ . (1718)

7 (A), str. 206, vita (7,4). !

8) T.j. vazany ve smyslusafinni indukce. Viz (A), str. 187, kap. 3.

%) Viz té% (A), str. 206, 207, vita (7,4).
10) (A), str. 184, formule (2,6).
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Podobné miiZzeme (pfi pevném indexu a € 1, 2) vektor o,N= psé,t jako linedrni
kombinaci vektora Bj, B;, N+, tedy

0,Ne = BiL; + u,N=.
Nésobenim této relace vektorem 7', (a seétenim pfes « = 1, 2, 3) dostaneme
u, = T,0,N%, nebot BT, = 0. Podle (1,17) je vi8ak
T,0,N* = — N«g,T, = 0.

Tedy u, = 0; mame tak ~
SN = B:L: . (1,19)

Naésobime-li (1,19) veli¢inou 9,7, dostaneme podle (1,12)

(abTa) aaNa = chLﬁ >
odtud plyne ihned
L; = He¥(0,T,) 0,N=. (1,20)

P#i transformaci (1,11) plati pro elementy L., jak snadno plyne z (1,20),
(1,11), (1,14),
'Ly = ¢ L% . (1,21)

Z (1,20) je ihned patrno, Ze elementy L¢ jsou slozky tensoru v 4,.

Vztahy (1,18) a (1,20) jsou analogické znamym vztahim z metrické geo-
metrie ploch v obydejném prostoru. Nazveme je zde, jak je tomu analogicky
v metrice, Frenetovymi formulems pro plochu A, v E,.

Definice 2. Tensor H,, nazyjvime prvym afinnim tensorem, tensor L druhym
afinnim tensorem plochy A, v E,.

3. Afinni tensory plochy. Veli¢ina v 4, o slozkich E,, takto definovanych
Eab = Lcc:,Hbc (1’22)

je ziejmé tensorem v 4,. Tensor E,, mé pro afinni geometrii ploch vyznam pro
nékteré své vlastnosti, které vyslovime v dalsich v&tach.

Véta 1,4. Tensor E,, je symetricky.
Dtkaz. Z (1,20) a definiénich rovnic (1,22) plyne pro tensor X, pfepis:

E., = (abTa) 0aNe . (1,23)
Je viak podle (1,17)

0 = 0,(N=0,T,) = (0,N%) 0,T, + N=3,0,T, ,
tedy E,, = — N20,0,T,, z dehoz vyplyva K, = — N29(,0t, = 0.12)

Véta 1,5. Tensor B,y je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru, t. j. na trans-
formact (1,4).

1) M&jme na pamdti, Ze predpoklédéme hodnost tensoru kg, a tedy té%Z H,, rovnou
dvéma.

12) Je totiZ 840,T, = 0 vzhledem k zdménnosti pfisluSnych parcidlnich derivaci.
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Dikaz. Podle poznamky 1,1 stadi k dikazu tvrzeni véty dokézat nezévislost
tensoru E,, na transformaci (1,11). Podle (1,22), (1,14), (1,21) dostaneme

. "Bgp = 'LyHgy = ¢ cLiHyy = Eyp -
Vé&ta 1,6. Pro‘tensory H,,, L. plati:

R, =2L{H,,, (1,24),
ViaHye = 0, (1,24),
V(aLzl =0, (1324)6

kde R;;;® je tensor kfivosts prislusny konext A, v A, a vy, je symbol kovarianini
derivace prislusngj téte konexs.

Dukaz. Vztahy (1,24),,, vyplyvaji z rovnic (1,18), vztahy (1,24), z rovnic
(1,19) jako podminky integrability pfislusného systému rovnic.!3)

Pozndmka 1,5. Vztahy (1,24),,, jsou Gauss-Codazziho rovnice znamé
z metrické geometrie. Rovnice (1,24), ndm davé jiné vyjidieni tensoru L nez
je uvedeno v (1,20). Vyndsobenim rovnic (1,24) tensorem H?¢ a seétenim ptes
indexy b, ¢ dostaneme ihned prepis L2 = H'R;;.% z kterého plyne pro tensor
E,, definovany v (1,22) E,, = R,,,°H°°H ;,.

Hodnost tensoru E,, je zfejmé rovna hodnosti tensoru L;.

4. P¥ipad. L, = 0. Necht pro varietu 4, v E, plati v kazdém bodé jejiho defi-
niéniho oboru

L;=0 pro c,a=1,2. (1,25)

Vé&ta 1,7. Pro plochu A, v E, s vlastnosti (1,25) tvoft afinni normdly o sméru Nv
svazek rovnobéEnijch pFimek.

Dukaz. Z (1,19) plyne za platnosti (1,25) ihned N» = v”, kde v” je konstantni
vektor.

Véta 1,8. Pro plochu A, v B, s vlastnostt (1,25) je katdd geodetika*) kfivkou
rovinnou. Rovina, v niZ geodetika le#i, je uréena afinni normdlou plochy a teénou
geodetiky (v libovolném jejim bodé). ‘

Dukaz. Nechf x> = x*(n%(¢)).jsou rovnice geodetiky plochy A4,. Zavedme
oznadeni. .

R R N
Y@ v T aE’ s as .
Potom je
v = Bas, o= = (8,B2) vv® + B2 4=
1 . 2, , 11 dt
= B2 (-El— v° + Agbv“vb) — H,,v*PN= .15)
dt 11 11

13) Dukaz neni zde proveden. Sprévnost uvedenych vztaht vyplyva ihned z prace (A),
str. 186, rovnice (2,18), (2,20), (2,21), kde stai polo¥it v, = 0, Bzz;’ = 0.

1) T, j. geodetickd kiivka pii konexi A%,

18) Zde jsme poutili formule. (1,18).
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Predpokladejme, zZe je H,,v*v® #+ 0. Potom je tedy
11

1 - 1
ne — o [ o R agyb
g Bcvt'll) R N ’ (R - Hab?i 21) ) . (1926)
Pro afinni geodetiku je vSak
V,0e = f(t) e .19) - (1,27)
1 1

Podle véty (1,7) je vektor N» konstantni podél celé plochy, t.j. N* = N* (sym-
bol N» znaéi afinnormalni vektor v nékterém bodé geodetiky). MizZeme tedy,
vzhledem k (1,27), vztah (1,26) prepsat na tvar

1
@ = f(t) v* — N = . 1,28
vr=ft)ve— N g (1,28)
Odtud plyne derivovanim podle para,meﬁru ¢
4 o o a dl1
v =f(t)'i) +f(t)’¢2’ —J.Y KT A

Dosadime-li do posledni rovnice za N* z rovnice predchozi, dostaneme po
apravé ’

) d 1 i d(1

v=v (f 0 — R(d—tﬁ) f(t)) o (f(t) +Ra—t(ﬁ)) .

Odtud je vidét, Ze vektory v*, v*, v* jsou linearné zavislé, t. j. k¥ivka je kfivkou
1 2 3
rovinnou. Z (1,28) pak vyplyva, Ze rovina kfivky obsahuje vektor N«
Vynechany pfipad, t. j. kdy H,,vw® = 0, je -jednoduch)'r'. V tomto pFipadé je
11
kiivka jednak asymptotikou, jednak geodetikou (podle pfedpokladu); je tedy
téz geodetikou v E,. Je tedy pfimkou, coz je opét rovinnd éara. Tim je véta
dokazana.
Poznamka 1,6. Plochou kvadratickou s vlastnosti (1,25) je paraboloid.

Tento pfipad s pfikladem jiné (nekvadratické) plochy, pro kterou plati (1,25),
bude probran v &asti II.

5. PFipad, kdy hodnost tensoru 'LZ je rovna jedné. UvaZujme nyni takové
plochy A4, v E;, pro které je Li L} — L}L; = 0, aviak aspoii jeden element L¢ je
od nuly razny.

Véta 1,9. Necht pro plochu A, v E; je holnost tensoru L] rovna jedné v celém

definiénim oboru této plochy. Potom kaZdym bodem plochy prochdzi prdvé jedna
kfivka té vlastnosti, Ze podél této kfivky jsou afinni normdly plochy rovnobééné.

18) 'T. j. existuje takova funkce f(t), Ze plati’ (1,27). Relace (1,27) je vlastn® definici
afinni geodetiky. : :
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Dukaz. Z pfedpokladu v&ty plyne existence takového vektoru v(n', #2)
v bodech plochy, Ze plati

Lévs = 0.17) (1,29)
dnt

, . i, . dn?
— gyl
Reenim diferencidlnich rovnic & = v1, i

zﬁaéné poditeénimi podminkami, t. j. bodem na ploSe (plati totiz, jak plyne
z pfedpokladd v odst. 1, podminky Cauchyova existenéniho teorému). Necht
7® = 7%(t) je rovnice hledané k¥ivky. Z rovnice (1,19) plyne pak podle (1,29):

= v? je pak kiivka uréena jedno-

%’7; 0,N* = BeLtv* =0,
t. . (—%N @ =0, tedy N* = ZOV a (IOV = afinnormalni vektor v libovolném bodé této
kiivky). Tim je v&ta dokdzéana.

Pozndmka 1,7. Piiklad plochy tohoto typu je uveden v &asti II.

6. Plochy stFedové.

Definice 3. Plochy v E,, pro které afinni normdly prochdzeji pevnyjm bodem,
nazveme plochams stfedovyms.

Z v&t odstavel 5, 4 plyne, Ze existuji-li takové plochy, potom pro tyto plochy
musi byt nutné LiL;} — LiL; =+ 0.

Predpoklidejme tedy, Ze existuje v Ej plocha 4,'%) s vlastnostmi
a) LL; — LiL; + 0,

b) afinni normaly prochdzeji pevnym bodem &;.
Potom miiZeme psat

ze = zo(n?) =& + oN*, o %0, (1,29)
kde z* = z*(%) jsou parametrické rovnice plochy; o(3°) je skaldr dosud ne-
urdeny. Z (1,29) pak plyne podle (1,19):

Be = olN< + oBelg (0,= 0)

a c“a a ana ’

t. j.
J B3(d; — oLg) = o,N* = 0;
Odtud vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru Bj, B3, N= plyne
0,=0, 6, —oL,=0
17) Jde tedy o systém dvou lin(;érnich homog. rovnic pro dvé nezndmé +*, v2, pfi éem¥

hodnost determinantu soustavy je jedna.
18) Pro kterou plati pfedpoklady odst. 1.
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a tedy .
o = konst , L3=;<Sg,

1
o =konst + 0, L{:ngg, Li=Lj=0.
Vyslovme nyni tuto vétu:
Véta 1,10. Nutnd a postadujici podminka pro to, aby plocha A, v E;) byla plo-
chou stfedovou, jest:

L!=I=c¢, L}=1I)=0 (c=+* 0 jekonstanta). (1,30)
Dukaz. Nutnost podminky véty byla jiz v tvahdch vét predchizejicich
ovéfena.
Pro diikaz postatitelnosti podminky véty predpoklddejme, %e pro plochu
A, v E; plati (1,30).

Polozme pak & = x*(n%) — %N @, Odtud plyne:

&=

on®

1
Bi—LoNe—Be — lpapp— B _Bp—o,
[ [

t. j. &2 = & je pevny bod v E,. Pak muZeme psat:
0

1 .
2(f) = & + - N%, (1,31)
0 c
odkud je zfejmé, Ze afinni normaly prochézeji bodem &*.
0

Véta 1,11. Prasek stfedové plochy A, v E; 8 libovolnou rovinou obsahujict
bod plochy a afinnt normdlu plochy v tomto bgdé je kfivkou geodetickou v A,%).

Dikaz. BudiZz x*(5°) libovolny bod dané plochy, N« pak afinni normala
v tomto bods, & bod spoleény vSem afinnim normélam. Potom rovnici libo-
o :

volné roviny jdouei bodem &* miZeme psat ve tvaru:
0
A (X — ) =0, (1,32)
0

kde 4,, « = 1, 2, 3 jsou konstanty ne vesmés rovné nule. Podminka, %e rovina
(1,32) obsahuje afinni normalu bodu x*(7°), vede ke vztahu (podle (1,31))
A,Nz= 0, (1,33)

coZ je implicitni vztah mezi prom&nnymi #°. Relaci (1,33), tedy uvaZovanym
vztahem mezi proménnymi 7%, je v okoli uvaZovaného bodu definovana regu-

%) Pro kterou plati predpoklady odstavce 1.
20) T. j. geodetikou p¥i konexi AS,.
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lérni kfivka.?') Necht tato kfivka, jakoZto varieta v 4,, je popsina rovnicemi
7° = 7°(t). Rovnice této kiivky, uvaZované jako varieta v Ej, jsou pak

z* = x*(n%(t)) . (1,34)
Oznadime-li v* = %’t— tedny vektor v soufadnicich plochy a v= teény vektor
1 .
kiivky (1,34) v E,, pak je
v* = By, (1,35)
1 1

Derivovanim podle parametru ¢ dostaneme z (1,33) 4, % Ne=A4,0,N*)v* =0
1
a tedy podle (1,19), (1,30), (1,35) A,BzLkw* = cA ,B%v* = c4 ,v* = 0.
1 1 1

Tedy:
A= A4,Bx* =0. (1,35)*
1 1

Odtud plyne daliim derivovanim podle £, ptihlédneme-li k (1,18), (1,33),

Apvr=A4, d B = A, (B3Ad,v2v® — H,,v"w*’N* 4 B} 4 v?) = 0;
2 de % 11 11 dt 4

tedy
A,BeVw? =0, (1,36)
1

kde V, je symbol absolutni derivace piislusny konexi A¢, v 4,. Na vztah (1,36)
spolu se vztahem (1,35)* se miZeme divat jako na systém dvou rovnic pro dvé
neznamé: A,B%, a = 1, 2. PonévadZz vektor 4,B% je nenulovy, plyne odtud
ihned existence takové funkee f(t), Ze plati Vﬂl)d = f(t) 11)’1, coz znadi, Ze kfivka je

geodetickou v 4, pfi konexi Ag,. Tim je véta dokazana.:

6. Hlavni sméry tensoru L;. Smér vektoru v (v bodé plochy 4,), pro ktery
plati vztah
Ly = pv®, (1,37)

kde p je skalar v 4,, nazyvame smérem hlavnim tensoru L;. Existuje-li v bodé
plochy vektor »* (nenulovy) s vlastnosti (1,37), potom skaldr ¢ musi nutné
vyhovovat rovnici
Ly — o L}

1 2
L, L, —o
coZ je rovnice druhého stupné pro skalar g. Tato rovnice rozepsana podle moc-
nin ¢ d4v4 kvadratickou rovnici v p s absolutnim &lenem rovnym LiL; — LiLj,
t. j. rovnym determinantu z tensoru L.

2) Pro funkei 4,N*(n%) jo 8,(4,N*) = A,0,N* = 4,BjL} = A,Bjcs) = cA,By. Kdy-
by bylo A,B§ = 0, plynulo by odtud, %e 4, = ¢ . T,, t. j. rovina (1,32) by byla tednou
rovinou plochy v uvaZovaném bod$, coZ neni pravda.

. Podle véty o implicit. funkeich je vztahem (1,33) definovdna lokaln funkce bud

n* = n*(n?) nebo n? = n?*n') se spojitymi derivacemi aZ do Faddu tvrtého. Posledni tvrzeni
plyne z predpokl. odst. 1.

l= 0, (1,38)
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Ptedpokléddejme, Ze rovnice (1,38) md nenulovy redlny kofen ¢.2) Potom
plati:

Véta 1,12. Vektor A= takto definovany
Ae E_:}_Na, (1,39)
kde o je menulovym Fedenim (redlnym) rovnice (1,38) a N= afinnormdlni vektor
plochy, je nezdvisly na volbé faktoru teéného vektoru, t. 5. na transformaci (1,4).
Dikaz. Z (1,38) a z transformadniho vztahu (1,21) plyne ihned 'p = c~%p.
Z (1,39) a (1,16) plyne pak ihned tvrzeni véty.

Poznimka 1,7. JestliZe 22 = z%(n?) jsou jako pfedtim rovnice plochy 4,
v E;, potom rovnicemi ’

£ = E0r) = ) — o N* = av() — 4° (1,40)

je popsana uréitd varieta v E,. Tato varieta muZe byt bodem (jak je tomu v pii-
padé ploch stifedovych), mohla by predstavovat kfivku nebo plochu v Zj.
V daldim uvedeme podminky, za kterych je rovnicemi (1,40) popsdna reguldrni
plocha v E,. Podrobny rozbor viech mo#nosti pro varietu (1,40) provadéti ne-
budeme.

Véta 1,13. Necht pro plochu A, v E; je o = o(n®) kofemem rovnice (1,38)%)
téchto vlastnosti:

a) o je nenulovy jednoduchy kofen rovnice (1,38),
0
b) 1L} + oo(Li — o), kde g, = o @ (@=1,2).
Potom rovnicems (1,40) je lokdlné popsdna reguldrni plocha v Ej.

Dukaz. Z predpokladt v odst. 1 plyne, Ze funkce definované v (1,40) maji
spojité parcidlni derivace v uvazovaném oboru proménnych 7*. K tomu, aby
rovnicemi (1,40) byla parametricky popsana plocha, staéi, zjistime-li, Ze hod-

a
nost matice z elementti 0% = %f?l je rovna dvéma, t.j., Ze vektory C%, Cg jsou
v uvaZovaném oboru linedrné nezavislé. v
Definujme vektor S,, « = 1, 2, 3 v bodech uvazovaného oboru takto:
8, = ¢,,,05C% , (1,41)
1, jsou-li «, 8, y rizné indexy a permutace suda,
kde ¢,;, = < — 1, jsou-li x, f, y rizné indexy a permutace lichd,
0, jsou-li aspoii dva indexy stejné.

*By

22) Nebudeme se zde zabyvat podrobnou diskusi rovnice (1,38). Pomineme rovné%
otdzku realnosti feSeni této rovnice.
23) o realné.
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DokéZeme-li, Ze za pfedpokladu véty je vektor S, nenulovy, budeme s di-
kazem véty hotovi.

Podle (1,40), (1,19) je
i X — a l afJ,c 1 a = ag

Oa - Ba —Q—BcLa + E QGN (Qa = é’n_a)

a tedy po upravé
0z = — oLz — e82) B: + o0 N=. (1,42)

Pongvadz je ¢ jednoduchym kotenem charakteristické rovnice (1,38), je L; —
— 0685 % 0. Kdyby totiz platilo L°,— ¢4 = 0, potom by bylo L} = L; = o,
L} = L; = 0 a charakteristickd rovnice (1,38) by msla dvojndsobny kofen
o = L = L2. Dosazenim z (1,42) do (1,41) dostaneme

8, = 07, [(L — 067) BYULE — ¢83) Bl —

- 0_3eaﬁyBg(Lf — 007) 0. N? — Q_SCaﬂy&Nﬂ(Lg — &) B, +
+ e 4eup, 010N N7,

coZ lze ptepsat na tvar '
L}. — e Lg 3 1 1

— 07 %[0s(Ly — 0) — 0.L;] .
I L — 0[ea(Ln — @) — e1L]

- ap, BIN” — 070, L3 — 04(L3 — 0)] €, BiN” + 07401000, N°N" .

Vzhledem k (1,38) a k definici elementii e,4, jsou prvy a &étvrty séitanec na -
pravé strand v predchozi rovnici rovny nule. MiZzeme tedy pséat

8, = 07,5, BiB}

By

S, = au, + bv, , (1,43)

kde pro struénost jsme polozili
a=—o3oy(Li — o) — e Ls], b= — 0o, L — 0)(L; — 0)], (1,43)
U, = €,5,BIN”, v, = ¢,5,BiN” . (1,43)

Vektory u, a v, jsou vSak linedrné nezavislé.?¢) Kdyby bylo S, = 0, potom by
tedy v disledku linearni nezavislosti vektora %,, v, muselo byt (podle (1,43),)
a = b = 0. Podle pfedpokladi véty je viak a + 0. Tedy 8, je vektor nenulovy.
Odtud plyne — podle diiv&jsi ivahy — tvrzeni véty.

24) Kdyby byly linedrné zavislé, pak by existovaly skaldry 4,, 4;, ne souasnd rovné
nule v uvaZovanych bodech, takové, Ze by platilo

Mty + Av, = s, BANY + Ae,p,BINY = 0;
1 2 1 2
odtud vynasobenim velitinou Bf bychom dostali — A¢,s,BfBSN? = — A[B§B3N*] = 0,
1 1
z eho¥ by plynulo 1 = 0, nebot determinant [BfB§N*] je rizny od nuly. Podobng by-
1
chom dostali 4 = 0, coZ je tedy spor.
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Poznamka 1,8. Jak vyplyvé z dikazu véty piedchozi, bylo moiné misto
piedpokladu b) v této vété zavést piedpoklad, Ze aspoii jeden ze skaldrd a, b
definovanych v (1,43), je riizny od nuly v uvazovaném oboru. Podrobny rozbor
by ukazal, Ze souc¢asné anulovani skalaru a, b z (1,43), by znamenalo, Ze skalar o
by byl funkei jen jednoho parametru v piipadé, Ze parametrické kiivky by
byly k¥ivkami hlavnimi, t. j. k¥ivkami, jichZ teéné vektory lezi v kazdém bod¥
uvazovaného oboru v hlavnim sméru tensoru L..

Véta 1,14. Plocha z véty (1,13) s parametrickym popisem (1,40) md tuto viast-
nost: Teénd rovina plochy (1,40) v jejim bodé &x(n®) obsahuje afinni normdlu v bodé
xz%(n?) plochy dané.?s)

Dukaz. Dokazeme, Ze teénd rovina plochy (1,40) v jejim bod& &= (5°)
obsahuje afinnormalni vektor N puvodni plochy v jejim bodé 2= (n%). K tomu
staci dokazat, Ze determinant D =.[C], (5, Ne],kde C5 (a = 1, 2; « = 1, 2, 3)
jsou elementy definované v (1,42), je roven nule. Podle (1,41), (1,43), miZeme
viak psat

D = 8,N= = ¢, CiC}N= = au,N* 4 by, N=,
kde veli¢iny a, b, u,, b, jsou popsiny v (1,43),, (1,43),. Z pfedchozich vztahi
a z (1,43), plyne v&ak ihned D = 0, éimZ je tvrzeni véty dokazano.

Cést II
(Priklady na theoriv z Edsti I)

1. Plocha afinnich normal prostorové k¥ivky v £;. Budiz v £; ddna regulirni

kiivka s parametrickym popisem
xx =z*(l), te(t,ty), (x=1,2,3) (2,1)

pii ¢emz predpokladame, Ze

a) funkce z*(t) (x = 1, 2, 3) maji v (¢, ¢,) spojité derivace ¥adu nejméns
étvrtého;

b) derivace #%(¢), « = 1, 2, 3 nevymizi soudasné v Zadném bodé intervalu
(tl’ tz)§

. dz=  dPzx=x  d2=
¢) determinant T dE 373«] £0 v (&, 18).
Afinnim obloukem kfivky (2,1) nazyvame skalar o(¢) takto definovany

¢ 1
- wn oo 8
a—/u‘l x“ xa
o(t) = L-’——l—— dt 28) (2,2)
[m“, xa) xa]l =1,

25) T, j. plochy s parametrickym popisem z* = x*(%).

26) F. No%itka, Kiivka v afinnim prostoru a jeji afinni oblouk. Casopis pro pdéstovani
matematiky, rod. 78 (1953), str. 318, véta 6. '
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(pro struénost znaéi tetky nad symbolem z= derivace podle parametru ¢), kde ¢,
je ndjaké zvolend hodnota z intervalu (¢,, ¢,).

Kiivku (2,1) muzZeme (lokalng) vztahnout k jejimu afinnimu oblouku (defi-
novaném v (2,2)) jakoZto parametru. Parametrické rovnice k¥ivky piseme
pak ve tvaru

x* = x%(0) . (2,2)
Zavedeme-li oznadeni
da= d2xe d3ze
Q& = = —— L = 2 3
V=L U der VT de (2,3)
d . 3 ’ ’ . ’ o
potom vektor qg e linearni kombinaci vektort v=, v2, tedy
3 1 2

d v = Av* + Av= (2,4)

dG' 3 o 12 21 ’

kde A = A(0) jsou veli¢iny charakteristické pro danou kiivku.??)
a a
Pfimku o sméru v* v uvazovaném bodé dané kiivky nazyvame prvni afinni
2

normélou, nebo kratce afinni normélou dané kfivky v uvazovaném bods.

Budeme se v dalsim zabyvat plochou vytvofenou afinnimi normalami dané
kfivky, tedy plochou s parametrickym popisem

te = &g, u) = x*(o) + wz)a . (2,5)
Oznadime-li B = %? = 0,&%, By = —a—a% = 0,2, potom dostaneme z (2,5), (2,3)
By = v* 4 wv*, B = v* (2,6)

1 3 2

a odtud, pouZijeme-li (2,4),
8,Br = v* + u(Ave + Avr), 0,Bf = 0,B2 =0, 0,B2=0. (2,7)
2 21 12 3

Vektor ¢, o slozkich
ty = €up,BEB) = ¢,5,0/07 + ue,p,v707%8) . (2,8)
1 2 3 2

je teénym vektorem plochy (2,5).
Z (2,8), (2,3), (2,4) plyne pak

Orby = Cupy 0507 + ulde, 5,007 , Ogfy = €y, VP07 . (2,9)
13 2 12 3 2
37) Viz préci citovanou v pozn. 26, str. 317, 318.
) ¢,p, j© tensor v E, takto definovany:

1 pro vesmés ruzné indexy a sudou permutaci,
¢spy =& — 1 pro vesmss rizné indexy a lichou permutaci,
N o0 jsou-li aspori dva indexy stejné.
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Z (2,9), (2,6) spoc¢teme pak podle (1,2)

hy, = Bgoyt, = uzé . [v:‘, 72)“, 7;“] ,

2,10
his = hyy = B30gt, = — [v%,v%,v2], hyy = B3ost, = 0. ( )
1 2 3
Pro plochu (2,5) je tedy determinant z tensoru h,,‘,, zaporny; tedy konkretnd
hyshoy — b3y = — [v2voveP . (2,11)
123

Pro slozky tensoru %9 kontragredientniho k tensoru #,, dostaneme:

Ml=0, A2 = — [v, v2, v2]71, A?* = — u?i[v*, v, v*]7L, (2,12)
1 2 3 21 2 3

Z (2,10) plyne vzhledem k (2,4)
Oyhyy = uPA[v%, v%, 07], Oyhyy = Oyhyy = 0, Gihyy =9,
21 "2 s (2,13)
Oohyy = 2ud[v?, v2, v7], Oohyy = Oshyy = 0, Ophy, = 0.
21 2 3
Z udaju (2,6) az (2,13) miZeme spoditat koeficienty konexi Io’;b, {acb} defino-

vanych v (1,5), (1,6). Odtud spolteme pak vektor M, definovany v (1,7).
Podrobny, ale ponékud zdlouhavy vypodet vede k vysledku

M, = %({;b} — f‘g,,) =0. (2,14)
Vzhledem k (1,10) mizeme tedy polozit 7', = ¢,. Podle (1,17) je afinnormalni
veéktor plochy (2,5) feSenim rovnic
NeT, =1, N«3,T,=0, Ne3,T,=0.
Resenim t&chto rovnic dostaneme pro vektor Ne:

Ne = (v* + udv*) . [v7, w7, v7]71, (2,15)
3 22 1 2 3

o ¢emz se snadno dosazenim do diivéjsich definiénich rovnic piesvédéime.
Z (2,15) plyne vzhledem k (2,4)
O, N* = (Av* + Av + whve + uivx) . [vr, o7, 0],
21 12 22 23 1 2 3 9 16)
0,N* = Jvefvr, vy, v¥]71, 2,
22 1 2 3
Z (2,16) a (2,9) plyne pak pro slozky tensoru X,, definovaného v (1,22) resp.
(1,23): _
E,=—@Q+ wi — u2?), Eyp=Ey=—12, Ep=0 (2,17)-
1 2 2 2
a tedy . '
EwEyp — B, = —2<0.
2

151



Pongvadz (jak plyne ze vatahu 7', = t,) je H,, = ha» (viz (1,12)), dostaneme
pak pro tensor L; podle definice (1,22) g vztaha (2,12) a (2,17)

L; = E,,Hve = E v |
L' = E,H" 4 E, ﬂn l[v“ v“ 1,11_

L} = E, H" + E ,H* = (A + 'Q;, — uzp + uzlz) [va va 1;1] 1= (2,18)
(% * ui.)['tl)"‘, ;)a, ?a)a] ' Lﬁ Eleu + E22H12 =0,
L} = E,H" + Ez 22 — Z[v“ v“ v"‘]
Je tedy
L} + L2 = 24[v7, 0%, 0], piLE — L2LL = oo, v, 0] 2. (2,19)
. 21 2 3 2 1 2 3
Rovnice pro hlavni sméry tensoru 1¢, tedy rovnice (1,37), vede k charakte-
ristické rovnici (viz (1,38))
0® — 20A[v=, v%, 2] ;- B, 05, 0] = 0,
2 1 2 3 2 1 2 3
ktera mé dvojnisobny koien
o= Z[v“, v, ve]t. (2,20)
Predpokladejme, Ze je l #+ 0. Potom podle (2,15), (2,20), (1,39) je
A= (va + ulve). (2,21)

2
Definujme ve smyslu (1,40)

gx = g% — A = x*(0) 4 uv* — 1 (v* + uive)
2 l 3 22

2

t. j.
. 1
£ = wx(o) — 7. (2,22)
2 3
Potom je podle (2,4)
de A )
as* _ " _a—-.__.l_a 2 . 2,23
b= /1(“’ +/1v«)+/1 v z§’+2’3" (2,23)
2 2

Z vysledkti muZeme ¢&initi tento zavér:

Véta 2,1. Plocha afinnich normal prostorové kfivky v E, md tyto afinni vlast-
nosty:

a) Je-li pro danow kfivku A = A = 0, potom afinnt normdly této plochy tvoFi
1 2. .

svazek rovnobéZngch primek.
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b) Je-li A =0, A £ 0, potom hodnost tensoru Lt je rovna jedné a pro afinni
2 1

normdly této plochy plati véta (1,9).
c) Je-li A % 0 konstanta, A = 0, potom je hodnost tensoru L* rovna dvéma
2 1

a plocha afinnich normdl je ploc‘hou stiedovou,

d) Ve vdech ostatnich pfipadech je hodmost tensoru L. rovna dvéma a plocha
afinnich normdl md tu viastnost, Ze evoluta této plochy, t. 7. varieta definovand
obecné rovnicems (1,40), pro plochu afinnich normdl specielné pak rovnicems (2,22),
je prostorovou kfivkou. .

Dukaz tvrzeni a) plyne z (2,18) a véty (1,7). Dosadime-li do (2,18) A = 0,

2
dostaneme L} = L} = L2 = 0, L? = A[v*v2v*]"1 £ 0. Hodnost tensoru L? je
1123 ’

tedy jedna a muzZeme aplikovat vétu (1,9), éim% je ovéFeno tvrzeni b). Je-li 4
3

konstanta razna od nuly a A = 0, potom plyne z (2,23) %f?“ =0 a tedy & =
1

= konst, coz charakterisuje plochy stiedové. Z (2,22), (2,23) a (2,19) pak plyne
zbyvajici tvrzeni d) véty.

Poznamka 2,1. Vlastnost a) z véty (2,1) ma plocha afinnich normal kazdé
prostorové kiivky s parametrickym popisem z* = a3 4 b2 + c*t + d=, kde
as, b*, c*, d* (x = 1, 2, 3) jsou konstanty, pfi éemZ determinant [a*, b, ¢*] + 0.
Ze vsech kiivek v E; (regularnich) kfivky tohoto typu a jen tohoto typu maji
vlastnost a) z véty (2,1).

Plocha afinnich normal prostorové kiivky s parametrickym popisem z* =
= a%e! 4 bxe~t + ct 4 d+, a*, b2, c?, d* (x = 1, 2, 3) konstanty, [az, b%, c*]
#+ 0, ma vlastnost b) z véty (2,1).

Vlastnost c) z véty (2,1) md na p¥. plocha afinnich normal prost;orove krivky
s parametrickym popisem

ot V— t V‘
x“=a“fe z(cos—f)dt+b“f (sm—é—)dt—l—c“et—i-d“

kde a2, b%, c* (x = 1, 2, 3) jsou konstanty, [a*, b2, c*] + 0.
2. Kvadratické nesingulirni plochy v .E;. Parametrickymi rovnicemi
r=asindcosp, y=~bsindsing, z=ccosd, (2,24), .
kde ¢ € <0, 27), & € 0, =), je popsan elipsoid v E;. Parametrické rovnice
xzaéoshﬁcosqo, y=>bcoshdsing, z=csinh?, (2,24),
kde ¢ €0, 2n), &€ (— o0, 00), piedstavuji popis jednodilného hyperboloidu
v E;. Koneéné rovnicemi
x=asinhdcosp, y=>bsinhdsing, z=ccosh?, (2,24),
? e (— 00, ), ¢ € <0, 2n) je popsan dvojdilny hyperboloid v Ej.
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V uvaZovanych pripadech (2,24),,5 . jsou @ b, ¢ kladnd &isla. Podrobnym vy-
podtem, ktery zde provadst nebudeme,??) vyjde pii vhodné normalisaci funkce
M(n?) z (1,9) pro afinnormélni vektor N= definovany v (1,15) v kazdém z piipa-
di (2,24),,,: *= N2 pro « = 1, 2, 3; odtud plyne hned: g—zz = B* = ¢,N=
a tedy podle (I,19) L¢ = 85, kde & je Kroneckerovo delta.

Podle vty (1,10) jsou tedy uvaZované plochy plochami stiedovymi,coZ je
vysledek samoziejmy.

Rovnicemi
T=u, y="v z=—1—(£+s’ﬁ) e=4+1, p>0, ¢>0
1 3 2 p q ] H )
(p, ¢ jsou konstanty) je popsan elipticky paraboloid pro ¢ = + 1, hyperboloicky
paraboloid pro ¢ = — 1. Pro uvaZovanou plochu vyjde N> = A=, kde 4= jsou

konstanty ne vesmés rovné nule. Z pfedchoziho a z formule (1,19) vyéteme
ihned, %e v tomto p¥ipad® je L = 0.

Vsechny uvaZované nesinguldrni kvadriky byly kvadrikami ve specidlni
poloze. Aviak vysledek L; — kd; = 0 (k konstanta) je zfejmé nezavisly na
afinni transformaci soufadnic v &, t. j. na transformaci

*pe = ajaf + oo,
kde ag, ¢* jsou konstanty, determinant [a] je riizny od nuly. Tedy vysledek
plati pro nesingularni kvadriky viibec.

Piedchozi vysledky maji pro nesingularni kvadrlky tento zajimavy da-
sledek:

Podle véty (1,11) jsou kiivky na elipsoidu mebo hyperboloidu, které jsou pri-~
nikem téchto ploch s libovolnou rovinou jdouct jejich stfedem, kfivkami geodetic-
kymi pfi afinni konext (1,13). Podle véty (1,8) protne rovina, obsahujict afinni
normdlu (tedy pramér) paraboloidu, v geodetice ve smyslu konexe (1,13).

3AMETKA K AOMHHOI T'EOMETPUI IIOBEPXHOCTEMN

OPAHTHHIEK HOMUYKA (FrantiSek NozZi¢ka), IIpara.
(ITocrynmio B pegaxuuio 22/I 1955 r.)

Cratpsa sBisieTest DPOJOJDKeHMeM paHee OmyOaMKOBaHHOH paGoTH aBTOpa
Le vecteur afinnonormal et la connexion de Uhypersuface das Uespace affin,
Casopis pro péstovéni matematiky a fysiky, (Fypmam mna samatmit mo
mateMaTEKe ® ¢usmke), Prague, No 75, 1950). Ilogxomameit Hopmanmaanmeit

) Viz té% NoZiéka F., K proi)lému afinni norméiy a indukované konexe nadplochy
v afinnim prostoru, Casopis pro péstovéni matematiky, roé. 79, §. 2, str. 130—133.
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aQUBHOHOPMAJIBHOTO BEKTOpA IOJIy4awTcA T. Ha3. Qopmyuan OpeHs mus mo-
BepXHOCTH M K ypaBHeHumAM ['aycca — KOTOpHE YKAasHBAIOT Ha NOJHYI0 AHA-
JIOTHIO C COOTBETCTBYIOIIMMY COOTHOMICHHAMH, MW3BECTHHIMH B MeTpUYECKOH
reomerpur Pumana. flgpom paform ABnsercs AHMCKYycCHA TaK HA3KBAeMOro
BTOpOro aQuHHOrO TeH30pa IOBEPXHOCTH, KOTOPHII B pabore obosznaueH
gepe3 LZ. IToT TeH30p He 3aBHCHT (eciM He B3MPAaTh HA OTIMYHHIN OT HYJIA
9mca0BOl PaKTop) Oor BEIGOpA KacaTelbHOrO0 BeKTopa. I'JlaBHEIEe pe3yabTaTH
ciefylomue:

ITycme Oas noseprrnocmu A, B E; (E; ecmv mpexmeproe auneiinoe agumnnoe
npocmparcmeo), 048 Komopoil pane 0CHO8H020 afpunnoco mewnzopa hq, paser
n — 1, cnpasedauso:

a) L = 00usc, a =1, 2. Toeda afurnsie Hopmasu ob6pasywm nyuek napa-
AEAbHBL NP AMBLL;

6) LS umeem 60 6éceii obaacmu, ede onpedescHa noseprrocmv A,, pame 1.
Toeda uepes wkamcOyio moury noseprrocmu A, npoxodum 6 mounocmu 00HA
Kpusas, 064a0a0was mesm cOUCMEOM, WMo afunKble HOPMALL K NOGEPTHOCU
6004b 3motl Kpueoll napastesbHul.

B) nycmdv LS = o0 (0 == 0) 6 kawmdoii mouke obaacmu, Ha Komopol onpede-
aena nosepxnocms (8, — deavma Kpownexkepa). Toeda o ecmv nocmosnnas
(omanunan om nyas), u aPPurHsie HOPMAIL NPOLOOAM 4epe3 00HY MOUKY.

Zusammenfassung
EIN BEITRAG ZUR AFFINGEOMETRIE DER FLACHE

FRANTISEK NOZICKA, Praha.
(Eingegangen am 22. Jénner 1955.)

Der vorliegende Artikel kniipft an die frithere Arbeit des Autors Le vecteur
affinonormal et la connexion de U'hypersurface dans Uespace affin, Casopis pro
péstovani matematiky a fysiky, Prag 1950, Nr. 75, an. Durch geeignete affine
Normalisation des Tangentialvektors einer Fliche (im linearen affinen Raum)
gewinnt man die sogenannten Frenetschen Formeln der Fliche und die Gauss-
Codazzischen Gleichungen, die den analogen Beziehungen der metrischen
Geometrie entsprechen. Der Kern der Arbeit liegt in der Diskussion des soge-
nannten zweiten Affintensors, der mit dem Symbol L] bezeichnet wird. Diese
Grosse ist (bis auf einen von Null verschiedenen Faktor) von der Wahl des
Tangentialvektors unabhingig. Die Hauptresultate lassen sich folgender-
massen formulieren:
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Es sei in etnem linearen affinen Raum von drei Dimensionen eine regulire
Fliche gegeben. Man setzt voraus, dass der Rang des ersten Affintensors h,, gleich
n — 1 ser.

a) Es sev L =0 fir c,a = 1,2 im ganzen Definitionsbereich der Fliche.
Dann bilden die Geraden tn der Richtung der Affinnormalvektoren einen Band
von parallelen Geraden.

b) L; hat den Rang eins im ganzen Definitionsbereich der Fliche. Dann existiert
in jedem Punkt der Fliche eine und nur esne Kurve mit der Eigenschaft, dass ent-
lang dieser Kurve die Affinnormalvektoren parallel sind.

¢) Es ser L = a6. (0 + 0) tm ganzen Definitionsbereich der Fliche (5, ist
das Kroneckersche Delta). Dann ist o konstant und es existiert ein gewisser Punkt
tm Raum, durch den die Geraden in Richtung der Affinnormalvektoren durch-
gehen.
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