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Casopis pro p&stovini matematiky, ro¥. 81 (1956)

REFERATY

PLOSNY INTEGRAL

(Vlastni referat o predndsce, proslovené na schiizi matematické obce
prazské dne 3. fijna 1955.)

Bud 4 omezens mdfitelnd ¢ast E,, (m prirozené); bud » vektorové funkece o sloZkéch
U1y .- es Uy, kde v; jsou polynomy (v m proménnych). Potom je ziejmé

f div v(z) dz = 2, 242 4,

=1 0z i
A 4

dale ma¥eme psit (je-li m > 1) podle Fubiniovy v&ty na pf.

2ml®) 4 f ( f i, ¥) dy)dx,
02y, 0z,,

4 Fm-1 AT
kde A™ je mnoZina viech y ¢ K,, pro n8Z [z, y] ¢ A. Pfedpokladejme déle, Ze mnoZina 4
mé tuto vlastnost:

(V) Pro skoro viechna x ¢ E,,_, existuje celé nezdporné éislo r a flsla a, < b, < ... <

N T
<a, < b, tak, fe mira mnoZiny (A" —G) U (G — A7), kde @ = | (a;, b;), je rovna nule
. i=1

a Ze plati fq:m(x) de < o0, kde @, (x) = 7.

Em -1
Nyni je ziejmé \

f Pml®) 4y f [ 2, (v, b)) — v, am] da.
O i
A

Ep_1
D4 se vSak otekdvat, Ze posledni vyraz bude mit smysli v jinych ptipadech, nez kdyZ v,,
je polynom. Pfedevsim si v8imn&me, Ze body [z, a;], [, b;] leZi na hranici H mnoZiny A.
Bud tedy f omezena borelovskd funkece na mnozing H. (Borelovské funkce jsou -— zhruba
feteno — ty funkce, k nim# dospdjeme postupnymi limitnimi pfechody, vychézejice
. T

od spojitych funkei.) Je-li |[f(z)| £ C (z € H), je I Z (f(z, b;) — f(x, a’.))] < 20r = 209,(x)
i=1
pro skoro viechna x ¢ E,,_,. Lze dokézat, Ze funkce
, :
2, (f(, b)) — f(z, a;)) = g(@) | . (1)
i=1 .

je métitelna; protoze f @m(z) dr < o0, konverguje téZ f g(x) dz. Vidime tedy:
. ! By -1 ' En_1

79



Jestlite omezend méFitelnd mnosina A C E,, (m > 1) md vlastnost (V,,), miZeme na
systému vdech omezenych borelovskych funkct f na hranici mnofiny A definovat funkciond!
P, pfedpisem

Po(d, ) = Pulf) = [ (@) da.
kde funkce g je urbena vatahem (1). "

Index m mulZeme zfejmd (po provedeni piisluSnych zmé&n) nahradit kterymkoli
z indexd 1, ..., m — 1. Necht nynf ma omezens iné&ritelné mnoZina 4 viechny vlastnosti
(V1)s ooy (Vy). Potom miiZeme na systému vSech omezenych borelovskych vektori (t. j.
vektorovych funkei v = [vy, ..., v,], kde v, ..., v,, jsou omezené borelovské funkce) na
hranici H mnoZiny 4 utvofit funkcionél

P(v) = ZIP,.(U,.) .

Déle se dé ukézat, Ze existuje kone¥nd mira p na systému vEech borelovskych mnoZin
B c H a jednotkovy borelovsky vektor » na mnoimé H tak, %e pro ka%dy omezeny bo-
relovsky vektor v na H plati

P(v)——-fv.vdp
bt

(v . v je ovSem skalarnf souédin). Vidime; Ze funkciondl P muZeme skuteénd nazvat plos-
nym integrélem (podle plogné miry p ve sméru vngj$i normaly »).

Ze zptsobu, jakym jsme dosli k funkeiondlu P, je ihned vidét:

Jestlite funkce vy, ..., v, maji spojité derivace 1. fddu v okolt mno¥iny A, pak pro vekto-
rovou funkei v = [v,, ..., v,] plati

Afdivv(z)dz:éfv.vdp. (2)

Bud nyni U systém v8ech mnoZin A C E,,, které jsou omezené méritelné a které maji
vlastnosti V, ..., V,,. Vidime, e ke kaZdému 4 ¢ U existuje koneéna mira p a jednotkovy
vektor » tak, ée pla.ti (2). Systém U byl vSak sestrojen dosti umséle; prirozensdjsi by bylo
vySetfovat na pf. systém U’ takto definovany:

MnoZina 4 patfi do U’, je-li omezend métitelnd v E,, a exxstu]e-h na hranici H mno-
%iny A borelovskéd mira p a jednotkovy borelovsky vektor » tak, Ze plati (2) pro vSechny
vektory v, jejichZ sloZky jsou polynomy. D& se ukdazat, ¥e je tim mira p uréena
jednoznadénd a vektor » ,,skoro jednoznaéné‘‘ (vzhledem k p). Snadno se pak zjisti, Ze
mira p je nutnd konetna a Ze (2) plati pro kaZzdy vektor v, jehoZ sloZky maji spojité deri-
vace 1. ¥4du v okoli mnoZiny 4. MaZeme viak jit je§td ddle.”

Vimndme si této véci: Je-li 4 ¢ W, jsou-li slozky vektoru » polynomy a spliiuje-li
vektor v vztah |[v(z)]] < 1 pro kaZdé z € A, plati ziejmd& t6Z \|lv(2)|| < 1 pro kaZdéz e H
a tedy

\faivo(z) dz| = Ifo. v dpl < [ibvll- bl dp < p(ED) -
Phl'adime li nyni ka¥dé omezené méfitelné mnoZind 4 C E,, hodnotu
l4]] = sup fdxv v(z) dz
(kde v probfhé viechny vektory, jejich% slolky jsou polynomy, a kde |jv(2)|| < 1 pro kaZdé

z e A), vidime, %e pro ka¥dé 4 « ¥ je |l4|| < p(H) < . Utvotime-li tedy systém %"
viech omezenych méFitelnych mnoZin 4, pro nd% ||4|| < c©, méme vztah

» Ac Wcy. .
Dé se viak ukézat, Ye viude platf rovnost, t. j. % = U’ = U”. PH dukaze vztahu Y" =
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hraji daleZitou roli nékteré véty z funkciondlni analysy. Mira p, pfislusné k mnoZing
A e U7, splituje vztah p(H) = ||4]|. MGZeme tedy ¥ici, Ze ||4 || udavé pro kaZdou omezenou
méFitelnou mnoZinu 4 plosnou velikost jejiho povrchu. Zarover je vidét, e nelze defino-
vat ,,rozumny*‘ plo$ny integrél pfes hranici Z4dné omezené métitelné mnoZiny 4, kterd
nepatii do A" (= A), Systém U je silnd ,,invariantni‘‘; je-li toti% ¢ regulérni zobrazeni
n&jakého okoli mno¥iny 4 (4 ¢ A), je téZ p(A) € Y. Je-li mimo to zobrazeni ¢ prosté, platf
,,transformaéni vzorec* )
P(4,v) = P(p(4), w),

kde w(y) = |D(z)|~!. M(x) . v(x); M je funkdni matice zobrazeni ¢, D je jeji determinant,
M(z) . v(x) je maticovy soudin (vektor v(x) pokladdme za sloupec), ¥ = ¢(x).

K platnosti vztahu (2) jsme pfedpokladali, Ze sloZzky vektoru » maji spojité derivace
v okoli mno#iny 4. Tento pfedpoklad muZeme zeslabit na pt. timto zptisobem:

Bud f funkce, definovand v okoli G mnoZiny A (A e ¥). Bud v spojity vektor na mno¥iné
G. Necht pro katdou krychli') K c G plati

[#(x) dz = P(K,v) . (3)

Potom plati téz i
[i@) dz = P(4, ). (4)
A

M4-li omezend mnoZina A tu vlastnost, Ze funkce proménné e

mira Q(H, ¢)
€

(kde Q(H, ¢) je e-ové okoli hranice H mnoZiny 4) je omezend pro 0 < & < 1, plati
A e U a vztah (4) je spravny, jestliZe vektor.v je spojity na mnoZind 4, jestlize plati (3)
pro kaZdou krychli K, leZici uvnit¥ A4, a jestliZe integral f f(x) de existuje (ve smyslu
Lebesgueovs). 4
V konkretnich pfipadech je nezbytné umét vyjadiit plo§ny integral P(4,v) ,klasic-
kym zptisobem*’, t. j. v parametrickém tvaru. K tomu zavedeme tuto definici:
Rekneme, %e ¢ je A-piipustné zobrazeni mnoziny G, je-li A c E,,, G oteviens v E,,_,,
ma-li zobrazeni ¢ na mno#ind @ spojité derivace 1. ¥ddu a je-li splnéna tato podminkas:
NP a4 o9
Bud w? vnéjsi soudin vektora —, ...,
ot, at,_,
U bodu ¢, a kladné &islo ¢ tak, Ze pro ka%dé ¢ « U a ka¥dé d € (0, ¢) plati

. Pak ke ka¥dému bodu ¢, ¢ G existuje okoli

@(t) + dw?()none d,
p(t) — owP(t) e A .
Plati nyni tato véta:

Necht A € . Bud ¢, A-pFipustné zobrazent mnofiny G, (n = 1, 2, ...). Necht ¢,(G,) N
N @,(Gy) = O pro n % g; necht p(H — U@,(G,)) = 0.2) Potom pro katdou omezenou bore-
n

lovskou funkci f na mno%iné H plati

[idp = 3 [H@n(®) lwvn(@)]| e ;

H n G,

1) Krychli rozumime kartézsky soudin m uzavi‘enfch omezenych nezvrhlych intervali
stejné délky.

?) H je hranice mnoZiny 4, p a » jsou pfisluiné mira a jednotkovy vektor.
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pro skoro véechna t ¢ G, plati

(alt) = D (= 1,2,
(g =——— (n=12,..).
" gl Ol
(Vztah p (B) =0 je splndn na p¥. tehdy, jestlie B je borelovska &ast H a jestliie viech
m primétt mnotiny B mé m — 1 — rozmérnou miru 0).

Nakonec se pfednéSejici zminil o tom, %e tato theorie ddva nékteré netrividlni vysledky
iprom = 2,

Jan Ma#ik, Praha.
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