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Casopis pro péstovdni matematiky, ro&. 81 (1956)

STOCHASTICKE POCETN{ METHODY

VACLAV DUPAG, Praha.

(Dosglo dne 14. dnora 1955.) DT 517:6:519.28

Nékteré matematické podetni ulohy lze piibliZng FeSit methodami,
zaloZenymi na theorii ndhodného vybéru. Clanek pojednavé o uitf
téchto method k vypoétu urditych integrali, objemi vicerozmé&rnych
téles, inversni matice a &isla . N&které vysledky jsou puvodni.

1. Uvod. Jednou z klasickych iiloh z okruhu t. zv. geometrickych pravds-
podobnosti je Buffonova tiloha s jehlou. Na rovinu, rozdélenou na pasy sousta-
vou rovnob&inych pfimek o jednotkové vzdalenosti, hodme ndhodnym zpi-
sobem jehlu délky ! < 1. Jest uréiti pravdépodobnost P, Ze jehla protne né-
kterou pfimku soustavy. Snadno se zjisti, Ze

3
P=3fisin0d0=35.
T 2 T
[1]
Tento vysledek dava pak moZnost stanoviti experimentalné pfibliznou hodnotu
&isla w. Jest

2] e yepqew _2n
=75 t. j. priblizné m =~ o

kde n je celkovy podet provedenych hodit a m je poéet hodii, v nichZ jehla prb-
fala pfimku; pfitom vyraz —2757”' pfedstavuje ndhodnou proménnou, kterd s n

neomezend vzristajicim konverguje k = s pravdépodobnosti 1.

Neobvyklost tohoto zptisobu uréeni &isla 7 spodivé v tom, Zenumericky po-
detni problém je nahrazen ekvivalentnim problémem stochastickym, a ten se
pak Fedi specificky stochastickou methodou, totiz nahodnym vybérem (opako-
vanym pokusem). Methody tohoto typu budeme nazyvat stochastickymi po-
detnimi methodami (v literatufe se nékdy nazyvaji methodami Monte Carlo).

Zajimavé je uZz sama skutedénost, Ze tlohy zcela nendhodového charakteru
1ze Fesit ndhodnym vybérem. Aviak pozoruhodnéjsi je to, Ze v uréitych dlohdch
je Feseni stochastickou methodou vyhodn8j&i (n8kdy dokonce v jistém smyslu
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presndjii) neZ fefeni obvyklymi methodami. UkéZeme si nékolik ptikladi to-
hoto typu.

1
2. Vypolet integrala. V urditém integralu [f(z) dr povaiujme integraéni
J .

proménnou z za ndhodnou proménnou s rovnomérnym rozloZenim pravdé-
podobnosti v intervalu <0, 1. Potom f(x) je rovnéz nahodnéd proménna (oviem
1

obecnd s jinym rozloZenim pravdépodobnosti) a integral [f(z) dz mé vyznam
(1]

jeji stfedni hodnoty. Ze znamych vét poétu pravdépodobnosti nasleduje pak
tvrzeni:

b
Necht I = [f(x) dz je koneény Lebesgueiw integrdl v komecnych mezich. Necht

b
J = [fYx)der < + . Necht x,, x,, ..., T, jsou nezdvislé ndhodné proménné,
a

vesmés 8 rovnomérnym rozlofenim pravdépodobnosti v {a,b).

Potom ndhodnd proménnd

b ; ¢ é ()

je mestrannym, asymptoticky normdlnim odhadem Eisla I, se- smérodatnou od-
chylkou

I=

o) =[(b—a)J — ) ¥t = ont.
To znamena :
B()=1, 1)
kde E znadi stfedni hodnotu;

Pl — 1| <kon?y=~1—¢, @)

kde k. je dano rovnici
ks :
_ "
V2 fefumne.
T
0

Tato véta dava tedy methodu numerického vypodtu I. Aby viak vypodet byl
prakticky proveditelny (na pf. pomoci tabulek nahodnych disel), je t¥eba p¥i-
pojit pfedpoklad (A), Ze uzavér mnoziny bodid nespojitosti funkee f(x) ma
Lebesgueovu miru 0.

Za tohoto predpokladu, je-li & libovolné kladné ¢islo, existuje ke skoro kaz-
dému z € {a, b) piirozené ¢islo sy(z, ¢) tak, ?e

|f(x) — /(zotz . 10-%)| < & pro viechna s > s,
e .

kde > ;. 10~ znadi desetinny rozvoj sla .
1=0
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Pro kazdé k = 1, ..., n lze ndhodnou proménnou vyjadiit ve tvaru ne-
koneéného desetinného zlomku

e
X, = Zock, . 101 N
1=0

kde ok L =1,2,... jsou ndhodné proménné, které nabyvaji pouze hodnot
0,1,2,...,9. Je-li d4no ¢ > 0, definujme ndhodnou proménnou s;, jako nej-
mensi pfirozené ¢islo s, pro néZ plati nerovnost

Max V(zioakl . 1071 — /(lioa“ L107Y)| < & (3)

Cka 15 Ok +2 - oo b—a

Z predpokladu (A) vyplyvé, %e ndhodnd proménné s, je koneénd s pravdg-
podobnosti 1. Definujme posléze ndhodnou proménnou y,, vztahem y,, =

kzlf(ykﬁ) » Ppo-

tom ,,chyba ze zaokrouhleni” lIA . — IA | je mensi nez ¢ s pravdépodobnosti 1.

Ske :

= > & . 107 Oznadime-li jako I . ndhodnou proménnou b—a
=0

n

Lze tedy hodnoty nédhodnych proménnych z, nahradit (na pifklad) tseky
o délce s &islic z tabulek ndhodnych &isel, povazujeme-li tyto useky za prvych s
decimal velidiny z;. Pfitom s volime tak velké, aby platila nerovnost (3).

Srovnejme piesnost stochastické methody s piesnosti béZnych method, na

v

p¥. lichobé&znikové a Simpsonovy. Zjistime, Ze posledné jmenované methody
dévaji (pfi stejném podétu délicich bodl n) chybu fadové znaéné mensi:

[I — Lol <COmm-2; I — Ilimpl < Cgn—t

(nehledé k tomu, Ze tyto nerovnosti plati jisté, zatim co (2) dava ohranideni
chyby jen s uréitou pravdépodobnosti).

V praxi viak poditime s nepili§ velkymi hodnotami n a tu je tieba pki
srovnani riznych method p¥ihlédnout i k velikosti konstant C,, C,, k,o:

Yo (b — a)3 ”

(/1 - 12 agf_ffblf (x)l ’
— (6 —a)® v

02 ‘_ 180 alé{[fl_si‘l (x)l ’

ko=~Fk[b—a)J — I?]}.

Mohou nastat pfipady, kdy druhd (resp. étvrtd) derivace funkce f je znadné
velks, neni ohranifend v {(a, b), nebo pro néktera x viibec neexistuje. Nékdy
Ize tyto singularity vhodnymi dpravami odstranit, n€kdy vSak nikoli.

Konstanta o mé naproti tomu tu pozoruhodnou Vlasthost, Ze nezavisi na
hodnoté derivaci, a mizZe byt velmi malé i pii slozitém prabéhu funkece f.
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Jako priklad uvedme integral

e—T 10

I= 1/ V]sin (log )| d= .

K bezprostfednimu vypoétu tohoto integralu nelze spolehlivé uzit zadné
z béinych numerickych method. (V ihtervalu {0, e~™) je nekoneéné mnoho
bodt z, pro nd% f'(x) neexistuje.) Naopak stochastickd methoda diva kon-
stantu o = 46 .10, t. j.

lIA — I| < 46k, . 10~*n"* 5 pravdépodobnosti =~ 1 — e,
coZz je ve srovnani s velikosti hodnoty I — 393.10-¢ uspokojiva piesnost.

Zvolime-li n = 25 a vezmeme-li jako ndhodny vybér tohoto rozsahu prvych
26 ¥adkh tabulek Kendall - Babington Smithovych, dostavame odhad

I~ 3976.10-5,
zatim co skutedné hodnota integrélu jest

I = 3934 .10-5;
t. j. relativni chyba je mensi nez 1,1/,

3. Vypolet objemu téles v r-rozmé&rném eukleidovském prostoru. Nejprve
pfipomeiime definice nékolika pojmit:

Télesem v E, budeme rozumét ohrani¢enou, uzavienou oblast v E,; objemem
télesa — jeho Jordanovu miru v E, (pokud existuje).

Jednotkovou krychli J, budeme rozumét r-rozmérnou krychli objemu 1,
s vrecholem v podatku, kters celd lezi v nezdporné ¢asti prostoru E,.

Plochou v E, rozumime spojity obraz jednotkové krychle .J,_;; plochu L v E,
nazveme rektifikace schopnou, jestliZe existuje zobrazeni ¢ a konstanta c tak,
Ze plati

1. L = ¢(Jr~l)7

2. op(x), p(v)) é € 0r1(%, y) pro kazdé xe J,_;, ye J,_;.

(Pror = 2 —t. j. v roviné — souhlasi tento pojem s pojmem rektifikace schop-
né kiivky.) .

Polozme si nyni tuto tlohu:

Jest vypoditati ptiblizné objem V t&lesa M v E,, definovaného nerovnostmi
a implicitnimi vztahy mezi promé&nnymi, které nedovoluji vyjadfit hranici
télesa explicitng (jako funkei parametri), umozZiiuji v8ak rozhodnout o kazdém
bodu z € E,, zda néleii nebo nenéle#i do M.

Predpokladame, Ze téleso M mé objem; mimo to pfedpokladejme (zfejmé
bez tijmy obecnosti), Ze M je obsaZeno v jednotkové krychli J,.

Matematicky zpisob pfiblizného vypoétu objemu V spodivd v tom, Ze jed-
notkovou krychli J, rozd8lime pravoihlou siti na » krychli o hrané délky A
(pfitom jest nh* = 1), z kaZdé krychle vezmeme vrchol, ktery je nejbliZze po-
&atku, a zjistime, zda néleZi nebo nenéleZi do M.
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Necht m téchto vrcholu nalezi do M; potom p¥ibliznd hodnota je
V=mhr =" ;
n

pritom plati V — V pro n — oo. Abychom ziskali ¥4dovy odhad chyby [V — v,
musime pfipojit dalsi pfedpoklad (B):

Hranice H télesa M se sklada z koneéného pocétu rektifikace schopnych
ploch.

Za tohoto predpokladu plati

IV — V| =o0h) = 0(n 7). 1)

(Obecné nelze tento odhad snizit. Radové lepsi odhad plati pro koule, elipsoidy
a jistd specidlni konvexni télesa; objem téchto téles neni viak t¥eba poditat
pribliznymi methodami.)

1
T

Dikaz tvrzeni (1). Pfedpoklddejme pro jednoduchost, Ze hranici H tvori
jedina rektifikace schopnd plocha L = ¢(J,_,). Rozdélme J,_, na krychle K,

vesmés o hrané délky -— h —-=-=, kde ¢ mé vyznam konstanty uvedené
c+ o)r—1
v definici rektifikace schopné plochy, ¢ je kladné ¢islo. Pocet krychli K; jest

(&c +eolr—1

r 1
= Ah1-7, jestlize — opét pro jednoduchost — predpokla-
3 ] pet pro j predp

(c+efr—1
h

diame, Ze ~— — -1 je celé éislo. Tim dostavame i rozdéleni plochy L na

Ah'-7 ploch S; = @(K;) o praméru d(S,) < h; zfejmé kaZd4a plocha S; miZe mit
neprazdny prinik nejvyse se 27 krychlemi o hrané %, na néz je rozdélena J,.
(Mezi libovolnymi 27 + 1 krychlemi existuji totiZ aspoti dvé, jejichZ vzddlenost
je = h.) Celkem tedy ma H neprézdny prinik nejvys§ se 274A!~r krychlemi.
Tvrzeni (1) plyne odtud, Ze chyba |V — V| je nutng nejvy¥ rovna objemu
téchto krychli, t. j. |V — V| < 274h.

Obratme se nyni ke stochastickému Feseni dané tlohy.

Nechf x,, x,, ..., X, jsou nezavislé r-rozmérné nahodné proménné, vesmés
s rovnomérnym v .J, rozloZzenim. Necht m’ je podet téch x;, pro néZ x; e M.
Jeito P(x;e M) =V, ma m' zfejmé binomické rozloZeni pravdépodobnosti
b(n; V), a tudiZ ndhodné proménné
="
n
je nestrannym, asymptoticky normilnim odhadem d&isla V, se smérodatnou
odchylkou

o(V) = VA — V)}tnt.

Aby vypotet stochastickou methodou byl prakticky proveditelny, musime
opét pripojit predpoklad (B). Pro kazdé ¢+ =1, 2, ..., n lze potom ndhodnou
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prom&nnou x; = (&, &, ..., £ir) nahradit ndhodnou proménnou y; = (1,
Nigs - o> Nir), Kde 9y = 3 o, . 1072, je-li & = > ;. 1077 (s je pevnd zvolené pii-
1=1 =1

rozené &islo; «,; piSeme misto «;;). Pravdépodobnost P, Ze budto x; ¢ M a sou-
dasnd y; e’ M,fieboy; e M a soucasné x; ¢’ M, je totiZ nejvys rovna objemu téch
krychli o hrang 10~ (na né% si mysleme rozdélenu krychli J,), které maji ne-
prazdny prunik s plochou L; t. j. — jak plyne z dikazu (1) — P, < const 10-.

n ’

m

n

Oznadime-li jako m" polet téch y; pro néZ y; e M, potom rozdil

— ,,chyba ze zaokrouhleni” — je nahodné proménna, jejiz stfedni hodnota

”

m

n

E

S ;1; z P, < const 10—*

a smérodatna odchylka (jak se snadno zjisti) jest nejvy$ rovna vyrazu
s 1

const 10 2n %. Volbou dostatetns velkého s lze chybu ze zaokrouhleni prak-
ticky vyloudit.

Mizeme tedy r-rozmérnou veli¢éinu x; nahradit (na piiklad) » tseky o délce s
dslic z tabulek ndhodnych &isel, povazujeme-li tyto tiseky za koneéné desetinné
rozvoje jejich soutadnic &;;, & .., &ir

Srovnejme pfesnost obou method — matematické a stocha,stxcke — pii stej-
ném poctu n bodd, jejichz piislusnost k M zjistujeme:

Prvni methoda dava odhad
1

V-V <kn 7,
1
druhé — jak plyne z CebySevovy nerovnosti — dévs odha.d |V V| <kin 2

s pravddpodobnosti > 1 — ¢, kde k, = [[F (1 — V). ¢ ‘, to znamena

1. presnost stochastické methody nezavisi na dimensi 7,
1 1

2. pro r>2 jest m 2 <m ', t. . stochastické methoda dava v jistém
smyslu lepdi vysledek nez matematicks. ‘

Nejlepsi vysledek viak dostaneme, jestlize obé methody kombinujeme:

Rozdélme opét J, na n krychli I,, I,, ..., I, o hran& h. Ozna¢me V,; objem
t8lesa M n I,. V kazdé krychli I, zvolme ndhodn& bod x; (t. zn. x; je r-rozmérna
nahodna proménna 8 rovnomérnym v I; rozloZzenim pra,vdépodobnosti
X1, Xg, ..., X, jSOU nezamsle) budiz m podet téch x;, pro n&% x;e M. Jeito
P(x; e M ) = nV;, mé m zfejm& Poissonovo binomické rozlozem pravdépodob-

nosti, se stfedni hodnotou E(n"z) = nV arozptylem ¢*) = Zn V1 — nV)).
Za predpokladu (B) jest podet krychli I,, pro nd%'n V(1 — nV) + 0 ne]vys
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1

fadu O(ht-v) = On 7). Pondvadi aV{l —aV) <} (=1,...,n) jest
1
o¥(m) = O(nlw") . '

Odtud nésleduje, %¢ ndhodns proménns V = % je nestrannym odhadem

r+l1
éisla V se smérodatnou odchylkou a(V) = 0(n 2r).
r+1 1
Pror > 1 jest n EP S j- smiSend methoda je pFesnéjsi nez

methoda ptedchozi.

Viimnéme si jesté jedné souvislosti s otazkou m#tZovijch bodi. Z theorie éisel
je znam tento vysledek:

Necht L je uzaviend konvexni plocha v E,, ktera obsahuje uvnit¥ bod
(0, ...,0) a kterd mé ve vSech bodech totalni kfivost riznou od nuly. Pro
2 = 0 budiZz L(x) plocha, jez vznikne z L homothetickou transformaci v po-
méru ]/E: :1 vzhledem k pocéatku. Oznaéme V(x) objem télesa omezeného
plochou L(x); jako A(x) oznaéme podet bodu s vesmés celo¢iselnymi soutadni-
cemi, které lezi v télese omezeném plochou L(x).

Potom (za uréitych dodateénych predpokladi o plose L) platl

*i@%,ﬁ,, 0 pro z — oo, pro kazdé O > —;— — ;_:j.i .

Uvazujme nyni nasledujici stochastickou modifikaci problému.

Necht L je uzavrena rektifikace schopna plocha v E,. Necht L(x) a V(x) maji
obdobny vyznam jako vyse. V kazdé jednotkové krychli s celoéiselnymi vrcholy
zvolme ndhodné (a nezivisle na ostatnich krychlich) jeden bod. Necht A (x)
znaci pocet téchto bod, které lezi v télese omezeném plochou L(x). Potom plati
A(x) — V(x)j} . . 1. r—1

z® 4

(Jest oviem % < ; ;‘——_::_—1 pro kazdé r > 1.)

4. Vypodet inversni matice. Pfipomeiime nejprve definici a zédkladni vlast-
nosti Markovovych fetézcii. Markovovym Fetézcem (piesnéji: jednoduchym
homogennim M-ym fetézcem) nazyvame niZe popsany proces:

Systém S probiha v nespojitém case t = 0, 1, 2, ... kone¢nou mnozZinu stavi
A, A,, ..., A, podle stochastického zakona, spliiujiciho podminku: Podminéné
pravdépodobnost, Ze systém bude v dase ¢ (> 0) ve stavu 4,, za piredpokladu
urditého prubshu piedchazejiciho (4; v éase t — 1, 4, v éase t — 2, A, v Case
t — 3, ...), zavisi pouze na A, a na 4, a je konstantni vzhledem k ¢.

Oznadime-li stavy pfirozenymi &isly 1, 2, ..., r, lze Markovuv fetézec inter-
pretovat jako posloupnost ndhodnych proménnych, nabyvajicich celodiselnych
hodnot 1, 2, ..., r a spliiujicich zminénou podminku.
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Podmin¥né pravdépodobnosti P(z, = k | #,_; = 1) se nazyvaji pravdépodob-
nosti pfechodu a znadi se p;. Hodnoty pi (3, £ = 1, 2, ..., r) tvoti nezdpornou
¢tvercovou matici P s f4dkovymi soudty vesmés rovnymi jedné. Naopak kazda
matice t&chto vlastnosti (t. zv. stochastickd matice) definuje spolu s vektorem
podatetnich pfavdépodobnosti urdity Markoviv fetézec.

Prvky n-té6 mocniny matice P maji tento vyznam: p = P(x,,, =k |z, =
= 1). Za urditych pfedpokladu existuji lim p{p = pi°’jako ¢isla nezavisla na <.

n—>o0
Stavy A4;, pro néz p{°’ = 0, nazyvaji se pfechodné, ostatni navratné. Existu-
je-li v Tetézci jediny stav navratny, nazyva se stavem absorpénim. Nézev
vystihuje tu okolnost, Ze pfi libovolnych podateénich pravdépodobnostech
piejde systém s pravdépodobnosti 1 v koneéném ¢ase do absorpéniho stavu
a nadale v ném setrva.
Na zékladé theorie Markovovych fetézci lze odvodit stochastickou methodu

vypoétu inversni matice. M&me reguldrni matici A = ||a;| stupné r-tého
takovou, Ze matice P = E — A je nezdpornd, s fadkovymi souéty vesmés
men&imi jedné. Hleddme inversni matici A-1 = |ja{; V|-

Uva#ujme vroubenou matici P, kterd vznikne z matice P piipojenim
r + 1-ého Fadku (0, ..., 0, 1) a r 4+ 1-ého sloupce (p,, ..., p,, 1) kde p; =1 —
4

- Z Dik-
k=1
Ztejmé P je stochastickd matice; z jejiho tvaru je patrno, Ze Fetézec, ktery

definuje, obs'ahuje absorpéni stav (r + 1). (To znamen3, Ze skoro kazda reali-
sace Fetézce skondi po koneéné mnoha krocich ve stavu (r + 1).)

Necht 7 je ndhodnd proménna, kterd znaéi dobu setrvani systému ve tiidé
prechodnych stavi:

7 = Max?.
oFET+1
Definujme ndahodné proménné ¢, (k = 1, 2, ..., 1) takto:

[-1— , jestlize x, =k,
Pr

9= o, jestlite @, + k.
Potom platt

(1) E(ge |2o=1) = ai, D (1 k=1,2,...7),

(2) ok = o*(gx | ®, = 1) = _1_ aGV(1 — pal?
Pr

(3) Er]xo:—z)_z Zpu“( 2p

Dikaz. 1. E(g; |z, = t) = — z PP = Z a
Pri=0 i-0
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t. j.
| (gx l% =i)| =3P =(E—P)1=AL

j — 0

Posledni rozvoj plati, nebot

Max |4,(P)] < Max D py < 1.
D) i k=1

. 13 1
2. B(g}| @y = i) = — > P = — az;
Pri=o Pr

3 Blrle = i) =3 3 pRpitj. [B(r|ze=i)]| = 3 wPrp = P(E — P)%p =

— PAp, kde p = (py, Py - s o).

S praktického hlediska je ticelné odvodit odhady pro ¢, a E(7), které ne-
obsahuji prvky neznamé matice A-*. PoloZzme

p = Max p,, P=Maxi.
k k Dx

Jako N(.) oznaéme normu matice, totif nejvét§t z ¥fddkovych souét prostych
hodnot jejich proki.

Potom plati

(5) N(lo%h) < P2 — 1.
(6) B(z |2y = i) < P?p(1 — py).

Dukaz. 4. palz? = P(x, =k |z, = 1) £ 1, odtud o2, < 74% .
k
1
2 1 rg-p)) < 2 < p P
5. N(lo}, + [ai"])) < Max - N(A) < P NP P
Jeito A-1 = S P > E, jest al;V > 1, a{;? > 0 pro viechna i, k, a tedy také
=)

J

> [ai V2 = 1 pro viechna 1.
k-1

r T r
6. B(v| = i) < Max p;. 2 pi; 205" < p N(A®) 2. pyy < (1— p;) Pp.
J- = =

Pri praktickém uziti metody lze postupovat na pifiklad takto:

Provedeme n nezavislych realisaci Markovova fetézce, pii ¢em#Z pocdateéni
stavy lze volit nendhodné. Sestavime &tvercovou tabulku hodnot n;, totiz
absolutnich etnosti realisaci, pro néz z, = i, x, = k. Radky této tabulky
délime pak fadkovymi soudty n; = >ng, sloupce délime &isly px (prvni sloupec

. k

éislem p, atd.).
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Prvky takto ziskané matice A jsou nestrannymi odhady jim odpovidajicich
prvki inversni matice A-1. Radky matice A jsou (stochasticky) nezavislé; jak
se snadno zjisti, mé i-ty fadek asymptoticky 7-rozmérné normdlni rozloZent
8 kovarianéni_matiei

1 : .
n; ”iﬂjk" , kde =0}, up= —aGVaizP pro j+k.

(Zavislosti uvnitt fadkt matice A vyplyvaji odtud, Ze pii tomto postupu odha-
dujeme soudasné cely fadek matice A-1.)

Uréitou modifikaci popsané methody lze zeslabit piedpoklady, omezujici jeji
pouzitelnost; o matici A staci predpokladat, Ze P = mod (E — A) je matice
8 Fadkovymi soudty vesmés mensimi jedné. (Symbolem mod ( . ) zna¢ime ma-
tici, kterd vznikne z dané matice nahrazenim kazdého prvku jeho prostou hod-
notou.) )

Modifikace spodiva v tom, Ze ndhodné proménné g, je tteba definovat takto:

.{q.; znadi prvek matice E — A) '

1 . .y
I——— . SEN (Qo,z,Goyz, - - - Qug_,zp)s jOSHliZe x, =k,
_ 1P
I = < sy
lO, jestlize x, + k.

Pro prakticky vypodet to znamend, %e po kazdé realisaci zaznamenavame do
&tvercové tabulky 4 1, podle toho, jakym zpisobem piefel systém ze stavu
pocateéniho do stavu absorpéniho.

Vyrazy pro o a E(t) je tieba pozménit:

D 1
ol = Jk [@5P: op < —
k

‘ ’ Pr
N(lobl) < %5 B(e|a =) =3 Sputfim..
g =

kde T = E — P. Ostatni plati beze zmény.

Upozorn&me jestd na to, %e stochasticks methoda umo#iiuje vypotitat uréity
prvek (nebo fadek) inversni matice, aniz by bylo t¥eba poéitat celou inversni
matioi.

Na nasledujicim — velmi jednoduchém — ptikladé ukazeme, jak lze pro-
vést vypodet pomoci tabulek ndhodngch &isel.

Méjme matici

Il 0,8 —0,1]
A= tl —0,1 0,8“'
Potom
. 0,2 0,1 0,7
0’2 0’1 | - ’ s ’
P='01 oz“’ P=10,102 0,7
555 0 0 1




- Vezméme dvojici sousednich sloupct éislic v tabulkdch ndhodnych &isel;
tyto sloupce povazujme za stavy (1) a (2). Zaénéme na piiklad ve stavu (1)
a postupujeme shora doli podle tohoto pfedpisu:

Cislice 0 znadi piechod z (1) do (2), resp. opadné;

dislice 1, 2 znadi setrvani v daném stavu;

éislice 3 a% 9 znadi prechod do stavu (3), t. j. ukondeni Fetézce.

Tento predpis ziejmé realisuje Fetézec, definovany stochastickou matici P.

Vzhledem ke specidlnimu tvaru matice A staéi vypoditat pouze prvni Fadek
inversni matice A-l. Pouzijeme-li tabulek Kendall-Babington Smithovych
a volime-li » = 1000, dostdvame odhad

A 1,273 0,156
A=—|" 30,

zatim co spravny vysledek jest (zaokrouhleno na 3 des. mista)

1,270 0,159

-1
A= 0,159 1,270

Ostatni konstanty:
O == 0,45 (i, k = 1, 2) (odhad (4) oy < 0,71),
E(v |2y =1)==0,34 (i =1, 2) (odhad (6) E(r |z, =1) < 0,43).

5. Ohraniéeni &isla . Nékdy vedou stochastické methody k vysledktim, které
plati jisté — nikoli jen s uréitou pravdépodobnosti. Jako pfiklad uvedemesto-
chasticky dukaz tvrzeni, Ze ¢islo r lezi v intervalu (3,1380; 3,1481).

Mé&jme v roviné danu trojihelnikovou sit, tvofenou tfemi soustavami rovno-
béZznych primek o jednotkové kolmé vzdalenosti, pfi ¢emZ primky téchto

T 21
'3 3

Na rovinu hazejme nahodné tusedku délky I. (Slovu ,,nahodné* je zde roz-
uméti takto: poloha (z, y) stiedu tGseéky je dvojrozmérna nahodna proménna
s libovolnym rozlozenim; tihel @, ktery svira tsec¢ka s osou X, je ndhodnd pro-
ménné s rovnomérnym rozloZenim v intervalu {0, n); (z, ¥) a © jsou nezavislé.)
Necht ¢ znaéi polet pfimek sité, které tiseéka protne, déleny délkou dsecky.
Dopadne-li dse¢ka pod thlem @, nabude ndhodné proménna ¢ hodnoty

Tl—([l_[sin@ﬂ n [z sin (@ _ g)] + [l sin (@ - ?;—‘) ] + oc)

kde hranaté zavorky znadéi nejvétsi celé d4sti a « je nékteré z &isel 0, 1, 2, 3,
v zavislosti na poloze stiedu tsecky.
Nahradime-li ¢ ndhodnou proménnou ¢’, kterd v tomto piipadé nabude hod-

noty
sin (@ — 2?1:)

soustav sviraji s osou X thly 0

|sin ©] +

sin (@ - —g—)l +
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nezavisle na poloze stiedu tisetky, dopustime se chyby, kterou lze uéinit libo~
volné malou, volime-li I dostateéné velké.

"Pro momenty ndhodné proménné ¢’ dostdviame tyto vyrazy:

E(c’):;lt—f(lsin@l—l— sin(@—%)[—Jr sin(@—%z))d@zg; '
]
, 1 . ™ . 2r)[\* 3)/3
E(cﬁ)—_—; |sin O] + |sin @—§ + [sin @——3-,d@:2+—n~r;
[}
PRI (')

Upravou posledniho vztahu dostaneme kvadratickou rovnici pro =:

5 . — 3)/3 4 |27 + 1442 — &)
— 2 2 J— = =
(2—o0)nt+3)/3xr —36=0, t.j = 2@ — o) .
Tento zlomek definuje funkei #(0?), povaZujeme-li ¢2 za proménnou.
Snadno se zjisti, Ze ¢ lezi nutng v mezich od 0 do 1= 44V§ . Hodnota 0

odpovida pripadu, kdy tsetka protne pfi kazdém hodu tyz pocet primek;

hodnota ——7;4—4]/3 odpovida pripadu, kdy v poloviné hodi tsetka protne

minimélni poet p¥imek (¢’ = |/3; to nastane tehdy, dopadne-li tsetka rovno-
bézné s nékterou soustavou) a v poloving hodd protne maximalni podet pfimek
(¢’ = 2; to nastane tehdy, pili-li Gsetka thel dvou sousednich soustav).
7 — 4)/3
Jezto ft(0?) je v daném intervalu rostouci a #(0) = 3,1380..., % (,_4_13_) =
= 3,14803..., plati 3,1380 < 7w < 3,1481.
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Pesome
CTOXACTUNYECKUE YNCJIEHHBIE METO/IbI

BAIVIAB JYIIAY (Véclav Dupad), Ilpara.

(Mocrymuio B pegakmmio 14/IT 1955 r.)

B crarpe porimajpeiBaeTcA O NIPHMEHEHUHM TAK HABEIBAEMEIX MeTOR0oB MOHTD
Kapio B unciennom anasnmse. B § 1-om npupopa aToro npnMeHeHns 06bACHAET-
¢A Ha TpUMepe DKCIEPMMEHTAJILHOIO ompefeleHud unuciaa w. B § 2-om mayua-

A n
forca cpoficrea Bemamus I = (b —a)n~1 > f(x;), — rme ¥ HesaBmcuMEe,
E-1
PaBHOMepHO pacupefieiieHHEe B {a, b) ciryualiHele BeJIMYMHHE, KaK CTATHCTH-
14
veckoit ouenku murerpaita [f(z) dz. B § 3-em mccaenyerca moppobHee MEICIB
a

Touepa [3] 0 cTroXacTUueCKOM BEYMCIIEHNM 0GHEMOB MHOYOMEPHEIX TeJI, OIpe-
HeeHHEIX CIIOMKHHIMM HeABHHIMM B3aMMOOTHOIIEHMAMH MEKNY KOOpAUHATAMH.
ITpuxoaurca K MeTORY, KOTODEIH ABIAETCA KOMOMHAIMel MaTeMaTUIeCKOIO
merozia 1 Merofa MonTa Kapio, u Koropsiif aeT HAMIydIIyo ONEHKY OLIMOKM.
IlpuBonurcs pesyibrar, KOTOPHIE MOMKHO HABBaTh CTOXACTMYECKHM BHUJIO-
nsMeHeHMeM NpoGIeMEl IelEX ToueK. B § 4-om ommcwiBaercs ofpamenve
marpuisr MerogoM @opceitra-JleiiGaepa [5]. Hossmu sBnaorca gopmydist
(3)—(6), T. e. BepXHHe OIeHKN A o5 X H(7), Heconepmamue sieMeHTOB He-
sHaKomMoit ofparHoit maTpumsl. B § 5-oM 1o0KasaHo TOABKO IPU MOMOIM BiIe-
MEHTapHHIX CPeJICTB TEOPUM BEPOATHOCTEH, ITO 7T JIeIKUT B IpoMesryTKe 3,1380;
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3,1481). ItoT pesybrar ABISETCA HeGOJMBIINM yJIydlIeHHeM pe3yJbTara, pHu-
BefieHHOro B pabore Mauresna [6]. BoiBogsl §§2-oro m 4-0ro MITIOCTPUPOBAHEL
NABYMA YUCJIEHHBIMU IIPUMEPAMH.

Summary

STOCHASTIC NUMERICAL METHODS

VACLAV DUPAC, Praha.
(Received February 14, 1955.)

The paper reports about the application of the so-called Monte Carlo met-
hods in numerical calculation. The nature of this application is enlightened in
§ 1 by the example of the empirical determination of w. In§ 2 the statistic

n

I=b—a)n? zf(xk) — where z; are independent, uniformly distributed
k=1 b
in (a,b) — is studied, as an estimator of the integral [f(z) dz. (Cf. KiTAGAWA

[2].) A numerical example is given. In § 3 an idea due to TocHER [3] is developed
concerning the Monte Carlo evaluation of volumes of multidimensional bodies
which are defined by complicated implicit relations between coordinates.
A method is deduced which is a combination of the mathematical method and
the Monte Carlo one, and which gives (in certain sense) the best accuracy.
A result is given which can be called the stochastic modification of the lattice
points problem. In § 4, matrix inversion by a Monte Carlo method is described,
according to ForsyTHE-LEIBLER [5]. New are the formulae (3)—(6), i. e. the
upper estimates of ¢ and Z(r) in which the elements of the unknown inverse
matrix do not occur. In § 5, the assertion = € (3,1380; 3,1481) is proved in a pu-
rely probabilistic way. This result is a slight improvement of an analogous
result contained in a paper of MANTEL [6].
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