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Casopis pro p¥stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

REFERAT‘Y

O STABILITE POHYBU

(Referat o prednéSce JarosLava Kurzwrrra, piednesené v matematické obei dne
14. III. 1955.)

Dr Kurzweil zamé&til pfednaSku k obriceni hlavnich v&t o stabilité. Nejprve podal
Ljapunovovu definici stability nulového fefeni x; = x, ...z, = 0 soustavy diferencidl-
nich rovnic .

Q‘ %xt—i =X, o0 2,), t =1, ..,n, (1)
kde o funkeich X; (¢, 2y, ..., ®,) pFedpoklédéme, Ze jsou definované a spojité v oblasti G
bodu [¢, 2y, ..., ,] vzniklé kartézskym soudinem oblasti bodu [z, ..., x,] obsahujici po-
datek a poloptmky ¢ > 0. Pritom jest$ predpokléddme jednozna¥nost feSeni v oblasti
GaX;(t0,..0) =0

Definice stability. Bedent , = x, = ... = x,, = 0 systému diferencidlnich rovnic nazgjvdme
stabilni, jestlize k libovotnému & > 0 exisluje o > 0, Ze pro kaZdé fedent x; (t), pro kleré je

n n
2 |2;(0) < o2, platt X |z;(t)]2 < & pro vdechna t > 0.
i=1

i=1
Prednésejici je§td pouZil pojmi asymptotické, stejnomérné a silné stability.
Definice asymptotické stability. Redeni z; = ... = x, = 0 aystému diferencidlnich rovnic
nazyvdme asymptoticky stabilni, je-li stabilni a jestlite existuje n > 0, Ze pro fedent x(t), pro
»
které je 3 |x;(0)]2 < 2, platt lim zy(t) = 0,2 =1, ..., n.
tm=1 t—>

Definice stejnom&rné stability. Redent o, = ... = z, = 0 nazyvdme stejnomérné stabilni,
jestlize k libovolnému & > 0 muZeme nalézti 8 > 0 (pouze v zdvislosti na €), ¥e k Libovolnému

n n
ty = 0 a fedent x;(t), pro néf plats X |x,(ty)|? < 62, je X |x,(¢)I2 < & pro vdechna t > t,.
i=1 i=1

Definice silné stability. Reseni z;, = ... = x,, = 0 nazgvdme silné stabilni, jestlize je stejno-

mérné stabilnt a existuje-li spojitd, monotonnt funkce (t) > 0, lim (t) = 0 takovd, %e mui-
t—0
n
Zeme nalézt 5 > 0, aby pro libovolné t, > 0 a Fedent x,(¢), pro kieré platt X |z,(t,)|? < (2, bylo
i=1 :

splnéno T|z;(8)1* < v3(t — ¢,) pro vechna ¢t > t,.

V Ljapunovych vdtich se pou¥ivaji funkce V(¢, ,, ..., x,), o kterych budeme pfedpo-

, . . .. . .. . . oV v .
kladat, Ze jsou definovany, spojité a maji spojité parciélni derivace 5wy oblasti G.

Ty

Funkei V(¢ 2, ..., #,) nazveme positivné definitni, jestlife existuje funkce Wi(zy,...
z,), %o plati V(¢, 2y, ..., x,) = W(z,, ... x,) pro viechna t > t;a V(t, 0, ..., 0) = W(0, ...,
0), pti ¢emZ W(=,, ..., %,) je definitni v obvyklém smyslu.
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Funkei V(¢, «;, ..., 2,) nazveme stejnomérné malou v oblasti G, existuje-li positivnd defi-
nitnf funkce Z(x,, ..., x,) tak, %e platf

Vi, @y ooy 2,)] £ Z(@yy eees ) Pro [L @y, oo 2n] € G

Ljapunovova véta I: Jestlite pro di;erencidlnt rovnice (1) lze nalézti positivné definitnt
funkcs V(t, 2y, ..., 2,.), jejtt derivace podle pole vzhledem k systému diferencidlnich rovnic (1),
t. . vyraz .

av ov roov
&9 2 X,
de ot & 0x;

je nekladny, pak fedent x, = ... = z, = 0 je stabilni.
V tomto p¥{pad® ukézal PERZIDSKIJ, e za pfedpokladu existence a spojitosti parcidlnich

L oX. . :

derivaci 3;! (¢, 2y, ..., @,) lze v pfipad® stability sestrojit zobecn&nou funkei V(¢, z;, ...,
i

,). P vySetfovéni stability asto nastdvé piipad, Ze pravé strany diferencislnich rovnic

X, nezévisi explicitnd na ¢. Systém diferencié]nich rovnic mé pak tvar:

dx;
_(F——X @y venry)y ¢=1,..,m.

Takovy systém nazveme autonomni a Ljapunovova véta zni:

(2

ey

Ljapunovova véta I’: JestliZe pro autonomnt systém- (2) existuje posilivné definitnt funkce
V(g «o 0 2,), jejt% derivace vzhledem k diferencidlnim rovnictm (2), t. j. vyraz:
dav n ooV
=2
dl f=l 3:::{
je nekladny, pak Fedent o, = ... = z, = 0 je stabilni.

Problém obréceni této v&ty jest odlifny od predeflého problému, pondvadZ nyni-hle-
déme funkei V(z,, ..., z,) nezdvislou na ¢, kdeZto dfive jsme msli k disposici #irsi t¥idu
funkef V(¢, zy, ..., ,). V tomto pfipad$ ukédzal MALKIN, Ze v&tu 1’ nelze obratit.

’ Asymptotickou stabilitu ndm zaruduje II. v8ta Ljapunovova.

" Ljapunovova véta II. Jestlife pro systém diferencidlnich rovnic (I) existuje funkce
V(t, 2y, ..oy ,), kterd je positivné definitnd, stejnomérné mald a jejt¥ derivace vzhledem

d [ n o9
k soustavé (1) -Z = —I—’ + 2 aV ¢ 7€ negativné definitni, potom fedent x,(¢) = 24(t) =
i=10%;

= .. = ,,(t) = 0 jest aaymxptotwky stabilnt.

Tuto vétu za pfedpokladu, ¥e X,(¢, 2, ..., ,) jsou periodické a majf spojité parcidlni de-
rivace, obratil MAssErA. Funkce V(¢, z,, ..., ,), kterou sestrojil, byla periodickou funkef
t a v piipad¥ autonomnim nezévisela na ¢. Pozdsji Malkin dokézal, ¥e tvrzenf II. Ljapu-
novovy véty lze zesilit, a to, %e Fefenf z;, ='... = z,, = 0 jest siln¥ stabilnf. K obracenf této
véty Malkin rozvinul Masserovu methodu a doké.zal fe jsou-li parcidlnf derivace

— X

2.4
—t (t %, +.., T,) 8pojité a omezené v oblasti G, pak za pfedpokladu, Ze fefeni z; = ... =

= 2, = 0 je siln& stabilni, existuje fl.mkce V(, 2y, ..., ,) spliujicf pofadavky II. vity.
Nyni prednésejici uvedl vlastni vysledek, ktery uréuje podminky stejnom¥rné stability:
Viéta. Nulové fedent z, = ... = x, = 0 soustavy diferencidinich rovnic (1) je stejnomérné
mbiln{tehdy a jen tehdy, jestliZe existuje funkce V (¢, 2y, ..., @), kterd je positivng definitnt
6V

o
a stejnomérné mald, md spojité parcuuni derwace — v a plati
4

360



pro [t, 2y, oy Tyl € G.
V theorii stability jsou potfebné také véty o nestabilité a to véta Ljapunovova a véta
Cetajevova. .

Ljapunovova v&ta III: Necht pro systém diferencidinich rovnic (1) exisiuje omezend funkce
V(t, 2y, ..., ®,) v oblasli G takovd, Ze jeji derivace vzhledem k systému dzferenczdlnich rovnic
1) splnuje vztah

av

a.—_-gVJrW,

kde 2 je kladnd konstanta a funkce W(t,\xl, ++0» Tp) je nezdpornd. Jestlie k libovolné malému
n > 0 existuje bod (¢, %y, ..., @), ¢ = 0 Z |23 < 78, %e platt V(¢ zy, ..., x,) > 0, potom

fedent ¢, = ... =z, = 0 jest nestabdni

vita Cetajevova. Necht pro systém diferencidlnich rovnic (1) existuje spojitd, omezend a
nezdpornd funkce V(t, 2, ,,, ,) v oblasti Q o téchto viastrnostech:

1. Budi% P oblast bodd. [t, x,, ..., x,] pro né£ V(t, ®,, ..., x,) > 0. Potom V(t, z;, ...,x,)

ov oV
md 8pojité parcidInt derivace TR " oblasti P.
Ly

2. K libovolnému o > 0 existuje f > 0, e pro vdechny body [t, x;, ... x,], pro né% plati

ar v W] 4
s eeny = 0, platt — = — —X; = 0.
V(t’ g xn) =06 > P az a +121 ax‘ i = ﬂ >

3. K libovolnému n > 0 existuje bod [z, ..., z,] spliujict £ ;12 < 72, pFi EemZ V (0, 2y, ...

cens @) > 0. | -

Potom trividint fedent soustavy (1) jest nestabilnd.

Obg véﬁy v pFipad¥ autonomnim obratil KrASOVSKIJ a v pFipad$ neautonomnim VREOS.
Ivo Vrkoé, Praha.

-0.POUZITI HAUSDORFFOVY MIRY V ARITMETICE

(Referat o predné¥ce akademika VosTECHA JARNIKA, pi‘ednesené v m&tematlcké obcx
pra.ieké dne 28. II1. 1955.)

. PfednésSejici se zabyval pouZitim Hausdorffovy miry na mno¥iny &eel, kterd sp]fiuji
jisté aproxunaéni podminky Nerrve defmoval vné]éi Hausdorffovu miru v prostoru
E(=123,...)

Budiz M podmnoima v E, a necht f(d) je funkce monotonng klesajici k nule pro d - 0.
Zvolme &fslo ¢ > 0 a pokry;me mno¥inu M posloupnosti a-rozmérnjfch krychli J,, J,,
J3, ..., jojichZ hrany |J,|, ]J,l, || neptesahuji g. - .

Polozme
= inf 2 107,
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