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Casopis pro p&stovani matematiky, ro&. 80 (1950)

O RESEN{T PARCIALNICH DIFERENCIALNICH ROVNIC METODOU
sftf -

I. BABUSKA, Praha a L, MEJZLIK, Brno.
(Doglo dne 10. tinora 1955.) . DT:517.944

Metoda siti se dnes stdva jednou z nejuZivansdjsich metod numeric-
kého FeSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic. Velkéd &ést nejduleZi-
t&j8ich technickych problémi vedoucich na parcidlnf dif. rovnice je dnes
feSena touto metodou. UZiti velkych matematickych stroji stavi me-
todu siti jeSts vice do popiedi. V tomto élénku bychom chtéli shrnout
nejzévaZngjsi prace tohoto oboru a upozornit praktiky na rozsahlou
theoretickou matematickou problematiku souvisicf s touto metodou.
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1. Uvod

1. Hlavni my$lenka metody siti. Hlavni myslenka metody siti je ve své
podstaté velmi prostd. Pii feSeni diferencidlni rovnice nahradime derivace
diferencemi a fesime potom soustavu takto vzniklych algebraickych linearnich
diferenénich rovnic. Reéime je metodami pro ¥eeni soustavy linedrnich rovnic.
(Theorie diferenénich rovnic zde vSak nenachézi aplikace.)

Hledané fefeni diferencidlni rovnice mé rozmanity fysikalni vyznam. MuZe
popisovat na p¥. rozd&leni tepla nebo napéti v télese, sifeni vin v prostoru atd.
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Na zakladé dosazenych vysledkid usuzuje technik ddle o chovani konstrukee a
provadi dimensovani atp. Veskeré tyto zavéry jsou ovlivnény ¥adou technic-
kych okolnosti, které nejsou piesné zachyceny ve vypoétu. Jsou ovlivnény
tim, %e n&které zavislosti a vztahy zjednodusujeme t¥eba i na tkor spravnosti,
aby bylo viibec mozZno piijit k néjakym numerickym zavéram. Neni proto vy-
jimkou, %e i ptesné theoretické FeSenf se od skuteénosti pomérnd dost lisi
(0 10—~20—30 %). Pak oviem je zbytetné provadst vypodet s pfehnanymi né-
roky na ptesnost, ale je velmi uZiteéné znit odhad chyby, které se dopustime
pii vypodtu provadéném urditym zpisobem, aby vypocet nebyl zbyteénd
pracny. (Jde na p¥. o to, abychom nevolili zbyte¢n& hustou sif, neprovadéli
piilis mnoho iteraénich kroki a pod.)

Hlavni my&lenku metody siti 1ze v jednotlivych piipadech interpretovat i fy-
sikalné (myslenka pfevedeni na rosty a pod.). Srv. na p¥. Marcus [1]. Intuitiv-
né mé p&kné rozvinutou myslenku pievodu diferencialnich rovnic na diferené-
nf také SouvTEWELL [6], [9].

2, Rozsah poufitelnosti, vyhody a nevyhody metody siti. a) Z hlavni
myslenky metody siti jest patrno, Ze metoda je pouZitelnd u celkem libovol-
nych typi parcidlnich diferencialnich rovnic. Zatim se ji v8ak vét&inou pouzivé
jen u linearnich diferencidlnich rovnic, nebot po nahrazeni derivaci dostaneme
soustavu linedrnich rovnic, na jejichz fefeni méme vypracovanu fadu metod.
U nelinedrnich rovnic naproti tomu narazime na potiZe jak technického razu,
tak na n&které nevyjasnéné otdzky razu theoretického (konvergenéni otdzky

a pod.). Pro Fefen{ nelinearnich diferenénich rovnic uzil metody sitf Fox [4].

b) Déle je celkem patrno, Ze metoda siti je tim vhodnéjsi, ¢im hladii jsou
funkce a derivace, které vyjadfujeme diferenénim zptisobem. Rada otézek
souvisici 8 problémy ruznych nespojitosti neni dnes ani prakticky ani theore-
ticky uspokojivé Fefena. Na §tésti se v technické praxi podobné problémy vysky-
tuji zt{dka. Viz Motz [2].

c) Dilezitou a prakticky vyznamnou otédzkou je problém nekoneénych defi-
niénich oblastf, které se v praxi pomérné ¢asto vyskytuji. Takovou oblasti mize
byt na p¥. polorovina nebo rovina s vyfezem a pod. Sif, kterd by koneénymi
oky pokryla celou oblast, by méla nekoneéné (spotetné) mnoho ok a tim bychom
dostali soustavu o nekoneéné mnoha nezndmych. Naopak, abychom zachovali
koneény podet rovnic, museli bychom se uchylit k okiim o nekoneéné velikosti,
¢im se viak z celkem pochopitelnych divodii znadné snizi pfesnost. Zd4 se ndm,
%e neni ani praktického ani theoretického diivodu k tomu, abychom uZivali
nekoneénych ok. Doporutujeme proto uzivat v podstatnd systému nekonend
mnoha rovnic, které se fedf metodou redukované soustavy (srv. KANTOROVIG
a Kryrov [1], kde je také uvedena ptislusné literatura), kterd spodiva v tom,
te poloZime rovny nule vlechny nezndémé s vyjimkou vybraného koneéného
podtu. (Viz jeit& déle technickou intepretaci.)
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Nékdy se viak postupuje tak, Ze néjakou jinou metodou nez metodou siti
uréfme chovéni hledané funkce v okoli nekoneéna, éehoZ potom uzijeme v kom-
binaci s metodou siti. Jinymi slovy to lze vyjad¥it také tak, Ze misto nekoneéné
oblasti uvazujeme definiéni oblast koneénou a okrajové podminky pfedepifeme
ptiblizné. Uvedeme technicky pfipad laminarnitho permanentniho proudéni
podzemni vody pod vodni stavbou. Problém vede na parcidlni diferencidlni
rovnici druhého ¥adu v poloroving. Z theoretickych uvah i praktickych zkuse-
nosti plyne, Ze voda je v dostateéné hloubce v klidu. Proto miiZeme zavést
jakousi , fiktivni‘‘ hranici, na niZz bude okrajovéd podminka vyjadfovat tu sku-
teénost, Ze voda je v klidu. V daném piikladé miZeme postupovat také jinak:
V dostatetné vzdélenosti budou proudnice prakticky kruZnicemi, jak plyne
z analysy vyjadfeni funkce v okoli nekoneéna, a tak miZeme ,,fiktivni‘‘ hranici
vytvofit ve tvaru kruznice s pfedepsanym rovnomérnym spadem potencidlu.

d) Pouzitelnost metody siti je dnes omezena také moznosti fedit velké sousta-
vy linedrnich (diferen¢nich) rovnic.1) V literatufe se uddva maximalni zvlddnu-
telny pocet uzlovych bodi sité (ktery je totoiny s podétem linedrnich rovnic)
pro feSeni Dirichletova problému relaxa¢ni metodou kolem 4000. Pro fefeni
biharmonického problému se udavé tento polet asi na 400. Je tfeba, aby
fegitel téchto velkych siti mél znadnou praxi a zkufenost, aby vibec mohl
tento problém zvlddnout; jesté vhodné&ji je, aby se price zhcastnila celd sku-
pina pocétaia.

Autofi tohoto élanku maji vét&i zkusenosti pouze s pfimymi metodami feseni.
P#imé fefeni rovnic o 150 nezndmych pro problém Laplaceovy rovnice se poda-
Filo provést jednomu z autort bez zvladstnich potiZi asi b&hem 100 pracovnich
hodin pfi naprosto dostatetné presnosti. ’

Byl fefen rovné% biharmonicky problém pfevedeny na 65 diferenénich rov-
nic.2)

Domnivéame se, e by bylo moZno fefit piimymi metodami v pfijatelném
Case systém asi o 300 az 400 nezndmych pro Laplaceovou rovnici a do 150
neznidmych p¥i biharmonickém problému. P¥i tak velkych systémech rovnic je
dulezity G¢inny systém kontroly. (Viz dale kapitolu o feSeni diferenénich rovnic.)
S hlediska omezenych mozZnosti fesit rozsahlé systémy rovnic je dnes metoda
siti prakticky, p¥i nejmensim u nés, omezena na problémy rovinné.

e) Velkou piednosti oproti druhym metoddm je nezavislost zptisobu uzitf
metody siti vzhledem k tvaru definiéni oblasti a okrajovym podminkam.

f) Dalsf vyhodou je velkd jednoduchost metody siti, kterd je velmi malo né-
roéné na odbornou kvalifikaci feSitele. Vy¥si kvalifikace v podstaté vyzaduje
jediné navrh sité, pfevod diferencidlni rovnice na diferen¢ni a odhad chyby

1) Zatim nemaji autofi zkuSenosti 8 pouZitim samoéinnych poéitada. Proto veskeré uvahy se
tykaji moznosti danych oby&ejnymi kalkulaénimi stroji. )

%) Vypotet byl proveden na stroji Rheinmetall-SASL.
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(pokud je proveditelny). Zbytek je praci vice méné mechanickou a pouze pfi
relaxacich rozsihlejdich systémi je tfeba vétsi zkuSenosti —ne viak vy$si kva-
lifikace.

Névrh sité a gestaveni rovnic je také praci nepfili§ sloZitou a zvladne ji
kazdy vysokolkolsky vzdélany technik. Pouze pi#i analyse pfesnosti je tieba
vétsich matematickych znalostf. '

Uveden4 pfednost je pro praxi velmi zna¢né a metoda siti pomérné zatladuje
jiné metody pro numerické fefeni parcialnich diferencidlnich rovnic, atoitehdy,
kdyZ by snad jiné analytické metody byly numericky vyhodn&;si.

g) Nevyhody metody siti jsou v8ak dodnes také velké. Je to predeviim
mnozstvi poétéiskych praci. Jako ptiklad uvedme, Ze pro vyfeseni parcidlni di-
ferencialnf rovnice druhého ¥fadu dvou proménnych pomoci siti o 100 uzlech
pHmymi metodami je tfeba asi 10 000 pocetnich vykoni.

Theoreticky je metoda siti malo propracovédna. Rada zdsadnich otdzek je
dodnes bud viibec nefesena, nebo fefena naprosto neuspokojive.

Piesto jsme viak pfesvédleni, Ze pokrok ve stavbé samodinnych poéitaci
zvéts jesté vyznam metody siti.

1l. Zpisob pievodu na diferencni rovnice

Pievedeni derivaci na diference muze byt provedeno nékolika zpusoby.
Nejobvyklejsi metodou je interpolaéni vyjadieni derivaci. Tato metoda zalezi
v tom, Ze nékolika body sit& se proloZi inter-

z, N polaéni polynom a poéitd se derivace tohoto
ﬂ polynomu.
< Derivaci dané funkce lze takto vyjadiit
] 1 pomoci diferenci a néjakého zbytku, ktery
lu, Y, 1_“2 zavisi na derivacich uvazované funkce. Tak
na pf. pro Laplacetv operator plati (obr. 1):
N ‘ 1. . :
r Au(z,y) = §x [w, + wy + us + uy — 4u,] + R,
Obr. 1. )
a
2 [D'u | Q% 2h4 (0%u  CSu
R"=74T(5&7 ;y—) W(T 5@;)+

Uvedeny zbytek pak zanedbame a dostdvame diferenéni vyjadieni Laplaceova
operatoru. (Podrobnéjdi vyklad viz na p¥. Kantorovié - Krylov [1].) Lapla-
celiv operdtor jsme zde vyjadfili diferenénim zpisobem pomoci péti bodd, pii
demi chyba je ¥adu k2. Utijeme-li vice bodli, miZeme zvysit ¥ad chyby, coz
zpravidla znamen4 jeji zmenseni. (Srv. prace S. E. MixeLapzEHO [1], [2], [10],
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[12].) Jak zvySiti pfesnost timto zpiusobem, ukazuje také Southwell [11].
Odhady zbytku viz také CorraTz [2].

0 zavedeni zbytki do vypodtu se pokusil Fox [4]. Podobnym zplisobem odvo-
zuji vzorce také PANovV [5], BICKLEY [2], [3], VARVAK [14]a jini .

Druhy zpisob odvozeni diferenénich vzorci muze byt takovy, Ze hledame
jednotlivé koeficienty v diferenénich vyrazech tak, aby vyraz byl pfesny pro
nejiirsi t¥idu funkei.

Z dalgich zptisobu se nékdy vyskytuje i odvozeni fysikalni a pod.

ALBRECHT [1] uziva pro nahrazeni operatoru Aw a AAu Taylorova rozvoje
ve zvlast prehledném tvaru a poddva vzorce ruzné piesnosti pro rtzné typy
siti.

Ve vétdiné knih a udebnic jsou uddvany diferenéni vzorce pro pravidelné
sité. Vzorec pro nepravidelné sité viz na pf. MEJzLix [1] a Varvak [14].

lll. O typech siti

A) Dvojdimensiondinf sité&. Metoda siti zde nasla nejvé&t&i uplatnéni a proto
pojedndme o tomto ptipadu podrobnéji. Tvar sité je ovlivnén nékolika okol-
nostmi. Je to tvar integra¢ni oblasti, druh diferencidlni rovnice a okolnosti,
nutici nds ke zméné hustoty uzlovych bodi.

1. Pravouhlé sité. Pravodhlé sité patii k nejdéle nzivanym druhtim sité
a dnes se pouzivaji nejéastéji. Miizeme je délit na

o) nepravidelné (obr. 2a, 2b),

B) obdélnikové,

y) CGtvercové.

«) Nepravidelné sité. Tento druh sité je pouZivén velmi z¥idka. Muze
mit v8ak velké pfednosti ve dvou piipadech:

(1) Nepravidelnou siti dosdhneme toho, Ze uzly sité lezi na hranici a okrajové
podminky jsou v souhlase s volbou této sité (viz obr. 2a),

(2) miZeme touto siti provadét zhudtovani (viz obr. 2b).

Nepravidelné sité najdeme v literatute pom&rné z¥idka. (Srv. na p¥. REK-
TORYS [1].) Za jediny piipad muZeme povaZovat nepravidelnou sif vznik-
lou nepravidelnymi oky pfi hranici (viz obr. 2¢), kde body oznadené &isly 1 aZ 6
muZeme povaZovat za nepravidelné. Ve snaze zjednodusit relaxace ome-
zuje se nékdy jistd pfesnost v téchto okrajovych bodech a uvaZuji se pro tyto
body diferenéni rovnice jako pro body pravidelné. (Srv. Brirra [1], South-
well [9], ALLEN [2]). Riizné zpisoby jinych Gprav p¥i okrajich uvadi ve svych
pracich Panov [6], GiLLEs [1], Fox [1], [7], Fox - GoopwiN [1], Fox, HUSKEY,
WiLkINsoN [1], Fox, Southwell [1], [2]. Poznamenejme, Ze nejvétii komplikace
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nastdvaji p¥i téch okrajovych podminkéch, v nichZz se vyskytuji parcidlni
derivace (na pf. Neumanntv a biharmonicky problém).

B) Obdélnikové sits. Tyto sité nenally velkého uplatnéni. Uzivéa se jich
vSak ve specidlnich ptipadech. Uvedme na pf. rovnici

P o*f
laxz +k’8 : =0,
hranice
integracniho
oboru
Obr. 2a.
hranice
integracniho obory
I ING
vlakna site
Obr. 2b.

¥

kde k, a k, jsou kladné konstanty. Zde zvolime obdélnikovou sit tak, abychom
zajistili jednak nejvétsi moznou p¥esnost a mimo to, abychom dostali jednodu-
chy tvar (stejné koeficienty) diferenéniho vzorce.

- y) Ctvercové sité. Tyto sitd nalezly velmi Siroké uplatnéni. Odhadu]eme, A
%e 90 9, viech fefenych problémii je fe¥eno pomoci &tvercové sitd. Vyhoda
¢tvercové sitd spodivd v jednoduchych tvarech diferenénich vzorcd pro nej-
dast&ji uzivané diferencidlni rovnice.
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Upozornéme zde zvlasté na préice: Bickley [3], Albrecht [1], Varvak [14],
Panov [5].

V piipadé ¢étvercovych siti se snaZili néktefi autofi (Southwell [9], Bickley
[2] a jini) zvy&it pfesnost v nékterych specidlnich pfipadech (rovnice AAu = f
a Au = f) riznymi jednoduchymi zptisoby.

2. Rovnob&inikové sité. Tyto sité _F\

jsou zobecnénim pravothlych siti. V obec- b
ném pojeti se zabyvé t&mito sitémi na p¥. /\ c
LJUsTERNIK [4]. Zvlatni vyznam zde 0 \ d
maji sité trojihelnikové a to pravidelné e . v
(viz obr. 3a) a nepravidelné (viz obr. 3b). A 8 2 é’;ger?" acnt
Nepravidelné sité se pouzivaji z¥idka. Cas- f
t&j81 jsou sit® pravidelné. (Srv. na pf. / ¢ J
Southwell [10], Albrecht [1], Jusgov [1].)
V difere¢nich vyrazech se vyskytuje vice n b4 ¢
bodu a proto se ziskava vétsi presnost. A
3..Sestitthelnikové sits. Zde opdt U £5
pfichézeji v dvahu sité pravidelné a ne- i
pravidelné. Pokud je ndm znédmo, nepra- v oot
videlné sité nebyly prakticky pouzity. Obr. 2c.
AV4 AV4
« A
\ /\
. 1 Iy . !y
pravidelna sit nepravidelna sit
Obr. 3a. Obr. 3b.

Pravidelné Sestitihelnikové sité mohou vzniknout z pravidelné trojihelni-
kové sit&, coZ je jistou vyhodou, nebot miZeme postupovat tak, Ze najdeme
nejprve pfi relaxaénich metoddch ptfibliZny prabéh hledané funkce uzitim
Jestitihelnikové sit&, ktery potom dile zpfesnfme pomoci trojihelnikové sits.

Dalsi vyhodou je, Ze se v diferenénich vyrazech vyskytuje malo ¢lend. Na
druhé strans je to nevyhoda, nebof se tim sniZuje pfesnost.
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4. Polédrni sit&. V poldrnich sitich bylo vyfefeno jen velmi malo problémi.
Mohou byt viak vhodné pro n&které specialni oblasti, jako je vysed, mezi-
kruzi a pod. Diferenéni vzorce zékladnich diferencidlnich operatora jsou po-
m&rné slozité. (Srv. na p¥. Varvak [14], Mejzlik [1].)

4
B 7
8 y v/
4
B y | Za
. B
A 4
]
?70.
B,
A A
l_ a. ;}

Obr. 4.

5. Nepravidelné sité. Mac NEAL [1] na zédklad¥ analogie s elektrickym ob-
vodem odvodil vztahy, podle kterych se daji feit analogicky nékteré typy di-
ferencidlnich rovnic.* .

Nepravidelné sité se uzivajf prakticky na stycich integraénich obori, kde se
ménf tvar diferencidlni rovnice. Jinym p¥ipadem jsou sit® o problémech s pte-
depsanymi derivacemi na hranici. Docflime-li, %e je sif kolm4 na hranici, md-
feme nékdy zjednodusit numericky vypotet. V takovém ptipadé oviem navazu-
je tato nepravideln4 sit uvnit¥ na sit pravidelnou, vétsinou étvercovou.
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6. Dvojité sité. Gilles [1] navrhoval pro n8které specidlni problémy meto-
du dvojité sité, kterd spodivd v tom, Ze se problém vedouci na rovnici jistého
fadu s jednou nezndmou funkei pfevadi na problém popsany soustavou rovnic
niZsich ¥4dd s nékolika nezndmymi funkcemi a pro kazdou hledanou funkei se
uzivé zvlastni sité.

7. Zhustovani siti. Jiz diive jsme se zminili o tom, Ze hustota uzla sité
mé vliv na pfesnost feleni, a také o tom, jak roste mnoistvi potfebné nume-
rické prace v zavislosti na mnoZstvi boda sité. Proto je vyhodné zhustovat sité
pouze v mistech, kde nam na piesnosti vice zdlezi. Zhusténi provedeme nej-
snéze vloZenim pruhu nepravidelné sité. To mé oviem své nevyhody, nebot se
v obecném ptipadé komplikuji diferenéni rovnice.

Nejsnadnéji se zméni hustota pfi étvercové siti. Zhusténi muzeme provést
na pf. uzZitim diagondlni sité, jak navrhuje Allen a DExis [3] Priklad je na
obr. 4.

B) Problémy trojdimensiondinf a vicedimensiondini. Aplikace metody
siti na problémy trojdimensionalni je po strance theoretické stejnd jako v p¥-
padé dvojdimensiondlnim. V ptipadé eliptické rovnice narustd vSak podet
uzlovych bodi do nezvladnutelného poétu. Proto zde nenalezla metoda siti
zatim vé&tsiho uplatnéni. :

Nekteré zminky o trojdimensiondlnich problémech jsou v pracich Varvaka
[16], Allena a Dennise [2]. P¥ipad parabolickych rovnic (dva argumenty polo-
hy a jeden ¢asu) je v8ak naopak dobte felitelny. V tomto piipadé hraji totiz
jednotlivé dasové intervaly podobnou tlohu jako jednotlivé iteradéni kroky
dvojdimensionalniho problému.

Technicky lze tyto parabolické rovnice interpretovat na pt. jako popis ne-
permanentniho lamindrniho rovinného pohybu tekutin nebo proudéni tepla
v rovinnych télesech a pod. Ctenite zde odkazujeme na prace autorti: DussiN-
BERE [1], [2], EMmoxs [1], MiLNE [1], Allen, SEVERN [1], Rektorys [1], Milne-
THOMSON [1] atd.

IV. Zavadéni okrajovych podminek 4

Okrajové podminky se zavadéji riznym zpisobem v zavislosti na druhu
okrajového problému. Omezime se zde pouze na podrobnéjsi popis postupu
pro piipad Dirichletova problému.

Courant, FrRIEDRICHS a LEWY [2] navrhuji formulovat okrajové podminky
tak, Ze se uZije pouze pravidelnych bodi sité. V téch se predepife hodnota,
kterou by v nich nabyvala pevné, celkem viak libovolna spojitd funkce defi-
novand v celém oboru a nabyvajici na hranici pfedepsanych hodnot. Podob-
nym zpisobem postupuje i Ljusternik [4].

Tento zpusob je prakticky nevyhodny a oby¢ejné se uziva neprawdelné sité
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v okoli hranice, jak jsme se o tom zminili v odstavci o nepravidelnych pravo-
thlych sitich, s ptipadnym dalsim zjednodusenim, o némz jsme se jiz také zmi-
nili, .

Podobnym celkem jednoduchym zpisobem se zavadéji okrajové podminky
ve viech p¥ipadech diferencidlnich rovnic.

V. Konvergenéni otdzky metody siti

Konvergenéni otdzky metody siti nejsou dosud prostudovany tak, jak by si
zasloutily. Studium se omezilo zejména na specidlni typy rovnic. Jeding p¥i-
pad Dirichletova problému je pom&rné dobfe prostudovén.

Konvergenénimi otdzkami se zabyvaji na pf. Courant, Friedrichs, a Lewy
ve své praci [2]. Vychazeji v podstaté z variatnich principd, a proto na
pf. pro piipad Dirichletova problému piedpoklddaji koneény Dirichletav

Qo) 2 Sar\2y
integral [ [ ({2} + (%)) d2. Pongkud jinym zpiisobem provadi dikaz
g cx cy
2

v piipad$ Dirichletova problému PriLips a WIENER [1]. Ljusternik [7] ve
své préci dokazuje existenci FeSeni Dirichletova problému pravé tim, Ze doka-
%e konvergenci pfibliZznych FeSeni nalezenych metodou siti pii postupném
zhuitovani sité k presnému FeSeni.

Prrrovskis [3] predloZil velmi obecny dikaz konvergence. Dokazal, Ze
z posloupnosti sitovych funkei, t. j. hodnot p¥ibliznych FeSeni, mozno vybrat
posloupnost, kterd konverguje stejnomérné k harmonické funkei, jez vyhovuje
okrajové podmince v kazdém regularnim bodé ve smyslu existence superhar-
monického barieru. Jestlize se hranice skladé jediné z regularnich boda v uve-

deném smyslu, potom celd posloupnost konverguje k feseni Dirichletova problé- .

mu.

Uvedené prace se zabyvaji problémem Dirichletovym pro celkem obecné
oblasti. P¥ipad étverce, resp. obdélniku byl studovan znaéné podrobnéji vzhle-
dem k tomu, e lze napsat explicite jak YeSeni presné, tak i diferenéni pomoci
Fourierovych fad (srv. LE Roux [1].2) V posledni dobé bylo zde dosaZeno jistych
vysledkd. Tak WaLsH & YouNe [3] studovali rychlost konvergence v zdvislosti
na okrajovych podminkach. Pfifli k zavéru, Ze pro jisté (spojité) okrajové pod-
‘minky je konvergence pomalejii ne% k= (x > 0 libovoln& pevné).

Naopak, mé-li okrajovd podminka dvé spojité derivace, konvergence ma
tychlost A2, Pro n&které smiSené okrajové problémy eliptickych rovnic dokazu-
je konvergenci BaTscHELET [1]. Pfedpoklddd viak omezenost &tvrtych deri-
vaci hledané funkce. Konvergenénimi otdzkami pro parabolické rovnice se

" 3) Tyto vzorce formélnd ponékud v jiném tvaru udévé HyMAN [1].
I
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zabyva Kamynin [1], [2]. Jistou konvergenéni otazku souvisici s rovnici ve-
deni tepla fesil také Rektorys [1]. Viz také Petrovskij [2].

VIi. Problém odhadu chyby

Problém odhadu chyby je jednou z velmi dulezitych matematickych otazek.
Uspokojivy odhad neni dodnes zndm. V praxi ¢asto uzivany odhad Rungeho —
odhad metodou dvojnasobného kroku — je naprosto nedostateéné matematicky
fundovan a jeho platnost je problematicka. (Odvozeni tohoto vzorce viz na pf:
Panov [6].)

Pravdépodobné theoreticky jediné fundovany vzorec pro obecné oblasti je
odhad GerScoRINUV [1], (srv. také Kantorovi¢ - Krylov [1]). Nejvét$i va-
dou tohoto vzorce je viak to, Ze je nutno znat horni odhad parcidlnich derivaci
az do 4. ¥adu. Collatz doporudil odhadnouti tyto derivace prakticky pomoci di-
ferenci sitového FeSeni. Problematiénost tohoto postupu vynikne z toho, Ze
i v naprosto ,,rozumnych* a technicky dilezitych problémech je &tvrtéd deri-
vace neomezena.

Podobnym zptsobem jako Gergorin postupuje i Batschelet [1] v piipadé
eliptické diferencialni rovnice.

Pro specidlni oblast &étverce, diky vzorcim Le Rouxe, lze provést odhad
chyby dukladnéji. Témito problémy se zabyvali Walsch a Young [1]a WassoN
[1]. Odhadem chyby v tomto piipadé se zabyva RoseExsroom [1].

VIl. Refeni diferenénich rovnic

- Zpusob fefeni velké soustavy linedrnich rovnic ovliviiuje do velké miry prak-
tickou pouzitelnost metody siti.

V zésadé miZeme délit zplisoby Fefeni systémi linedrnich rovnic na metody
piimé a nepfimé. P¥imymi metodami rozumime metody charakteru eliminad-
niho, nepfimymi metodami metody charakteru iteraéniho. P¥imych metod se
uziva tam, kde systém rovnic poéitame pro vice pravych stran, nebo v téch pfi-
padech, pfi nichz iteraéni feSeni pomalu konverguje. Podrobné&jsi rozbor, kdy
jsou vyhodné&j8i metody ptimé (ve smyslu pracnosti) nez metody nepfimé a
naopak, neni autorim znam. Ve vétsing praci je rozhodujici subjektivni stano-
visko.

O teSeni linedrnich rovnic viz prace ForsYTHE [1] s rozsahlym seznamem lite-
ratury (srv, také FADEJEVA [1]).

- 1. PFimé metody. Tyto metody maji elimina¢ni charakter a je moZno je
provadét prakticky riznymi zpisoby, na pf. ptevodem na trojthelnikovou
matici, orthonormalisaci, skupinovymi eliminacemi, Milneho metodou (srv
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Milne [2]) & pod. Podstatnou tlohu zde hraje soustava kontrol. Vyhodou je,
%e numerické price daji se velmi zmechanisovat, takZe je mohou provadét
méng kvalifikované sily.

Do ptimych metod miZzeme zahrnout i metody, které jsou blizké eliminaénim
metodam a které jsou specidlné vypracovany pro rovnice odpovidajici metod®
siti. Viz na p¥. Hyman [1] neb RUNGE [1]. Pro specidlni rovnici Dirichletovu a
specialni oblasti (obdélnik) byly vypracovany n&které rychlé metody, pii nichz
se uziva jistych hodnot pfedem vypotitanych (srv. Mosgowrrz [1]).

2. NepFimé metody. Nepiimé metody muiZeme rozdélit na dvé skupiny:
metody itera¢ni, které jsou charakterisoviny pevnym iteraénim postupem
(iterace Ritzova a Gauss - Seidlova a p.), a metody relaxaéni, charakterisované
tak, %e pti iteraénim postupu bereme v tvahu jiz nalezené vysledky (na p¥.
metoda nejvétiiho spadu a pod.).

a) Metody iteraéni. Itera¢ni metody byly kdysi velmi oblibeny (srv. na
pt. Panov [6], WoLrF [1], LiEBMANN [1], RicHARDSON [1]). MiiZeme je délit na
iterace prosté a skupinové. U iteraci prostych ménime p¥i jednom kroku hod-
notu jediné neznédmé, u iteraci skupinovych ménime hodnoty celé skupiny
neznamych.

_ V konvergenénich otdzkach u vétsiny metod hraje podstatnou tlohu positivni
definitnost matice soustavy. Konvergenéni otdzky specialné pro Dirichlettv
problém te&i Diaz a RoBErTs [1]. Liebmannova iteraéni metoda je v theorii
linedrnich rovnic zndma pod ndzvem Seidlova metoda, Richardsonova metoda
pak je metoda, kterd v theorii numerickélio ¥eSeni linedrnich rovnic je zndma
pod ndzvem metody Ritzovy.

Ze skupinovych metod zde uvedeme zpiisob, ktery navrhuje SHORTLYa
WEeLLER [1]. U této prace je tieba oviem podotknout, Ze se zde ¥esi v podstaté
skupinové cely Dirichletiv problém, coZ se odrazi pfi sestaveni diferenénich
rovnic, které nejsou potom identické s normalnim systémem rovnic pro Di-
richletiiv problém. U itera¢nich metod, diky jejich pravidelnosti, mife byt
alesponi ¢asteéné studovanarychlost konvergence. Pro obdélnik tak éinf FRANKEL
[1] a pro skupinové iterace studuji rychlost konvergence Shortly a Weller [1].

Néktetf autofi navrhuji rizné tpravy, aby byla zvySena rychlost konvergen-
ce. Uvedeme zde praci Ljusternika [8].

b) Relaxace. Pojem relaxace zavedl Southwell v dile [8] a [12], kde &lo o Fe-
Senf rdmovych a prutovych konstrukei uvoliiovédnim styéniki a vyrovnédvanim
ptebytkit momentid. Velmi p¥ibuznou metodou pti fe¥eni rdmi je metoda
Crossova.

Podstata relaxaéni metody matematicky spodivé v minimalisaci kvadratické
formy p¥sludné k soustavé diferenénich rovnic. Iteruje se vZdy na soutadnice,
kterym odpovidé nejvétsi residuum, a pisi se pouze zmény v nezndmych are-
siduich zpisobenych témito iteracemi. (Residuum se nazyvé zbytek na pravé
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strané soustav; p¥i pfesném fefeni je zde nulovy ¢len.) Relaxaéni metoda je
dost pfibuznd metods ,,nejvétdiho spadu‘, nebot geometricky Freceno, iteraci
provédime ve sméru jedné ze soutadnicovych os, kterd svird nejmensf ihel s gra-
dientem piisludné kvadratické formy. S geometrického hlediska se relaxaéni
metodou zabyval na p¥. SYNGE [1]. Postupem &asu pieslo se od jednobodovych
relaxaci k relaxacim slozitéj8im, t. zv. relaxacim blokovym, deskovym a pod.,
které urychluji konvergenci. Struény pfehled o téchto metodach viz STIEFEL
[1], ktery také navrhuje jistou metodu, ktera je zlepgenim metody nejvétiiho
spadu. Na ponékud jiném principu je zaloZena t. zv. skupinovd relaxace (viz
o tom na p¥. prace Woonsg [1]). Utelem tohoto zpiisobu je odstranit jedno
residuum, aniz by se residua bezprostfedné sousedni zménila. Stiefel ve své
praci [2] Fe§i otdazku rtznych mozZnosti relaxaci. Dnes je relaxa¢ni technika
vypracovéna znaéné podrobné, zejména po strance praktické, a to jak si uspo-
fadat vysledky, jak je psat a pod. Soubornéji o relaxacnich metoddch viz na
pt. Fox [1], Allen [2], Southwell [9] a j. V téchto a podobnych pracich se ¢asto
sluduji otdzky vlastni relaxace (feSeni systému rovnic) a otdzky souvisici s fe-
Senim parcidlnich rovnic pomoci siti. Srovnej také praci NikorAJEVY [1].

VIll. O pFesnosti Fe¥eni linedrnich rovnic

Otézka chyby feSeni soustavy linearnich rovnic prakticky tizce souvisi s chy-
bou zpisobenou metodou siti. Jde o to, aby presnost feSeni soustavy rovnic
nebyla zbyteéné velkd vzhledem k ptesnosti, s niZz diferenéni rovnice aproxi-
muji diferencialni rovnici, nebot numericka préace roste rychle s poZadovanou
presnosti. Je viak jeden podstatny rozdil mezi obéma druhy chyb. Chyba pii
feSeni linearnich rovnic ma do jisté miry charakter nahodilosti, zpasobené
v podstaté zaokrouhlovénim, na rozdil od chyby, zpisobené metodou sité, kde
charakter nahodilosti se viibec nevyskytuje. Odhad chyby pf#i Fefeni linedr-
nich rovnic je dilezity, nebot pom&rné mald residua mohou zptsobit velkou
chybu. Touto otdzkou se theoreticky pro Dirichlettiv problém zabyvé AJzEN-
$TaT [1].

Vzhledem k jisté nahodilosti je viak theoreticky horni odhad p#ili§ nadhod-
nocen, a proto po strdnce praktické 1épe vyhovuje statisticky odhad chyby,
kde zaokrouhlovaci chyby se povaZuji za ndhodné veli¢iny. TtebaZe pfedpoklad
o nahodilosti zaokrouhlovacich chyb neni theoreticky dobfe fundovan a mtZe
se 8 nim dospét k absurdnim vysledkéim, pfece statisticky odhad dava pro praxi
cenné vysledky. Metoda statistického odhadu chyb neni je§t& dostateénd pro-
pracovdna a presnéjii vysledky jsou zndmy pouze pro pi¥ipad Dirichletova
problému pro &tverec. Uvedeme z této problematiky price ABraMOvA [2] a
Ljusternika [5] a SurY - Bury [1]. Jisty statisticky odhad uddva na p¥. také
Stiefel [1].
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IX. Re¥enf problému vlastnich &isel pomoci metody siti

. Pomoci diferen¢nich rovnic mozno uréovat také vlastni &islo problému. Po-
dobné jako v minulych problémech vznikaji i zde dva druhy otézek. Prvy
druh souvisi s problémy konvergence vlastnich hodnot soustavy diferenénich
rovnic k vlastnimu ¢islu parcidlni rovnice.

Druhy druh otézek souvisi s vypoétem vlastnich hodnot diferenénich rovnic.
Z Yady praci zabyvajicich se problematikou vlastnich ¢isel uvedme na pf.
CranDArLA [1], Nikolajevu [1] a Ljusternika [4].

SAULEV [1] ve své praci studuje asymptotickou rychlost konvergence dife-
retnich vlastnich hodnot k vlastni hodnoté parcidlni rovnice. Pro piipad
Dirichletova problému viz také praci Ljusternika [4].

' X, Problémy souvisfici s otdzkami zvySeni pFesnosti

Piesnost metody siti zavisi na fadé faktora. Jsou to zejména

a) druh diferencidlni rovnice,

b) druh diferenéni aproximace diferecidlni rovnice a druh sité,

¢) hustota sité, ' '

~d) okrajové podminky a tvar integraéniho oboru,
“ e) presnost FeSeni soustavy diferenénich rovnic.

Témito jednotlivymi otdzkami se jiZz zabyvala fada autort, jak jiz bylo
poznamenano na pat¥iéném misté. Neni ndm v3ak zatim zndma Zadné préce,
ktera by posuzovala alespoil ¢astecné uvedené faktory ve vzajemné souvislosti
s cilem pochopit ptesnost fefeni parcialni rovnice jako celku.

Vseobecné je mozno Fei asi toto:

_ a) Rovnice nizsiho Fadu lze Fesit (se stejnou siti) vétsinou p¥esnéji nez rovnice
fada vyssich,

. b) Nemusi byt vidy pravidlem, Ze aproximacni diferenéni vzorce vyssich ¥ada
dévaji pfesnéjsi vysledky nez vzorce jednodus&i niziich fada. V praktickych
piipadech viak ddvaji pfevazné vzorce vyssich fadi lepsi vysledky. Pravidelnymi
sitémi dojdeme obvykle k presnéjsim vysledkiim neZ sitémi nepravidelnymi;
- ¢)Se vzrustajici hustotou sité se zvysuje presnost. Nemusi to viak byti v pii-
padech velmi ,,rozumnych‘ s rychlosti imérnou ¥adu diferenéniho vzorce.

- d) Okrajové podminky v souvislosti s integra¢nim oborem jsou rozhodujicim
dinitelem. V zésad$ p¥ipady, kdy mé fefeni dostateény podet omezenych parci-
alnich derivaci, mozno pocltat metodou siti pi‘esnép nez v piipadé, kdy jsou
derivace neomezené.

e) Pfesnost Fefeni rovnic mfli'e byt dulezitym éimtelem & je nutno posuzo-
vat ji v souvislosti s pfesnosti metody siti.
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Zpiestiovani vysledki ziskanych metodou siti se dnes dociluje postupnym
zhustovanim sité anebo postupnym zvySovanim ¥4du diferenénich aproximaci,
které zavedl Fox [4]. Tato metoda spoéivd v tom, Ze se nejprve fesi problém
s jednoduchymi diferenénimi vzorei a vysledky se potom zpfesni pfechodem ke
vzorcim sloZitéjsim, vyssich fadu.

XI. Souéasné tendence rozvoje a nejzivainéj$i problematika metody siti

Metoda siti je v soutasné dobé ve velkém rozvoji. Stile se objevuji nové a
nové ¢lanky a publikace, podévajici zpravy o novych vysledcich a aplikacich.
Dnes se pak studuji zejména otazky souvisici s pfevodem na diferenéni rovnice,
nékteré konvergenéni otazky a problém chyby. Je snaha uzivat sité i na problé-
my nelinedrni. RovnéZ se zaéind usilovné pracovat na otazkach pouziti mate-
matickych stroji k FeSeni diferenénich rovnic.

Zminime se zde je$té o nejnaléhavéjiich otdzkach theoretickych.

1. Bylo by vhodno studovat konvergenéni otazky dalSich specidlnich tvart
diferencidlnich rovnic nez je Laplaceova rovnice a dospét k vysledkim v po-
dobné §ifi, jako je tomu dnes p¥i problému Dirichletové.

2. Studium rychlosti konvergence v zavislosti na integraénim oboru a okrajo-
vych podminkéach by pfineslo nezbytné pochopeni vnitini struktury metody
siti.

3. Odhad chyby v uspokojivém tvaru (jak po strance pracnosti tak i nad-
hodnoceni) je nejnaléhavéjsim problémem. Studium moZného pouziti metody
dvojndsobného kroku je jednou ze specidlnich otdzek této problematiky.

4. Pro praktické poditani je dilezité studium metod FeSeni soustav linedrnich
rovnic. Statistické pojeti davéd dnes asi nejhodnotnéjsi vysledky pfi odhadu
chyb. Pfi metodach p¥imych je oteviena otédzka statistického pojeti splnéni
kontrol, t. j. rozhodnuti, kdy nesouhlas v kontrolach miZe byt zpusoben na-
kupenim zaokrouhlovacich chyb a kdy je zpisoben chybou ve vypodtu.

P#i metodéch nepiimych by méla byt v poptedi zdjmu otédzka rychlosti kon-
vergence a otazka vhodné kombinace jednotlivych metod.
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