Casopis pro péstovani matematiky

Vaclav Havel
O jedné vété Kaderavkove
Casopis pro péstovdni matematiky, Vol. 80 (1955), No. 3, 328--330

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/117163

Terms of use:

© Institute of Mathematics AS CR, 1955

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must
contain these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
O with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital
Mathematics Library http://project.dml.cz


http://dml.cz/dmlcz/117163
http://project.dml.cz

éasopls pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

O JEDNE VETE KADERAVKOVE

VACLAV HAVEL, Praha.
(Doslo dne 10. dervence 1954.) ’ DT:518.517

Autor odvozuje analytickymi prostfedky v&tu, kterd tizce souvisi
s timto Kadefdvkovym zobecnénim v&ty Dandelinovy: Budte u,, u,
razné kulové plochy, vepsané rotadni kuZelové plofe » tak, %e jejich
prinik s nevrcholovou rovinou ¢ neni prazdny. Pak plati X e ¢ N x,
pravé kdyZ soudet anebo absolutni hodnota rozdilu délek teden z X
vzhledem k #; N g, uy N ¢ je konstantni, pti dem¥ tato konstanta je
délka tsedky, kterou vytinaji na povrchové ptimce plochy x» kruZnice
By O %, pg O %

V jedné své pracit) zabyval se prof. KADERAVEK zobecnénim nékterych ohnis-
kovych vlastnosti kuZelosedek. Ve vété 6 zminéné prace zobeciiuje piirozenym
zplisobem vétu Dandelinovu. Nejprve zavedeme pomocné oznadeni a pak bu-
deme vé&tu formulovat.

Umluva 1. Bud k krunice v roviné o, B bod roviny o, kteryj nelei wonitf k a ko-
neéné T bod dotyku na teéns, vedené z B ke k. Pak oznaéme Bk = BT.

Vé&ta 1. Budte ddny: rotaént kuZelovd plocha =, nevrcholovd rovina o a rizné
kulové plochy 1y, u,, vepsané plode » tak, Ze k; = u; 0 o = 0 (1 = 1, 2). Oznad-
me ddle c délku dseéky, kterou vytinajt obé krufnice x 0 u,, » 0 u, na povrchové
pFimce plochy x. Pak bod X patfi do pramikw x n o, prdvé kdyZ plati nékterd
z rovmic

| Xk; + Xk, = c. 1)

Argumentace pfi dukazunutné podminky je obdobné jako pii vété Dandeli-
nové. V préci!) neni vyslovng dokézana postadujici podminka:

Je-li X € o a plati-li n8ktera z rovnic (1), pak X € x n o. Bud tedy X bod ro-
viny @, pro n&jZ plati n8ktera z rovnic (1). Pak Xk, je délka tetny z X k u,
(¢ = 1, 2). Sestrojime-li rovinu o, obsahujici osu plochy x a bod X, pak plati -

|X(py n o) £ X(uy 0 0)| =c.
Priinik % n ¢ tvoti povrchové pHmky ¢, f,. ZFejmé plati

c=(unt) (a0 ty),
1) O fokalnich kru¥nicich kuZelosetek, Cas. pSst. mat. fys. XLVI (1917).
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a tedy pfi vhodném oznadeni je X e ¢,. (Pfipometime, Ze délka vné&;jsi spoleéné
teény je ruznd od délky vnitini spoleéné teény dvou kruznic.) Podminka je
dokazana. )
Umluva 2. Budte diny kladné konstanty c, m a nezdporné konstanty ry, r,.
Oznabme?) ky = (2 4+ 12 =1}), ky = ((x —m): + y* =r3). Ddle bud X =
= (, y) bod a v nezdporny parametr; pFi tom necht platt
Xk, =v, Xky=|c +v|.
Necht je splnéna imluva. Potom plati rovnice
Btyp=rite, @—mPty=rit (Lo (@)
Budeme eliminovati parametr ». Odedtenim odvodime rovnici 2mzx = m? —
— ¢ 4+ r} — ri + 2vc. Dale zavedeme z dtivodii strudnosti oznadeni

d=m? —c4rl —ri. (3)
. . 2mx — d\? .
Dostaneme tak rovnici v? = —5 |- Po dosazeni do prvni z rovnic (2) a po
upravé vychdzi ' B
4(c? — m?) 2 + 4dmx + 4c2y? — 4c¥r; —d2 = 0. (4)

Postup lze obratit; z rovnic (3), (4) vyplyvaji tak rovnice (2). Rovnice (4) mé
diskriminant :
4(c2 —m?) 0 4dm

A=|0 4c2 0 =
4dm 0 —dci — a2 )
= — 16(c® — m?) c}(4ctri + d?) — 16c2d?m?® = — 16c4(dri(c2 — m?) + d?) .
Vyraz a = 4r}(c2 — m?) + d? lze jests dale upravit podle (3):
@ = (& —m + 2(r] + r3)(¢2 — m?) + (r] —r3)?. (5)

Po snadném vypgétu plyne, Ze rovnice @ = 0 je ekvivalentni s nékterou

Z rovnic
(2 —mP)yp = — (ry £15)?, (6)

které maji smysl ov8em jen pro ¢ < m. Subdeterminant A3 je roven vyrazu
16¢%(c2 — m?). Z téchto fakt vyplyva véta, kterou nyni vyslovime:
~ Vé&ta 2. MnoZina bodi X z dmluvy 2 je kueloselka k o rovnici (4). Je singu-
larni, pravé kdyZ platt nékterd z rovnic (6). Geometricky vyznam toho jest, Ze c je
délka spolecné teény krutnic k,, k,. Je-li k jednoduchd, pak je hyperbolou, parabolou
anebo elipsou podle toho, zda plati ¢ < m, c = m anebo ¢ > m.

Vénujme se nyni stfedové kuZelosedce k z predeslé véty. Jeji osy jsou pfimky
(y=0), (x =

dm

—_ m)) . Po snadném vypodtu odvodime, Ze body

2) Zavorkou oznadujeme bodovou mnoZinu, charakterisovanou danou rovnicf.
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—dm + cla )
2(E —m) 0), ( 2(0, m')’ :l: Vc, jsou vrecholy. Z toho odvo-

dime délky poloos: ' 3

( < m’) 2 pou .Je-lic > m, paka > 0aznerovnosti

c’
(cﬂ — m’)’ > 02
Necht tedy plati ¢ < m. Nerovnost a < 0 plati pak, pravé kdyz (y = 0) je
hlavni osou. Nerovnost @ > 0 je ekvivalentni s incidenci

v < m? > 0 vyplyvd, Ze (y = 0) je hlavni osou elipsy k.
—m yPly

mt — ¢ e (min ((ry 4 1), (ry — 7o), max ((ry + 1o Oy — 7). (7)
Dosadime-li y2 = 7} — a2 (resp. y2 = r; — (x — m)?) do rovnice (4), dostane-
me po upravé rovnici (2z — d)®2 = 0 (resp. (2mx — d — 2¢)? = 0), kterda ma

dvojnésobny kofen. Z toho plyne, Ze k; je bud dvojnasob dotyéna kruznice
anebo ohnisko vzhledem ke k (¢ = 1, 2). Shrneme vysledky:

Véta 3. KuZelosebka k z véty 2 md osu (y = 0), je-li stfedovd, pak md dalst osu

(x = — 2(74~—_"_1'7n’)) . Je-li elipsou, pak (y = 0) je hlavni osa. Je-li hyperbolou,
pak (y = 0) je hlavnt osou prdvé tehdy, kdy% neplatt (7). Mnofina k; je ohnisko,
prave kdy r; = 0; jinak je krufnict, kterd md stfed na (y = 0) a dvakrdt se dotykd
kuZeloselky k (1 = 1, 2).

Piekvapenim je, Ze pfimka (y = 0) miZe byt také vedlejsi osou hyperboly
k.3) Tento vysledek nelze totiz odvoditi z véty 1.

%) V tomto smyslu je nutno doplnit vitu 6 z pojednénit).
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