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&asopis pro p&stovini matematiky, rok. 80 (1955)

PLASTE KONGRUENCE KOULL

ZDENEK VANCURA, Praha. -
(Doslo dne 13. fijna 1954.) DT:518.717

Tato préce jedné o plaStich kongruence kouli. Vedle odvozeni rovnic
téchto pladta uvadi a dokazuje tuto jejich vlastnost: Je-li plast kon-
gruence koulf plocha, jest teéné rovina této plochy v ohnisku F p#i-
sludnd ohniskové rovina f.

I. Uvahy pF¥ipravné.
Uvazujme kongruenci L-koulf
p= P(urs uﬂ) > (1)

kde p oznacuje L-kouli o hexasférickych soufadnicich p,(u), py(%), ..., Pe(u).

Bud u® = u(¢) (¢ = I, IT) libovolnd kandlové plocha v kongruenci (1).
- Potom mnoZina spoleénych plo§nych elementii pevné L-koule ¢ = ¢, a L-kouli r,

pro néz v(t,) .r = 0, kde v = vip, = %";—a P, je Ch-korelace kandlové plochy

dut daun
D
vati elementdrni plochouw dané kana,lové plochy v kongruenci (1) a znaditi v
nebo v2.
Roviny elementarnich ploch na pevné kouli p kongruence (1) tvori svazek
(projektivni se svazkem elementérnich ploch), jehoz osa mé s kouli p dva reélné
rizné body spoleéné pravé tehdy, kdyz

= d¢ na zkoumané L-kouli ¢ = ¢,. Tuto Ch-korelaci budeme nazy-

PR pp). [

4;>0, (Azzanann_ Aas @y = o P

Predpoklidejme 4, > 0 a uvaZujme kongruenci (1) jen v takové oblasti,
kde p5 . ps == 0. JelikoZ pouZivime homogennich soufadnic, miZeme poloZiti-
ps = 1. Tedy v uvaZované oblasti (deﬁnlcm) bude kongruence (1) obsaho-
vati pouze reilné koule.!)

1) Vude déle uva%ujeme kongruenci (1) jen v té oblasti, ve které jsou épln&ifi'i'\;éden“ ené
pfedpoklady. Mluvime potom struén¥ o kongruenci koulf (1) (Pouze ve vetd II nepozadu-
jeme nutnd p; = 1.)
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~ Definice 1. Vechny elementdrni plochy podél koule p (dané kongruence kouli)
maji spoleéné prdvé dva rediné plofné elementy. Body (roviny), které jsou souldsti
zminényjch plodnych elementii, budeme oznalovati jako ohmiska F, (ohniskové
roviny f,) (b = 1, 2) koule p (dané kongruence kouli). [2]2)

Plati véty: :

1. Bud p koule kongruence koult (1). Potom vdechny kandlové plochy v kongruen-
ct (1), prolofené koult p, maji v ohnisku F, koule p spolenou teénou rovinu f,.
[21%)

Dukaz. Kanalové plocha (proloZend kouli p kongruence (1)) jest obédlkou
jednoparametrického mnoZstvi kouli p = p(¢). Kruznice, tvoiend body Ch-
korelace (uvazované kandlové plochy) na kouli p je identickd s hlavni kiivkou
uvaZované kandlové plochy (na kouli p). Roviny Ch-korelace jsou tetné roviny
uvaZované kandlové plochy v bodech zmin&né hlavni kiivky. Tedy vSechny
kanalové plochy v kongruenci (1), prolozené kouli p, maji v bodé F, spole¢nou
teénou rovinu f,.

II. Bud p koule kongruence koult (1). Potom rovina libovolné elementdrni
plochy v° v kongruenci (1) md v pravouhlych kartézskijch soufadnicich x,, 2,, x5 (ve
kteryjch md kongruence kouls rovnice (1)) rovnice

pl’ '01 xl _+_ lpz, v2 x p3! V3 x3+ 2_1 P> V4 — 0’ (2)
Pss Vs !pﬁ: Vs Pss Vs Ps; Vs
kde .
op; .
L= g 2t . 4
o= v 0 (2}

Dukaz. JelikoZ p je koule (kongruence (1)), jest p; & 0. Budtez (L-koule) r
body Ch-korelace plochy v = v*p, na kouli p. Potom plati: ’

r.r=0, rg=0, r.p=0, r.v=_0.

Polozme r; = 1 (coZ zfejmé miZeme udiniti). Rozepsanim tieti a étvrté rovnice
(z predeslého fadku) dostdvame: '

TPy + ToPy + T3Ps + 27N (rps + p)) = 0,

Ty + 1y + Te¥s + 27Hrws + v,) = 0.
Vynésobme prvou rovnici vyrazem v;, druhou vyrazem — p; a rovnice takto
vzniklé sédtéme. Jelikoz pro pravodhlé kartézské soufadnice z,, 2, 23 bodu
r(ry, 7a, 73, 7y, 7's, ) Plati, vzhledem k predpokladu r; =1, z; =r; (1 =1, 2, 3),
dostdvdme vySe zminénym seétenim pro rovinu elementirni plochy v = v’p,
rovnici: ‘

pb v‘
Ps> Vs

P 9
ps» Vs
1) Rozli¥enf ohnisek (na prvnf a druhs) viz poznémka 1 za dikazem vty 1.

3) 4) Jeliko% ditkazy t8chto dvou v&t nejsou v praci [2] otidt&ny, uviadime je zde.

Ps, ")a’x3+2-1 =0.

5 v5|

P Vg
X
Ps V5| 2+

z, +

318



Definice 2. Geometrické misto ohnisek F), (h = 1, 2) koull kongruence (1) se na-
zyvd h-ty pldst kongruence (1). [2]

Il. Plasté& kongruence kouli.

Budtei z, ¥, z pravothlé kartézské soutadnice, z,, T3, X3, 7, pi‘isluéné homo-
genni kartézské soufadnice. UvaZujme h-ty plast kongruence koulf p = p(u)
(rovnice vztaZzené k soustavé soufadnicové z, y, z) v takové oblasti, v niz body

4= (dm, '—dw 0, 2d12), B = (dzaa “dma du» 0) s (3)
kde
op;  op;
d 9 oul’ oul : s
5 — —a_p. —aﬁ ) . ( )
. ou'’ oud
existuji a jsou od sebe rizné. Bud déle
k(@) = @} + 23 + @3 — P&; — 208,83, — 2PsTaTe — 2Py, . (5)

Potom plati:

Véta 1. h-ty pldst (h = 1, 2) kongruence koult p = p(u) md v homogenmch
kartézskiych soutadnicich z; (1 = 1, 2, 3, 4) rovnice :
Ty = Aoy + prdes , Ty = - Indiy — pndag , (6)

Xy = Wpdye Ty = 225y,
pii CemZ pro Ay, py platt , .
k(Ard + paB) =0, py: Ay F pai Ap . (7)
Dukaz. Ohniska F, (b = 1, 2) koule p (dané kongruence) jsou pruseéné
body osy svazku rovin viech elementdrnich ploch (podél koule p) s kouli p.
Tuto osu stanovime jako pruseénici rovin elementérnich ploch v° == (1,0) a
‘p° = (0, 1). Potom vzhledem k vété IT odstavce I jest osa svazku urdena

t8émito rovnicemi:

opy aps

a 1 1 +2 aux 2 + 8 +_a—,l;1 x4 0 (8)
op op 8p op
23:1 1'*‘2 xzx Zy +2 u?x 3+a:x =0.

Potom, vzhledem k predpokla.dum uvedenym pied vétoula vzhledem k rov-
nicim (8), mé osa svazku s rovinou z; = 0 pravé jeden spoleény bod 4 a s ne-
vlastni rovinou #, = 0 pravé jeden spoleény bod B (viz (3)), pfi éemz 4 =+ B.
Muizeme tedy ohniska F, (h = 1, 2) vyjadfiti ve tvaru

Fh = ).;.A -+ [l;.B (9)

‘pi"i dem¥ pro A, us plati (7), je-li k(X) = 0 rovnice koule p (v soufadnicich
Z,, Xy, 3, Z,). Jak snadno plyne z definice hexasférickych soutfadnic koule p [1],
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jest k(X) = 0, kde k(X) je definovdno v (5), rovnice koule p. RozepiZeme-li
symbolickou rovnici (9) (pouZivajice (3)), dostaneme na zakladé poznamky 1*)
rovnice (6).

Poznémka 1. Qhnisko, pfifazené (nezavisle na ', u") jednomu kofenu
rovnice (7), oznaéujeme jako prvni ohnisko F; ohnisko, pfifazené zbyvajicimu
kofenu rovnice (7), ozna¢ujeme jako druhé ohnisko F,. Vzhledem k piedpokla-
dim jest py: 4y = pg: 4

Pozndmka 2. Rovnici (7) miZeme rozepsati takto:

k(A) Ay + K(B) py + k(AB) A =0, (10)
kde k(A4) resp. k(B) dostaneme z %(X), poloZzime-li X = A resp. X = B. Je-li
A = (al, ag, as, 04), (bl’ bz, ba, b‘), ]est k(AB) == 2(a1b + azb "I'- a3b3 -_
— Patydy — P1(@1Dg + D)) — Po(@shy + agdby) — pa(ashy + aghs)).

Déle plati:

Véta 2. Je-li h-ty pldst (h-= 1, 2) kongruence koult plocha, jest teénd rovina
této plochy v ohmisku F, pFislusnd ohniskovd rovina f,.

-Dikaz. Bud h-ty plast kongruence kouli (1) plocha (v jisté oblasti). Bud F,
libovolny reguldrni bod této plochy; bud to 4-té ohnisko koule p(%) kongruence
(1). Potom 8 = (py, Ps, Ps) je stied koule p(u). Umistéme nyni pravoihlou
kartézskou soustavu soufadnicovou (v E;) tak, Ze jeji podatek splynes ohniskem
F, a osa z s piimkou F,8. Potom 4 = F,, a tedy (jelikoz d,,(%) je spojité funkce
u', u")d,o(w) == 0 nejen na kouli p(u), nybrz i v jistém jejim okoli. Tedy v bodé
Fy a v jistém jeho okoli mé A-ty pla&t kongruence kouli (1) rovnice (6), pii
éemz

dyg(f, u™) = 0. (11)

Mimo to, jelikoZ ohnisko F, jest vidy vlastni bod, jest v rovnicich (6)
' | A, ™) 0. (12)

Vzhledem k (11) a (12) miZeme tedy rovnice h-tého plasté kongruence (1)
(v bod8 F) a v jistém jeho okoli) vyjadfiti v nehomogennich kartézskych sou-
fadnicich z, y, z takto:

daq Hn dza) _ __—___1_ (@ M d;)
] (dm A R i N N A (13)
1 pa
=3 R

Méme nyni dokézati, ie te¢né rovina plochy (13) v bodé F, = (0, 0, 0) je pii-
slu¥né ohniskové rovina f», t. j. rovina jdouci bodem F, kolmo k pfimce F,S.

*) Nésleduje za dikazem.
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Ziejmé plati: Teénd rovina plochy (13) v bod$ F, je piislusné ohniskové
rovina f, pravé tehdy, kdy? ptimka F,S j ]e kolmaé na te¢ny obou parametrickych
kiivek plochy (13) v bod& F;.

DokaZeme tedy, Ze pfimka F,S je kolma na teény obou parametrickych
kiivek plochy (13) v bod& F,.

Provedeme diikaz této véty pro A =1 (pro k = 2se provede, jak uvie
dime, Gplné stejng).

K viili struénosti napiSeme rovnice plochy (13) takto:

dy 14 dza) _ —1(d,, I dw
v = 2'(d T7a.) Y52 \a,T1a,) (14)

Je-li potom
U = (uy, uy, u3) resp. V= (v, v ;)

vektor o soufadnicich

ox oy 0z

u1=a_,u'1, u2=— ’M3=—-

resp. vektor o soufadnicich
_ oz oy K
v = oul’ Y2 = oul’ Vs = oult

a W = (w;, wy, wy) vektor, jehoZ umisténi jest dvojice bodi S, F,, midme do-
kazat, Ze (v F;) jest: _
U.W=0; . (15)

V.W=0. (16)

Provedeme nejdiive dikaz (15). Vzhledem k vyse popsa.nemu umisténi
pravothlé kartézské soustavy soufadnicové jest v F:

w=w, =0, wy=+0, (17)
Tedy dokézat (15) znamens dokazat, Ze v bodé F, = (0, 0, 0) (b = 1) jest

Uy = =0, - (18)

Podle definice W jest

_ 1 [dy | pdy 1 [d )
W =T~ P = 2(d +1a‘“12—2p ‘2d12 d24+7dss“f2d12p1 ’

—1 d
=Y — P= o5 ( 14 ’; di: +2P) d dig + 5 d13 +2d121’2) ’

) A
w3=z;—-p3=—2—(;i—2pa)— ( -—2d12p3).

»l“:
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V bods F, = (0, 0, 0) jest tedy vzhledem k (17):

dgy + 7 das — 2d.3p, = 0; (19)

° diy + ’I‘ dig + 2d,p, = 0. (20)

Vzhledem ke (14) jest ’
0z 1 ¢ '

3500 o

kde vzhledem k (10) a (12) pro T plati

k(B) (-%) + k(AB) i;_ +k(4)=0. (22)

Parcidlni derivaci rovnice (22) podle ' dostdvime:

ak(B) p ak(AB) ok(4)
(4 an £ [1) 5 540 s sam ) 40—

[2'“3‘) +"‘AB’] i ls) = - (7) - (7) wap _E,

z ¢ehoz, za piedpokladu

2k(B) !‘A— + k(AB) # 0, (23)
dostdvame
_ (ﬁ )‘ ok(B) (.!i ) ok(4B)  ok(4)
o (m) _ A ou! A out out
0 (7) = - (24)

2k(B) -’-‘1- + k(4B)
Vzhledem k poznédmce 2 za dikazem véty 1 jest:

k(4) =ds, + di, — 4pdi, - 4P d1ady +.4Pzdndu )

k(B) = daa + d + dm s

k(AB) = 2dyyds, + 2d13‘1u — 4p,digdss + 4Pediedis — 4pdss . -
Dosadime-li ze (24) do (21), dostédvéme:

__1 S | [(,u )3 ok(B) (,u) ok(AB) 6k(A)]
wy=— L) 2B | (k) HKAB) , MA] (o5
3T 2k(B) By KAB) Al oW A ou ou

V uvafovaném ohnisku F, = (0 0, 0) plati (vzhledem ke (14)):

1 dee |, 4 dzs) =1 d & dn) ____/-i —
2(@*1@. “ Fla,t7a. " 2T
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z GehoZ plyne:

p=0, dy=0, dy=0. (26)
Vzhledem k (11), (19), (20) dostdvdme:
=0, p,=0. (27)

V ohnisku F, = (0, 0, 0) jest, vzhledem k (17), (26) a vzhledem k vyjadieni

wg, P3 == 0, a tedy, vzhledem k (26), (27), (11) a k vyjadfeni k(4B), splnén

predpoklad (23). Jest tedy %, v ohnisku F,, = (0, 0, 0) déno rovnici (25).
Derivujeme-li parcidlng k(4) podle ', dostaneme:

ok(4) od od,, op od
. — s gy T ¥yt — gy — 8P
E) od ad,
— 4d,od,, “é% — 4p,dy, —6—1%13 — 4pd;, 7);:% +
0 . ad
+ 4d12d14‘a’% + 4p.dy, 81,:12 + 4 2d12 Bu‘ .
V ohnisku F, = (0, 0, 0) jest vzhledem k (26) a (27)
ok(A 0 od
6(1)_—4d§2 p4_ 4_5_11‘_?_, (28)
a tedy vzhledem k (25), (26) a (28):
I 1 s OD4 ody,
Ug = :—W—‘ (d12 aul + 2}74 2ul . (29)
V ohnisku F, = (0, 0, 0) plati dle vzhledem k (26), (27), (22) a (11):
k(A) = - 4?4 i2= 0,
t. j. (vzhledem k (11)) .
Pa=0. (30)
Vzhledem k (4) a (26) jest v F,, = (0, 0, 0):
o opy _popy_ g
ou' ou  ou out ’ (31)
9Py Ops _ 0P 0Ps _
oul oul oul dut ~  °
Jelikoz (podle (4) a vzhledem k (11))
9P, 9py
out ’ oun 1
- = - d 0,
oy o 27
. oul 4 oul*
jest vzhledem k (31):
opy opy
om0, Zi-o. (32)
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Z (29), (30) a (32) tedy plyne, Ze v ohnisku F, = (0, 0, 0) ( = 1) plati

’u,a = 0 N (33)
a tedy také (13).

Pi%eme-li v pravé provedeném ditkaze (33) v¥ude »" misto w' (vyjma v (31)
a (32)) a v, misto us, dostdvdme
v, =0, (34)
a tedy také (16).
Tim jsme provedli dikaz véty 2 pro h = 1. Jak ihned patrno, jest tento
dikaz zdroveii dilkkazem véty 2 pro A = 2.

Poznémka 3. Jako piiklad kongruence kouh jejiz oba plasté jsou plochy,
uvadime kongruenci :

x o
p=p(x,y,§,-—x’—y',l,§), z>0,y>0,

kde z, y, z jsou pravohlé kartézské soutadnice (viz [2]).
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Pesiome

OOKAJBHLIE IOBEPXHOCTUA KOHT'PYOHIIUII COEP

3JEHEK BAHYVYPA (Zdensk Vandura), IIpara.
(TMocrynumiro B pegaxnuio 13/X 1954 r.)

duc op

—— KaHaJIOBOM IOBEpX-
dt ous
HOCTH %® = u%(f) B KoHrpyssmuu cep p = p(u’, u™) Broap $urcnposamHoH
cbepH ¢ = f, MH MOHWMaeM MHOKECTBO MOBEPXHOCTHEIX 3JIeMEHTOB, o0LIMX

PurcHpoBanHOK L-chepe t =ty u L- C(bepaM r, MJIA KOTOPHIX NMEeT MeCTO

ITon smemenTapHO! IOBEPXHOCTHIO V = 9P, =
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v(ty) . r = 0. PaccmoTpum kourpysaumumio cdep p = p(u) B Taxo#t obmacrm,
rae Ay > 0 (A, = a0y — atzm a; = Ps . p;) [1] ¥ magum Taroe ompepe-
JeHme:

Ounpenexenne 1. Bce asemenmapnslie nogepxrocmu 60046 cfeptl p KOHZPYIHYUL
ciep p = p(u) umerom ¢ mounocmu dea obwuzx (delicmeumenssHuz ) nOBEPLHOCMHBIT
aaemenma. Touxu (naockocmu), U3 KOMOPWI COCMOAM 3MU NOBEPTHOCIMHbLE
asaemenmut, Mol Hazosem Forycamu (PHorasbHulMU naockocmamu) chepst P KoH-
epyanyuu cep p = p(u) u obosnawum cumeoramu Fy (f), 20e b = 1, 2. [2]

Ounpenexenne 2. I'eomempuueckoe mecmo gorycos Fy (k = 1, 2) cfhep wonu-
epysnyuu p = P(u) nasvisaemces k-moi Porasvholi noseprHocmMbI0 KOHZPYIHYUU
cfep p = p(u). [2]

B paGote, Bo-mepBHIX, BHIBONATCA YpPaBHeHUA (OKAJBHHIX IHOBepXHOCTel
KoHrpyoHIuu cep p = p(u) (cMm. Teopemy 1), BO-BTOPHIX, paccMaTpHBaeTCA
7 JTOKasHIBAeTCA BaMKHOe reoMeTPHYECKOe CBOMCTBO (POKAJIBHEIX IOBepXHOCTeMH
KoHrpysunuu cdep p = p(u) (cMm. Teopemy 2).

Pacemorpum k-ryio goranbnyio mosepxHocts (k= 1, 2) Konrpyssiuu cep
p = p(u) B 06y1acTu, B KOTOPOI CYIIeCTBYIOT ABe HECOBIAAAIOUINE TOYKU

. A= (d24’ - d14a 01 2d12), B = (d287 - dls» dl27 0) )
rae

ops  op;

I’ our

d, = 2 ow W
ops  0ps

out’ oyt

IIycrs pamee
2 2 2 2
8(x) = &y + T3 + T3 — Py — 2121 %y — 2,7 Xy — 24747, .
Torna umeer mMecto

Teopema 1. k-mas ¢okasvnas noseprrocms (k = 1, 2) Kowepysnyuu cgep
P = p(u) evpascaemes 8 00HOpoOHbT Dekapmosux Koopdunamaz x, (1 = 1, 2,
3, 4) ypasHernuamu

Ty = Mday + pidys Ty = — (hdyy + pidys) ,
Ty = pxdyy Ty = 2y, ,
npuxem 04s A, pi UMEEM MeECMO
8(AkA+ﬂkB)?0, H1321*/‘2:12~.

Teopema 2. Ecau k-mas gorasvras noseprrocmd (k = 1, 2) Kowepysnyuu
cfiep me ewponcdaemcs 6 Kpusylo aunulo (Aeasemcs Oelicmeumensho nosepr-
Hocmb10) , mo PoKaLbHAR NAOCKOCY [, Kacaemes amoli noseprHocmu é gokyce F .
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Résumé

LES SURFACES FOCALES DES CONGRUENCES DE SPHERES

ZDENEK VANCURA, Praha.
(Venu le 13 octobre 1954.)

dus op
“dt tus
sphéres u® = u?(t) de la congruence de spheres p = p(u’, u™) le long de la
sphére ¢ = ¢, est par définition 1’ensemble des couples focaux, communs & la
L-sphére t = ¢, et aux L-sphéres r, ou v(t,) . r = 0. On définit (en supposant
4,> 0, 4, = a0, — aly, ay; = p;. py) [11:

Définition 1. Toutes les surfaces élémeniaires le long de la sphére p d’une con-
gruence de sphéres p = p(u) ont en commun deux couples focaux. Leséléments des
couples focaux sont le point et le plan. On désigne ce point (ce plan) par Fi(f:)
(k = 1, 2) et on U'appelle le foyer (le plan focal) de la sphére p de la congruence
p=p) 2]

Définition 2. Le lieu géométrique des foyers Fy (k = 1, 2) des sphéres de la con-
gruence p = p(u) &appelle la k*™ surface focale de la congruence de sphéres
p = pu). [2]

Ce travail traite des surfaces focales de la congruence de sphéres p = p(u).
D’une part on y déduit les équations des surfaces focales de la congruence de
sphéres p = p(u) (vois théoréme 1); d’autre part on y démontre un théoréme,
concernant une propriété géométrique des surfaces focales de la congruence de
sphéres p = p(u) (vois théoréme 2). '

Supposons maintenant la %*®*™® surface focale (k = 1, 2) de la congruence
p = p(u) dans un tel domaine, olt A = (dy, —dy, 0, 2d,,), B = (dy3, —dy3,

La surface élémentaire v = vop, =

d’une surface enveloppe de

op:  Ops
. .. N ou' ’ ou!
dys, 0) sont deux points distinets, ou d,; = 2 .
op:  op;
oult ' ul

Soit
8(x) = 2 + 25 + 73 — PEE — 2P@Xs — 2PeXeTy — 2Py -
On obtient ensuite les théorémes suivants:

Théoréme 1. La k™™ surface focale (k = 1,2) de la congruence de sphéres
P = p(u) a, en coordonnées homogénes cartésiennes x; (i = 1, 2, 3, 4), les équa-
tions suivanies: . )
Ty = Qb + ey, %y = — (Ais + pady)
Ty = prdse, xy = 2Mdy, »
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oi A, px Satisfont & Uéquation
(A + weB) =0, py:dy Fpg:ly.

Théordme 2. Si la k*™ surface focale (k = 1, 2) de la congruence de sphéres
p = p(u) est une surface, elle touche le plan focal f, au foyer Fy.
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