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éuopls pro p&stovini matematiky, ro&. 80 (1955)

-

SEXTIKY INVARIANTNI VZHLEDEM KE KVADRATICKYM
INVERSIM S TREMI BODY HLAVNIMI

VLADIMIR MAHEL, Praha.
(Doklo dne 14. ledna 1955.) DT:513.617.2

Vénovdno akademiku Bohumilu Bydfovskému
k jeho 75. narozenindm.

V této préci je provedeno vySetfovani k¥ivek Sestého stupng, inva-
riantnich viidi kvadratické inversi s tfemi body hlavnimi a jsou ukézé-
ny nékteré vlastnosti sextik, reprodukovanych vice inversemi se spo-
leénymi body & piimkami hlavnimi.

1. Pod pojmem inverse budeme v této praci rozumét vZdy jen inversi s tfemi
body hlavnimi. P¥i volb& soufadnicového systému tak, Ze stfed inverse je
v bodé O3 a druhé dva hlavni body v bodech O, a O,, je tato inverse dana rovni-
cemi :

Ty Xyt By = XXy XXy 0Ty, (0 £ 0) . ()
Lezi-li jesté jednotkovy bod na zékladni kuZeloseéce inverse, maji rovnice (1)
tvar
Ty Xy i Xy = Tyly : Lyly : Lyy . (2)
Zskladni kuZelosedka téchto inversi m4 tvar
x3— o2y = 0, Tesp. xp—2x,=0. (3a, 3b)

Le#i-li stfed inverse v souf. bodé O, (resp. O,), druhé dva hlavni body v bo-
dech O, a Oy (resp. O, a 0;) a jednotkovy bod na zakladni kuZelosedce, maji
rovnice inverse tvar

Xy Xyt Xy = Xyt Tyt Ty (4)
resp.
7 7 ’r 7 ’r 7
Xy 1Tyt Xy = XXy T, %5 Lol . (5)
Rovnice sextiky budeme v dalsim uZivat ve tvaru: '

2300 + 23(ay0%; + a3325) + (a0} + A,y + Agex3) +
+ z3(aser] + asxx:xa + a'az%x: + agex3) +
+ x:(awx: + anzi% + aw?ix; + agpm®; + ay@s) + (8)
" xy(ase; + a1 + asrir; + asazixg + a5, 75 + agss) +
+ age? + 6 23%, + Aee?12; + Aggiy + auxfx‘; + @gx,25 + Agex; = 0.
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Pfi vySetfovani sextik, reprodukovanych inversi, budeme vychézet z téchto
vét:

Véta 1. NerozloZitelné kfivce f stupné n-tého, kterd md v hlavnim bodé O, bod
h;-ndsobny (¢ = 1, 2, 3), odpovidd inverst (1) kfivka, kterd obsahuje nerozlogitelnou
soucdst F stupné 2n —h — hy—- hs. Pro F je bod O, bodem (n — h; — hy)-
ndsobnym, O, bodem (n —- hy — hy)-ndsobngm a bod Oy bodem (n — ht — hy)-
ndsobnym. '

Vita 2. Teény inversni kfivky ve stfedu inverse (1) jsou pFimky, jimiZ se z tohoto
bodu promitaji praseéiky kfivky dané s protilehlou hlavnt pfimkou; tebny inversni
kfivky v hlavnim bodé O; (1 = 1, 2) jsou pFimky, kieré odpovidaji pFimkdm,
jimiz se z bodu O; (j = 1, 2, ¢ & ) promitajé priseétky kfivky dané s protilehlou
hlavni pFimkou.

Vé&ta 3. LeZi-lv singuldrnt bod kfivky mimo hlavnt trojstran, odpovidd mu v in-
verst bod singuldrnt o stejné ndsobnosts.

Dikazy vSech téchto tii vét dostaneme ihned specialisaci obdobnych vét
pro obecnou kvadratickou transformaci. (Viz na p¥. BynZovsky: Uvod do al-
gebraické geometrie, str. 618, véty a) aZ e).)

Véta 4. Nutnd podminka pro to, aby nerozlofitelnd kfivka stupné n-tého byla
tnvariantnt viéi tnversi, jest: pro n sudé je stfed inverse pro kfivku bodem o sudé
ndsobnosti, pro n liché bodem o liché ndsobnosti a druhé dva hlavni body jsou pro
kftvku body o stejné ndsobnosti.

Dikaz. Méjme nerozloZitelnou invariantni kiivku n-tého stupné a necht
stied inverse (1) je pro kiivku bodem A;-nésobnym. Kazdy paprsek inverse pro-
tind danou kfivku ve stfedu inverse (v nasobnosti &;), v parech odpovidajicich
si bodd a pfipadné v bodech samodruZnych, lezicich na zédkladni kuZelosedce.
Kdyby vyraz (n — h;) byl é&islo liché znamenalo by to, Ze na kaZdém paprsku
inverse lezi jeden samodruZny bod inverse, ktery je zdroveii bodem kfivky.
To by ale znamenalo, Ze zakl. kuZelosetka by méla s kiivkou vic nez 2n bodit
spoleénych, a tedy by proti pfedpokladu byla souéasti kiivky. Je tedy (n — h;)
¢islo sudé.

Druhé tvrzeni plyne z véty 1: Je-li bod O, (+ = 1, 2) na dané kiivce A, né-
sobny, je na kfivce inversni (n — h; — h3)-nasobny, &ili pro invariantnf k¥ivku
plati:

h’i:%(n_ha)’ (t=12). (7)

Uz na zékladé vét 1—4 miZeme Fici, Ze se inversi mohou reprodukovat pouze
sextiky .

A) s bodem &tyindsobnym ve stfedu inverse a s obydejnymi body v druhych
dvou bodech hlavnich (budeme je nazyvat sextiky skupiny A),

B) majici ve viech tfech bodech hlavnich body dvojndsobné (sextiky sku-
piny B) a
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C) sextiky, na nich% stied inverse nelezi a v druhych dvou hlavnich bodech
jsou body trojnésobné (sextiky skupiny C).

2. V tomto odstavei si najdeme podminky pro koeficienty rovnic invariant-
nich kiivek ve viech t&chto tfech piipadech.

 V&ta 5. Nerozlofitelnd sextika skupiny A se reprodukuje inversi (2) tehdy a jen
tehdy, kdyZ plati:

8) Qoo = Byp = Gy = Qg = Qg = Qg = Bgg = Uy; = By = g3 = Agp = Ugg =0 (8a)
{pfi éemi alespoii jedno z ¢isel a; (¢ = 1, 2, ..., 4) je ruzné od nuly) ,

b) agy = a0, Qg =0y, Qg3 = Qgp, Aoy = B3, Gg5= Ay .- (8b)

Dikaz. Podminky (8a) vyjadiuji polohu sextiky vzhledem k souf. systému.
Rovnice sextiky pfi této volbé soui. systému tedy zni:

.2 4 3 2,2 3 4
= x3(a,021 + au21%; + AX1X; + a7, %5 + ay23) +
5 4 3 2 2 3 4 5
+ 23(@50%1 + @5 2175 + 52175 + A5 %y + B507, 75 + A5573) +
4 3 2.2 3 4
+ 2,25(06, 77 + Bgo®1Ty + a1 X3 + Wy %5 + Ag523) = 0.

Provedeme-li na tuto rovnici transformaci (2), dostaneme po vynechdni
faktoru z,xsx; (& po vynechani ¢irek) rovnici

— 4 3 2,2 3 4
F = 2,25(%40%] + 02175 + 002725 + Q457,75 + ay25) +
5 4 32 2.3 4 5
+ 23(@50%] + 0512125 + A5e}X; + @5aTIT2 + a5 @2G + a5s) +
2 4 3 2, 2 3 4
+ @5 (@01 + BesT1%p + Aga®1 Ty + Beay X2 + Agex2) = 0

i)orovné.nim koeficientt obou rovnic f = kF dostdvdme podminky reprodukce
ve tvaru:

@y = kag, , ag, = kay, ,
@y, = kag, , a;; = kas; , agy = kay, ,
e =kagg, (1=1,2,...,5), ag=rkay,,
a3 = kag, , - gy = kay ,
@y = kags, @5 = kingy

a z nich uréime ¢iselny faktor k:

Kdyby viechna a,; = 0, pak by existovalo feSeni £ = 4 1; v tom piipadé
viak by sextika byla rozlozitelnd (faktor z; + x,z.). Je tedy aspoii jedno
z t8chto &isel riizné od nuly a z této rovnice pak plyne £ = 1 a tim je dokdzana
nutnost podminek (8b).

Postaditelnost podminek se ukéZe piimym obracenim tohoto postupu.
Sextika skupiny A, reprodukovand inversi (2) ma tedy rovnici:

o (z: + Z,%5)(a 077 + a.uxixa + a'ux‘izg + auxr'”g + agxy) + } )
+ 33(”&09’? + aslx:xn + aazzix: + aaﬂi-’”: + ‘1'54“’1-'”: + aga3) = 0.

286



Vé&ta 6. NerozloZitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (2) tehdy a.jen
tehdy, kdyZ% plati:
8) Qgp = Gy = Gy = Ggo = Qg5 = Qg = Qg = Bg5 = Bgg = 0
(pti éemZ vidy aspoii jedno &islo v kazdé z trojic (10a)
@0 Bgys Bags Byor Ty Bz 5 Baas Ty By J€ TUZNE 0d nuly) ,

b) a5 = as," a3 =a Qg = @
51 30 » 53 32, Qg2 20 » _
Agqy = Qg . (10b)

Az2 = A3, Azq = A3z, Qg3 = gy,

Véta 6a. Nerozlofitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (4) tehdy a jen
tehdy, kdyé plati podminky (10a) a podminky:

== , = q N a5 = )
Q39 ~ @31, Oy = 32 2 = Ay3 @y = a; (11)
Agg = Qgg 5 Qg = A3z, GQgy = Gy
Vé&ta 6b. NerozloZitelnd sextika skupiny B se reprodukuje inverst (5) tehdy a jen
tehdy, kdyf plati podminky (10a) a podminky:
Q33 = Qg 5, Ogq = Qgg, Az = A3 _ .
Ay = A3z, , QAz3 = Qg , GAgzg = A3, Fss = G0 - } (12)
Véta 7. NerozloZitelnd sextika skupiny C se reprodukuye inverst (2) tehdy a jen
tehdy, kdy& plati:
a) g F 0, @3 = 0y = Gy = A5 = G54 = Qg5 = Agp = Ag; = Agg =
= Qg = Bg; = g =0, (13a)

b) @y =Gy, Gu =20y, ap=a,, } (13b)

Qg = Qg 5, Ozp = Gyg, Gg3 = Bgp -
Dukazy vét 6, 6a, 6b a 7 jsou analogické dikazu véty 5.
Rovnice sextiky skupiny B, reprodukované inversi (2), mé tedy tvar:
(x5 + 2373)(ages + A %1%y + Age¥3) + _
+ (7 + 2,20)(A302] + B, T1Tp + U39, 75 + B3523) + (14)
+ 23(@,07] + 8,212, + @ 71; + 4 T7; + agxy) = 0.
Rovnice sextiky skupiny C, invariantni viiéi téZe inversi, vypada takto:
(x5 + #323) ago + zs(xf + 2i23)(a,0%, + ayy) +
+ 25(25 4 2,%:)(Be0%] + A%y 2y + anx‘z) + (15)
+ 23(as0®] + 03 21%s + A, %5 + Ase73) = 0.
3. Zajimejme se nyni o moZnost reprodukce sextiky vice inversemi se spo-
leénymi hlavnimi body. Musime uvaZovat dvé moZnosti:

1. inverse maji spoletny st¥ed inverse a hlavni trojstran, ale maji rizné z4-
kladni kuZelosetky;

2. inverse maji sice spoletny hlavni trojstran, ale stfedy inversi nejsou to-
tozné (st¥ed jedné inverse leZi v n€kterém z druhych dvou hlavnich bodi druhé
inverse).
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V&ta 8. NerozloZitelnd sextika skupiny A se mnereprodukuje vic inversemi
8 tym# stfedem inverse a 8 tymiz klavnimi body.

Dukaz. Predpoklddejme, Ze existuje nerozloZitelnd sextika skupiny A,
invariantni soudasnd vudi inversi (2) a vadi inversi (1), kde predpokladdme
¢ #+ 0,0 =+ 1;"provedeme-li na sextiku (9) tuto druhou transformaci, dostaneme
porovnénim koeficientl (po vynechéni &érek a faktoru z,2,x}) podminky:

ay = kay; , as; = koas; , ay; = ko*a,; ,
(t=0,1,...,4), (j=0,1,...,5), (=0,1,...,4).
Nemé-li se kfivka rozpadnout, jsou tyto podminky splnitelné pouze tak, Ze
k=1, p =1, coZ je ale spor s piedpokladem.

.Vé&ta 9. Nuind a postabujict podminka pro to, aby nerozlofitelnd sextika sku-
piny B byla reprodukovdna vice inversemi se spoleCnym stFedem a spoleénymi
body hlavnimi, jest:

a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich tvarw:

Ty Ty Xy = XXy D Ty zyZy (2)
je druhd tvary:
@y @y = Ty A L — BTy 5 (16)

b) splnéni podminek (10) a podminek:
Q39 = A3y = Agp = Qg3 = 0. (17)

Dikaz. Sextika skupiny B invariantnf vii¢i (2) méd rovnici (14); provedeme-li
na tuto rovnici transformaci (1) s predpokladem p =0 a ¢ & 1, dostaneme
(po vynechéni dérek a faktoru z}z3r;) porovnénim koeficienti:

Gy = kg, as; = koas; , Ay, = ko®ay ,
Ay = kplay;, a5 = koay;
(=012, (G=01..,3), (k=0,1,...,4).
Tyto podminky jsou splnitelné — aniZ se kfivka rozpadne — pouze tak, Ze

k = 1, a budto je aspoii jedno z &isel as; riizné od nuly a pak nutné ¢ = 1, nebo
jsou vechna ay; rovna nule a pak také existuje feseni o = — 1.

Postaditelnost téchto podminek se ukéze obracenim tohoto postupu.

N&které vlastnosti sextik, reprodukovanych témito dvéma inversemi budou
ukézdny v nasledujicim odstavei. :

V dal§im budeme jest& potiebovat podminky, analoglcke podminkdm véty 9,
pro jinou volbu souf. systému:

- Véta 9a. Nuind a postadujici podminka pro to, aby nerozloZitelnd sextika sku-
piny B byla reprodukovdna vice inversems se spoleénym stiedem a spoleénymi
body hlavnims, jest:
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a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich tvaru:

T 1Tyt Xy = TyEy X Ty iy, (4)
je druhd tvarw:
Ty Xy Ly = — Ty D XXyt Ty ; (18)
b) splnént podminek (10a), (11) a podminek:
Qg = Qgg = Gg3 = A5y = 0. (19)

Vé&ta 9b. Nuind a postadujict podminka pro to, aby nerozlofitelnd sextika sku-
piny B byla reprodukovdna vice inversemti se spol. stFedem inverse a spoleénymi
body hlavnimz, jest:

a) tyto inverse jsou dvé a je-li jedna z nich inverse (5), je druhd tvaru:

Ty Ty Ty = Tyly i — T Xy : Tyy ; (20)
b) splnéni podminek (10a), (12) a podminek:
Ay = Gy = Ay = A5 = 0. (21)

Dikazy vét 9a a 9b jsou naprosto stejné jako dikaz véty 9.

Véta 10. Nuind a postadujict podminka pro to, aby nerozlofitelnd sextika sku-
piny C byla invariantnt vaéi vice inversim se spoleénym stiedem a spoleénymi body
hlavnims, jest:

a) tyto inverse jsou prdvé t¥i a je-li jedna z nich inverse (2), jsou druhé dvé tvaru:

Ty &y Ty == Xy Ty : Tylly © £X Xy (22)
Ty i Xy Ly = Xyy @ Tyl & E30,Ty }
(kde ¢ je komplexnt hodnota tFeti odmocniny z 1),

b) splnéni podminek (13) a podminek:

Qpo = B3 = Gy = gy = Ay = 0. (23)

Dukaz této véty je podobny dikazu véty 9 s tim rozdilem, Ze vede u neroz-
lozitelné kiivky na rovnici ¢ — 1 = 0 pro o.

Vlastnosti sextik, reprodukovanych touto trojici inversi, si ukdZeme v od-
stavei 5.

Chceme-li se nynfi zajimat o sextiky, invariantni vii¢i dvéma inversim se spo-
le¢nym hlavnim trojstranem, ale s riiznymi stfedy, musime se jiZ omezit pouze
na sextiky skupiny B, t. j. majici ve v8ech tiech hlavnich bodech body dvoj-
nésobné.

Vé&ta 11. NerozloZitelnd sextika je invarianint soubasné vaéi inversim (2) a (4)
tehdy a jen tehdy, jsou-li splnény podminky (10) a podminky:

Azp = A3z = Qgy 5 QA3 = Qyy , Gy3 = Ay, (24)
Agpg = Qg , Qgq = Qg9 |

Dikaz. Provedme na sextiku (14) transformaci (4); porovnanim koeficientt
dostavame nutné podminky pro reprodukei:
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Qoo = Ky, @y = kyy, @y = kge, @3y = kays,

Qg1 = k@gy, gy = Ky, @y = kass, Gs3 = kay,,

Qg = Kayg , Q39 = K@y, Gy3 = kag, Qg = katy ,

Qe = kigy , Qg = kay , Gy = kags Gy = katgy .

Qgg = Kgy, Qg3 = kg, @z = kags,
Kdyby viechny koeficienty v prvém sloupei byly rovny nule, pak kfivka je roz-
loZitelnd (faktor z, + z,z,); je tedy aspoii jeden z nich rizny od nuly a pak '
k = 1 a tim dostdvédme podminky (24).

Postaditelnost se zase ukdZe tak, Ze kiivka, jejiz koeficienty spliiuji pod-
minky (10) a (24) se provedenim transformaci (2) a (4) neméni (aZ na faktor).

Viéta 12, Sextika, reprodukovand inversemi (2) a (4) je soulasné invarianiné
vl trett inversi, kterd md stfed ve zbyvajicim vrcholu spoleéného hlavntho troj-
stranu a druhé dva hlavni body ve stfedech prvych dvou inverst.

Dukaz je jednoduchy. Podminky pro reprodukei sextiky z véty 11 jsou
identické s podminkami véty 6b pro reprodukei sextiky inversi (5).

Sextika, reprodukovans inversemi (2), (4) a (5) m4a rovnici:

(x5 + 33)(2e0%] + anxlxa + a'nzx:) +
+ 25(23 + xlxe)(“nxl + aaxxl‘vn + aaaxlxz + ag,%3) + (25)
+ 25(g9%] + 3e%%y + A TIT] 4 A33 7,25 + A5e%3) = 0.

Vlastnosti této kfivky jsou vysSetfovany v odstavei 6.

Hleddme-li maximdlni podet inversi se spoleénymi hlavnimi body reprodu-
kujici sextiky, jsou nyni myslitelné kombinace inversi z vét 9 a 12, t. j. ke kazdé
z inversi (2), (4) a (5) muZe existovat pravé jedna inverse daldi podle véty 9
(resp. 9a, resp. 9b). Extrémni piipad reprodukce sextiky festi inversemi je
vysetfovdn v poslednim odstavei.

4. Ve vétd 9 byly odvozeny nutné a postadujici podminky pro reprodukei
sextiky dvéma inversemi. V8imnéme si nyni bliZe tohoto piipadu.

Véta 13. Inverse

Ti=0, 1%y Ty = T )Ty 2 TyZy: Ty,
—_— . . —_ ’ I. U l. L
Te=1o,: %3 T3 = T, %, : T %y 1 — X7y
spolu 8 kolineact :
’ ! !’
K=o :12y:2;, =2, : 251 — 2,4 (26)

a spolu 8 identitou tvoft komutativni grupu.
Dikaz se provede skldddnim téchto transformaci a piezkouSenim tabulky

této grupy:
I

K
K
T, (27)
T,
J

b Jom Bow AN
ol X~ S
s xS

[ENG RS
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Rovnice sextiky, reprodukované touto grupou transformaci, zni:

(2 + 2323)(@og] + Aoy + Agexl) + } (28)
+ 25(@402} + T3y + a,eT37; + 4,357,255 + 0,,23) = 0.

Viéta 14. Libovolnému bodu M, ktery nele£t na hlavnich pfimkdch a zdkl. kuZelo-
seCkdch obou inverst, pfifazuji transformace grupy dalsi t# body (rdzné navzdjem.
t rizné od bodu M). Tato EtyFbodovd skupina md tu vlastnost, Ze kterémukoliv bodu.
této skupiny odpovidd v kterékoliv transformaci grupy zase bod této skupiny.

Dikaz. M&jme bod M(a,; a,; a;), pro jehoZ soufadnice necht plati a a.a;
+ 0, a + 4 a,a,. V T, bodu M odpovidd bod M, (a,as a2y a,a,), v T, bod
My(a,a3; aas; —a,a,) a v K bod My(a,; ay; —a,). Z tabulky grupy je nyni vidét,
ze podrobime-li kterykoliv bod této &tvefice kterékoliv transformaci grupy,
dostaneme zase bod skupiny. Tyto étyfi body leZi oviem v jedné pfimce,
prochézejici spoleénym stfedem obou inversi i kolineace.

Vé&ta 15. Necht bod M’ le#t na zdkl. kufeloseéce jedné inverse (nikoliv v bod¢
hlavnim). Pak transformace grupy (27) (s vijjimkou identity a té inverse, v ntZ je M’
samodrutny) pFifazujt bodu M’ jako bod odpovidajict M, druhy priseétk paprsku
inverse bodu M’ s toutéZ zdkladni kuZeloseCkou. Volba obyéejnijch dvojndsobnyjch.
bodd, sextiky v dvojici boda M’ a My je ekvivalentni dvéma lin. homog. podminkdm.
pro uréent kfivky. ’

Dikaz. Necht pro soufadnice bodu M’ plati a,a,a5 =+ 0, a —a g, = 0;
pak soufadnice bodu M’ mizeme psat ve tvaru M’ (a3; a3; a,a,); podle oznadeni
z piedchozi véty plati M’ = M; a M, = M, coz je pravé priseéik paprsku
inverse bodu M’ s kuzelose¢kou z; — z,%, = 0. Tento par bodi mohl by sply-
nout pouze v bodé hlavnim a to je pfedpokladem vylouéeno. Obdobné by se
dikaz provedl pro bod na druhé zdkl. kuZeloseéce. Tvrzeni o poétu podminek
pro uréeni kiivky se dokaZe tak, Ze dosadime soufadnice bodu M’ do rovnice
kiivky a do jejich prvych parc. derivaci. D4 se pak ukézat, Ze tato soustava
4 homog. lin. rovnic pro koeficienty kfivky mé hodnost pravé 2. Bod M, musf
pak byt pro kiivku rovnéz bodem dvojnidsobnym podle véty 3.

Na zdkladg téchto dvou pomocnych vét miZeme vyslovit vétu o singuldrnich
bodech reprodukovanych sextik:

Véta 16. NerozloZitelné sextiky reprodukované grupow (27) maji pouze body
dvojndsobné. Maji-li pouze obylejné body dvojndsobné, mohou byt pouze rodu
7,5,8 a 1. U t&chto sextik lett vdechny body dvojndsobné na zdkl. kutelosetkdch
obou inverst.

Dukaz. Sextika invariantni vaéi grupé (27) mé v hlavnich bodech body
dvojndsobné (a je tedy rodu nejvyse 7). Kdyby tato sextika méla jedté dalsf
bod singuldrni aspoii trojndsobny, musela by mit podle vét 14 a 15 jesté jeden
(nebo tii) body sing. o stejné ndsobnosti, & pak paprsek inverse, na ném# tyto
body le#i, by mél s kifivkou nejméné 8 priseéiki spoleénych a tedy by kfivka
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byla rozloZitelnd. Kdyby méla sextika bod dvojnisobny ve é&tvefici bodi
z véty 14, mél by zase paprsek inverse 10 prise¢iki s kiivkou. Mohou tedy
u nerozloZitelné sextiky dalsi body dvojndsobné tvorit pouze dvojice bodi
z véty 15 nebo muZe leZet jeden bod dvojndsobny na ose kolineace K. V tomto
piipadé by vsak podle véty 2 nebyl ve stfedu inverse obydejny bod dvoj-
nasobny. ‘

Pritom u sextiky rodu 1 le#i dva pary dvojndsobnych bodu (kromé boda
hlavnich) na jedné zékl. kuZeloseéce, kdeZto t¥eti par lezi na zakl. kuZeloseéce
druhé inverse. Presto viak téchto 6 bod& m4d zvlastni polohu:

Véta 17. U sextiky rodu 1 z pfedchozt véty leéi 6 bodd dvojndsobnyjch (kromé
bod# hlavnich) na jisté kutelosecce.

Dtkaz. Necht dva pary dvojnisobnych bodu lezi na zakl. kuZeloseéce
xf — 2,2, = 0, t. j. jejich soufadnice maji tvar:

M(a3; ag; a,a,) , M'(a3; az; —a,105) , (2,85 % 0)

. N(bi; b:? bibs) , N'(b%; bg; —bibs), (bibs +0);
tieti par bodd necht leZi na druhé z4kl. kuZelosedce 2: + x,x, = 0, takZe jejich
soufadnice jsou

P(cl; —3; ¢ica) ,  P'(al; —€5; —€163) ,  (61CaF 0),
pfi ¢emZ predpokldadame, Ze P neleii na spojnicich MM’, NN’. Pak determi-
nant

. 1 2

at ai ala; —ala;, —aal  alal
2

ai ai alai dla;, @@l ajel

by by bib; —biby —biby  biby
bi by bib;  bibs  bib;  bibs
61 ¢ cic; €y —0i05 —0iC
of ¢ ciey —Ccles  cio  —Cicy

je nulovy, jak se snadno presvddéime odeétenim sudych fadki od lichych a roz-
vedenim podle prvych tif sloupci pomoci Laplaceovy véty.

Vé&ta 18. Paprsek inverse protind reprodukovanou sextikw v bodech po dvou
harmonicky sdruZenych (vzhledem ke stfedu inverse a praseéiku paprsku inverse
8 hlavnt pFimkou, neprochdzejict stiedem inverse). Teény kFivky v pdrech odpovi-
dajicich si bodu se protinaji na hlavnt pfimce, neprochdzejict stfedem inverse.

Dikaz této v8ty plyne ihned z toho, Ze kolineace (26) je involutorni per-
spektivni kolineace se stiedem ve stfedu obou inversi a s osou kolineace v hlavni
pfimce, neprochézejici stfedem. Viz na pf. J. Vosrica: Rovinné sextiky inva-
riantni pfi periodickych kolineacich (Véstnik Kréal. &eské spoleénosti nauk,
1913). | .

5. V tomto odstavci si uvedeme véty, obdobné vétam predchoziho odstavce,
pro sextiky skupiny C, reprodukované trojici inversi (2) a (22). Dikazy nebu-
deme provad¥t, protoZe jsou rovnéz obdobnsé.
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V&ta 19. Inverse
[N r
T1—=—x1-x, x,_—xlx:,: Ty ! X3%5,
- U ’rr
To=2x,:2,: %3 = xlzs Py b Ty,
! 0
T,= a:1 Ty Ty = X1y & Tyl : €Ty,
. 8
(kde &, * jsou kompl. sdruZené hodnoty Vl), spolu s kolineacemi

Kl__ar:1 Zy: xa_.xl x, st’
K=, 105 05 =27 : 751 ey

a spolu s identitou tvoii grupu.
Tabulka této grupy vypadé takto:

T, L Ty | K, K,

J
J J | | T | T | Ky | Ky
T, T, J K, | Ky | Ty | T,
T, T, K, J |K | T | T (29)
T, | T | K, | K, ] I, | T
Ki | K, | T | T, | T, | K| J
Ki | Ko | T, | T3 | T, | ] | K,

Rovnice sextiky, reprodukované touto grupou, zni:

xs“oo + xa(azoxx + 63,237y + @552, 3 + A573) + 23230 = 0. (30)

Vé&ta 20. Lrbovolnému bodu M, kieryy neleZt na hlavnich pfimkdch a zdkl. kuZelo-
seckdch inverst, pfifazuji transformace grupy (29) daldich pét boda (raznych na-
vzdjem 1 od bodu M); tato Jestibodovd skupina md tu viastnost, Ze kierémukoliv
bodu této skupiny odpovidd v kterékoliv transformaci grupy zase bod této skupiny.

Vi&ta 21. Necht bod M lett na 2dkl. kuelosedce jedné inverse (nikoliv v bodé
hlaynim). Pak transformace grupy (29) (8 vyjimkou identity a tnverse, v ntf je M
samodru#ny) pitfazuji bodu M jako body odpovidajict vidy jeden z priseftks
paprsku tnverse bodu M 8 druhymi dvéma zdkl. kuZeloseCkams. Volba obyéejnyjch
dvojndsobnyich bodi sextiky (30) v této trojici boda je ekvivalentni dvéma lin.
homog. podminkdm pro uréent k¥ivky. '
. Vé&ta 22, NerozloZitelné sextiky invarianint viéi grupé (29) majict dva obyéejné
body trojndsobné v bodech hlavnich (nikoliv ve stfedu inverst) mohou byt pouze
rodu 4 nebo 1. (V tomio pfr’ipadé' dalst tFs body dvoynasobné let v trojict bodw z pfed-
chozt véty.) .

Dikazy vét 20—22 jsou anologické dikazu vét 14—16.

6. Ve vétd 12 bylo ukézéno, Ze existuji sextlky, reprodukované tfemi inver-
semi se spoleénym hlavnim tro;stranem, ale s riiznymi stfedy inversi. V&imns-
me si bliZe tohoto pﬁpadu ‘
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1
Véta 23, Inverse
. . — r 7’ . r 7 . r_r 3
T,=2,:%,:%, -—:c,lxa.x,xs.x}x“
’ r 7 ’
Ta= 2, : %, 1 T3 == T3 : T,%, : X125,
’ ! ! !
To=12,:%,: 23 = T,%, 1 T,%5 : Ty (31)
spolu 8 kolineacems -
K=z :2: x,_-xs x1 xz,
Ke=1, g1 %3 = 51 2y : 2,

’

a spolu s identitou tvort grupu.

Dikaz této vity je stejny jako dukaz analogickych vét 13 a 19. Také ta-
bulka této grupy je naprosto stejna jako tabulka grupy z véty 19.

Vé&ta 24. Libovolnému bodu M, ktery nelett na Zddné z hlavnich pHmek a na
Zddné ze zdkladnich kuZelosefek inverst, pfifazujé vdechny transformace grupy
(31) daldich pét boda (raznych navzdjem ¢ od bodu M). Volba dvojndsobnych bodi
invarianint sextiky v této Sestibodové skuping je ekvivalenini t¥em linedrnim ho-
mog. podminkdm pro uréent kfivky.

V&ta 25. Le#i-li bod M na jediné zdkladnit kuZelosebce, pak vdechny transformace
grupy (31) mu pfifazujt jako body odpovidajict dalst dva body (rdzné navzdjem
t od bodu M). Volba dvojndsobnyjch bod# sextiky v této trojici bodd je ekvivalenint
dvéma lin. homog. podminkdm pro uréent kfivky.

Diikazy téchto dvou vét jsou naprosto stejné jako dikaz véty 14 a 15.

Vé&ta 26. Le#i-li bod M v prasedtku dvou zdkladnich kufeloselek, je také samo-
drufnym bodem v tfett inversi. Volba dvojndsobného, resp. trojndsobného, resp.
StyFndsobného bodu v tomto prisebtku vdech tFi zdkl. kufelosebek je ekvivalentni
jedné, resp. dvéma, resp. Etyfem lin. homog. podminkdm pro uréent k¥ivky.

Dukaz. Zdkladni kuZelosetky maji rovnice:

x:"‘xlxn =0; x:“‘xnxa= 0; xﬁ——-x;x, =0;
prvé dvé ku¥elosetky se protinaji v bodech:
(0,1,0); (LL,1); (Hel); (se%1),

z nich prvni je bod hlavni a zbyvajici t¥i lez{ také na zékl. kuzelosece t¥eti
inverse. Vyjadfeni podtu podminek, které potiebuje volba singulérniho bodu
ktivky v prusediku.zékl. kufelosetek, provedeme opét tak, fe dosadime sou-
fadnice tohoto prisesiku do rovnice k¥ivky (25) a do jejich prvych, resp. prvych
a druhych, resp. prvych, druhych a tfetich parc. derivaci této rovmce a uréime
hodnost soustavy lin. rovnic, které takto obdrzime.

Na zéklad® pomocnych vét 24—26 miZeme Fici, Ze grupou (31) se reprodu-
kuji i sextiky s vys8imi singularitami. Tak se miize reprodukovat sextika s jed-
nim bodem &tyindsobnym (v prisediku viech tii zédkl. kuZelosedek) a s tfemi
body dvojnésobnymi (v bodech hlavnich), sextika s dvéma body trojnésob-
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nymi (v prisedicich zakl. kuZelosedek) a s tfemi body dvojnésobnymi (v hlav-
nich bodech), atd. .
Nebudeme se zabyvat viemi témito piipady a obrétime se k otézce, nadho-
zené v zadvéru odstavce 3, totiz k moZnosti reprodukce sextiky grupou (31)
a dal8imi tfemi inversemi z v&t 9, 9a a 9b.

7. Véta 27. Sextika reprodukovand grupou (31) je soufasné imvarianint viéi
grupé (27) tehdy a jen tehdy, kdyZ:
Qoo = Qg9 = O3 = By = Ay9 = A3y = Agp = B33 = Ggy = A3 = Q59 = &5 =
= Gy = Qg = Qgq = Gg5 = Ggg = B3 = Qg3 = Gz = Tgg = 0, (31)
Uyo = Qg5 Qg = Qgg, Qgp = Ggq; (g = Qg3
Jsou-li tyto podminky splnény, je sextika také invariantni vali inversim (18)
a (20).

Dukaz. Nutné a postadujici podmmky pro reprodukei sextiky grupou (27)
jsou podminky (10) a (17) z véty 9 a pro reprodukei sextiky grupou (31) pod-
minky (10) a (24). Spojime-li oboje tyto podminky, dostaneme podminky nasf
véty. Druhé &ast véty plyne z toho, Ze splnénim podminek (32) jsou také spl-
nény nutné a postadujici podminky vét 9a a 9b. v

Sextika, reprodukovand témito Sesti inversemi mé, rovnici:

5(age] + Agg3) + %(an% + a,,2tw; + azoxz) + } ©(32)
+ 125(a00%] + age73) = 0. _

Vé&ta 28. Sextiky sité (32) maji v bodech hlavnich obyéejné uzly aZ na dva svazky
sextik, které tam majt dvojndsobné body 8 jedinow teénou s dotykem CtyFbodovym.

Dukaz. Dvojice teden ve vSech hlavnich bodech jsou vyjadieny ryze kvad-
ratickou rovnici, na p¥. dvojice tecen v bodé O; mé tvar: Aot + Aoz = 0.
Splynout tyto dvé pfimky mohou jeding tehdy, je-li jeden z koeficientl ag, @gq
roven nule (kdyby byly oba soudasné rovny nule pak se kiivka rozpadne na
dvojnésob poéitané hlavni pfimky). Pak touto jedinou teénou je jedna z hlav-
nich p¥imek, majici v bodé dotyku styk étyibodovy (drubé dva prisediky
s kfivkou jsou v druhém bodé hlavnim). Vzhledem k tomu, Ze tyto dvojice teden
maji ve viech hlavnich bodech stejny diskriminant, nastane tento zjev sou-
¢asné ve viech tifech hlavnich bodech. :

Vé&ta 29. T'#i svazky sextik sité (32) 8 obyéejnymi body dvojndsobnymi v hlavnich
bodech maji tu viastnost, Ze dvojice teCen v téchto dvojndsobnyjch bodech se dotyjkaji
jediné kuZeloseCky.

Dtkaz. Determinant, vyjadiujici podminku, aby Sest pfimek
x;Vaoo + wzvazz =0, szaoo + anazo =0, xlvaz‘z + l.47'3131/_“—0t'» =0,
aIVa_oo - i-’”zvazz =0, sz‘;oo - istan =0, xIVEza i5'3::],/;00 =0
se dotykalo kuZelosetky, m4 hodnotu 8i(aj, — a3,) . J/a3,a2,. Je tedy roven nule
tehdy a jen tehdy, je-li ad, = a},. -
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- Vi&ta 30. V sits (32) existuji tFi svazky sextik, které majt dalst Styfi body dvoj-

ndsobné.
" Dikaz. Vzhledem k vété.m (14), (15), (24), (25) a (26) ]edme skupmy bod,
které jako celek reprodukuji viechny inverse a které maji nejvys 7 bodi, jsou
skupiny, tvofené vidy jednim prisetikem z4kl. kuzelosedek inversi grupy (31)
a témi tfemi body, které mu ptifadi inverse (16), (18) a (20). Jsou to tyto étve-.
Fice bodi: :

a) (1,1,1), (1,1,-1), (1,-1,1), (-1,1,1);

b) (et e 1), (e e —1), (&, —e 1), (—e ¢ 1); (33)

c) (& ¢6%,1), (&¢e —1), (& —e4 1), (—e &%41).

Volba dvojnasobnych bodi sextiky v jedné této étvefici je ekvivalentni jedné
linedrni podmince pro koeficienty kiivky.

O sextikéch (32) se mluvi také v pojednéniJ. Vosrca: Koneéné grupy kolinea-
~ of a rovinné sextiky k sob& piisluiné (Rozpravy Akademie 1913), kde se uka-
zuje, e takové sextika je reprodukovéna grupou kolineac{ ¥ddu 12; jedna ze
4 cykl. podgrup 3. f4du m4 invariantni body v trojici praseéiki zékl. kuZelo-
selek inversi grupy (31) a ostatni t¥i v bodech, které témto bodim piifazuji
ostatnf inverse (t. j. trojice bodi vypsané ve sloupcich (33)). Necyklickd pod-
grupa &tvrtého Fadu je sloZena z identity a 3 involutornich persp. kolineaci
o stfedech v hlavnich bodech a osdch vidy v protilehlé hlavni piimce. Plati tedy
véta 18 pro sextiky (32) v kaZzdém hlavnim bodg.

Peswome

CEKCTUKU, NTHBAPMAHTHBIE OTHOCUTEJIBHO
KBAJIIPATUYECKUX MHBEPCUN C TPEMA I'TABHLIMU
TOYKAMH

BIIALUMUP MATEJ (Vladimir Mahel), IIpara.
(Mocrynuio B pepaknuio 14/1 1955 r.)

B macrosmeit paGore aBTop BauMMAaeTCs MCCIefOBAHWEM KDPHBHIX IIECTOH
CTENOHM, KOTODHE BOCIPOMSBOAATCA KBajparWiecKoit wmHBepcueil ¢ Tpems
IJIaBHEIMH TOYKAMH MJIM HECKOJBKNMN WMHBEDCHAMH, eCiM Yy 3THX MHBepcuil
uMelores ofmue riaaBsHue Toukm ¥ npsamsie. Ilpn Bocnponsaeue}mﬂ HECKOJIb-
KMMU MHBePCHUSMHI BO3MOMKHHEI /IBA CIIy4as:

1. naBepcun obnajalor OBIMHUM LEHTPOM,

2. HeHTp ORHOM MHBEpCHM JEeHHUT BO BTOpPOit ruaBHo# TOoYKe ApPYroit MH-
BEepCHUH.
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B nepBom cayuae:

a) B TOYHOCTH JABYMA MHBEPCUAMM BOCIPOM3BOJATCA CEKCTHKHM, MMelOIue
ABOMHEE TOYKM BO BCeX INIABHHIX TOYKAX (M BEIIOXHAIONME [aJbHelInue ycao-
pua (10) n (17)); ' _

0) B TOYHOCTU TpeMs UHBePCHUAMU BOCHPOUBBONATCA CEKCTMKMy HA KOTOPHIX
He JIeKUT LEHTP MHBEPCHU M KOTOPHE MMEIOT TPOHEIEe TOYKH B PYrUX IJjaB-
HHIX TOYKaX (M4 BHIOJHAIT JanbHelimue ycaoBus (13) u (23)).

Bo BTopoM ciryuae BOCIIPOMBBONATCA TOJIBKO CEKCTUKH C JBOWHEIMU TOYKAMM
B IVIaBHHIX TOYKaX MHBepcHM (M BHIIOJHAKIMe fajdbHedmue ycaosusa (10)
u (24)); oT! KpMBbIe MHBAPWAHTHL TaKe M OTHOCHUTEIBHO TpeThelt MHBEpCHM,
LEeHTp KOTOPOH JeuT B mocJefHell raaBHOR TouKe. )

MaxcumanpHOe umciao uWHBepcui# (¢ oOI[MM IJIABHHIM TPEXCTOPOHHMKOM),
COXpPaHAIIMX KPUBHE IIECTON CTEeNeHM, PABHO LIECTH. ITMMM LIECTHIO MHBEp-
CUAMH BOCHPOMSBOJUTCA CeTh CEKCTHK.

Bo Bcex arTuX ciay9asx yKasaHH HEKOTODHle JajbHelflnne cBoifcrBa MHBA-
PHAHTHEIX KPHUBHX; 0c060e BHUMaHMe aBTOP y/eAeT BO3BMOMHEIM I0JI0eHUAM
JaJIbHeMIINX 0COOHIX TOYEK.

Zusammenfassung

UBER KURVEN SECHSTER ORDNUNG DIE IN KVADRATISCHEN
INVERSIONEN MIT EINEM GEMEINSAMEN HAUPTPUNKTDREIECK
INVARIANT SIND

VLADIMIR MAHEL, Praha.
(Eingegangen am 14. Janner 1955.)

In dieser Arbeit untersucht der Autor die Kurven 6. Ordnung, die durch
kvadratische Inversion mit drei Hauptpunkten, resp. durch mehrere Inver-
sionen mit gemeinsamen Hauptpunktdreieck, reproduziert sind. Es gibt zwei
Moglichkeiten fiir die Reproduktion durch mehrere solche Inversionen:

1. Die Inversionen haben ihren Mittelpunkt gemeinsam.

2. Der Mittelpunkt einer Inversion liegt in einem anderen Hauptpunkte der
zweiten Inversion.

Im ersten Falle reproduzieren sich

a) nur durch zwei Inversionen diejenige Kurven 6. Ordnung, die in allen
Hauptpunkten Doppelpunkte haben (und weitere Bedingungen (10) und (17)
erfiillen), :

b) nur durch drei Inversionen diejenige Kurven, auf welchen der Mittel-
punkt der Inversion nicht liegt und in den anderen Hauptpunkten drei-
fache Punkte haben (unter Erfiillung weiterer Bedingungen (13) und (23)).
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Im zweiten Falle reproduzieren die zwei Inversionen nur solche Kurven, die
in Hauptpunkten Doppelpunkte haben (und erfiillen die Bedingungen (10) und
(24)). Diese Kurven sind dann auch durch eine dritte Inversion, die ihren
Mittelpunkt in dem dritten Hauptpunkt hat, reproduziert.

* Die Maximalzahl der Inversionen (mit gemeinsamen Hauptpunktdreieck) ist
sechs; in diesen sechs Inversionen ist eine Schar von Kurven 6. Ordnung inva-
riant. ‘

In allen diesen Fillen sind weitére Eigenschaften der invarianten Kurven
gezeigt, besonders die Lage weiterer Singularpunkte betreffend.
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