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Casopis pro pEstovini matematiky, ro¥. 80 (1955)

ANALAGMATICKE KVINTIKY

VLADIMIR BRUTHANS, Liberec.
(Doklo dne 16. prosince 1954.) DT:513.617.1

Vénovdno akademiku Bohumilu Bydfovskému
k jeho 75. narozenindm.

. Pfedmé&tem tohoto &lanku jsou rovinné kvintiky, které se reprodu-
kuji n&jakou kvadratickou inversf, tak zvané kvintiky analagmatické.
Je provedeno rozt¥idéni t&chto kiivek a jsou uvedeny jejich vlastnosti,
které plynou z jejich analagmatické povahy. Nakonec jsou ukdzany
pipady kvintik, které se reprodukuji n8kterymi grupami algebraic-
kych transformaci.

L ]

1. Kvintiky, které se reprodukuji kvadratickou inversi, nazyvame kvintiky
analagmatické.!) Abychom tyto kiivky roztfidili, budeme rozeznivat tyto
tfi typy inverse:?) 4

Typ A: Stied inverse lezi mimo zékladnf kuZelosetku, je# je regularni. Tato
inverse mé tfi hlavni body a jeji rovnice se daji uvést na tvar

T, = TXy, Xy = Tyly, Ty= L1Xy. (A)

Typ B: Stied inverse lezi mimo zékladni kuZelosetku, jez se sklad4 ze dvou
(riznych) ptimek. Tato inverse ma dva hlavni body a jeji rovnice se daji uvést
na tvar

Ty = x;x; s Xp = x;x; » 3= x;g‘ (B)

Typ C: Stfed inverse lezi na zédkladni kuZeloseéce, jez je regularni. Tato in-

verse mé jediny hlavni bod a jeji rovnice lze uvést na tvar
T, =%, Tyg= XXy, Tz= T2 — T:%,. (€)

Omezime se na kvintiky nerozloZitelné, o nichZ plati tato vieobecnd véta:

Vé&ta 1. NerozloZitelnd kvintika analagmatickd md ve stfedu inverse bod o nd-
sobnosti bud jedna nebo ts.

Tuto vétu doké¥eme nepiimo. Predpoklidejme, %e ve stfedu inverse mé
kvintika bod o sudé ndsobnosti. Potom kaZd4 piimka jim vedend, ktera neni

1) [3], str. 506.
2) [2], str. 53-54.

274



te¢nou kiivky v tomto bod8, protne ji jeité v lichém poétu bodi. Je tedy na
kaZdé takové piimce vedle inversnich dvojic jeden bod kiivky samodruzny, leda
e by odpovidal stfedu inverse; v tomto piipadé by vSak musel leZet na hlavni
pfimce a takovych bodi je koneény podet. To znamend, %e na kfivce leZi ne-
koneéné mnoho samodruZnych bodi, coZ je spor, nebof samodruiné body
inverse le#i vechny na zékladni kuZelosetce inverse a s tou mé nerozlozitelns
kvintika jen deset spoleénych bodi. Je tedy na¥ predpoklad nespravny, ¢im%
je véta dokazana. _

2. Studujme nejdfive-piipad, kdy stied inverse je v trojndspbném bod8 kvin-
tiky. Soufadnicovy systém volme vidy tak, aby rovnice pifisludné inverse mély

jeden ze shora uvedenych tvari. Trojnédsobny bod kvintiky (jenZ je stfedem
inverse) je tedy bodem O; a kvintika mé rovnici

Tyts(Ty, T3) + X0, (21, @) + (2, ) = 0, (1)
kde indexy pii %, v, w uddvaji stupné téchto forem.

Typ A3:3) Reprodukuje-li se tato kvintika inversi (A), musi byt soudet ndsob-
nosti hlavnich bodi 0, O, dvé. Nemohou pak byt tyto ndsobnosti rizné, nebot
u kfivky inversni by se vyménily. Jsou tedy oba hlavni body jednoduchymi
body kvintiky, takZe jeji rovnice mé tvar

xiua(xp Ty) + Xgly(%1, Tp) + Ty %Ws(2y, X5) = 0. (2)
Provedme transformaci (A) a vynechme dinitele z,x423; obdrzime
xgws(xv Ty) + Ta0y(%y, To) + Z1oUs(T, X)) = 0. (3)

Jezto rovnice (2) a (3) musi vyjadfovat touz kiivku a protoZe — vzhledem
k nerozloZitelnosti kfivky — je v,(2;, ;) = 0, plyne odtud wy(z,, ;) = us(2,, zs)-
Rovnice kvintiky, ktera se reprodukuje inversi (A), je tedy

(x§ + 2,%,) Us(®y, o) + TVu(7, X)) = 0. (A3)

Z ni je ziejmé, Ze teény k¥ivky v jejim trojndsobném bodg ji protinaji ve t¥ech
bodech lezicich v piimce (osa o), jejiZ zbyvajici dva prisetiky s kiivkou jsou
ruzné. Naopak lze rovnici kazdé kvintiky, jez mé tyto vlastnosti, uvést na
tvar (A3).

Typ B3: Ma-li se kvintika (1) reprodukovat inversi (B), musi mit — aby
stupeii kiivky ztstal tyZ — v hlavnim bodé O, bud jednoduchy bod s teénou 05
nebo bod dvojnésobny, v némz teény jsou riizné od piimky o;. Jinak je tento
piipad zcela obdobny prede¥lému a rovnice p¥isluiné analagmatické kiivky je

(x: + a::) Ug(2y, Tg) + Z304(2y, ) = 0. (B3)

3) Zachovévéme oznadeni typi A, B, C inversi podle odst. 1 a &islice 3 zde ptipojené
pipomind, ¥e jde o kvintiku, kterd mé ve stfedu inverse trojnésobny bod. Podobny vy-
znam mé oznadeni v dalfich odstavecich. -
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Shrnutim obou piipadi dochdzime k vété:

Vé&ta 2. Nerozlofitelnd kvintika 8 trojndsobnym bodem se reprodukuje kvadra-
tickou inverst typu A nebo B se stfedem v trojndsobném bodé kvintiky tehdy a jen
tehdy, leZt-li da,l'.% prasebiky tit teden v trojndsobném bodé s kvintikou v pFimee.

Jsou-li ostatnt dva praseéiky této primky s kvintikou od sebe razné, reprodukuje
8se kvintika inverst typu A, splyvaji-li v jeden dvojndsobny, reprodukuje se inverst
typu B.

Typ €3: Abychom vySetfili piipad kvintiky analagmatické vzhledem k in-
versi typu C, provedme na rovnici (1) transformaci (C):

(@5 — ,25) us(®y, @) @} + (23 — 2,25) V4(®y, @) ] + wy(y, @) &} = 0. (4)

Jezto je o, jedinou hlavni pfimkou této inverse, musi levé strana rovnice (4)
obsahovat &initele 23; odtud a ze srovnani obou rovnic (1) a (4) plyne

Us(Ty, To) = By Up(Ty, Ta) 5 V(T Tp) = — Tous(y, @) -
Rovnice kvintiky, kter4 se reprodukuje inversi (C), je tudiz
(1':3:1 — @y%p) Un(2y, Tp) + Ws(@y, X)) = 0. (€3)

Prvni poléara bodu O; je

. (21‘1223 -_ CL‘:) uz(xl, xz) == 0 )

t. j. sklad4 se z regularni kuZelosecky — zakladni kuZelosetky inverse — a dvo-
jice piimek bodem O, Naopak lze rovnici kvintiky s trojndsobnym bodem,
jehoZ prvni poldra se rozpadd uvedenym zpisobem, vidy uvést na tvar (C3).
Stadi oviem, vime-li, Ze prvni poléra trojndsobného bodu obsahuje jako souéést
regularni kuZelose¢ku, nebot to, Ze druhd soudast je pak dvojice piimek s pri-
seéikem v trojndsobném bodg kiivky, plyne z toho, Ze tento bod je trojndsob-
nym i u prvni polary. Mame tedy vysledek:

" Vé&ta 3. Nerozlofitelnd kvintika s trojndsobnym bodem se reprodukuje kvadra-
tickou inverst typu C se stfedem v tomto bodé tehdy a jen tehdy, jestlize proni poldra
trojndsobného bodu obsahuje jako souédst reguldrnt kuZeloselku.

Poznédmka 1. Obd piimky, které jsou souddsti prvé polary trojndsobného
bodu, maji v tomto bodé pétibodovy priseéik s kiivkou. Jsou-li tedy tyto
pHimky rizné, jsou to inflexni teény.

Poznimka 2. Kvintiku (C3) lze povaZovat za mezny piipad kvintiky (A3)
nebo (B3), kdy totiZ pfimka, spojujici priseéiky teden v trojndsobném bodé
8 kfivkou, timto bodem prochézi.

3. Uvatujme druhy pifpad, v n&mi stfed inverse (a tedy té% bod Os) je
v jednoduechém bod? kvintiky. Rovnice takové kvintiky mé tvar

x:ul(xls Z,) + 93:”2(331: zs) + x:w,,(xl, %g) + Xg7 (%, T3) + 85(%y, 2p) = 0. (5)
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Typ Al. Necht se reprodukuje inversi (A); pak hlavni body O,, O, musi byt
dvojnasobnymi body kvintiky, t. j.
4(2y, Tg) = T 2oro(Ty, Tp) 5 85(7y, XTp) = 3238 (2, Ts) -
Po inversi mame
33, (%, Xp) + 3ra(®y, X) + xiws(xp Tg) + X3y XaV(%y, p) +
+ afagu (2, 2,) = 0. (6)
Podminky pro totoZnost kiivek (5) a (6) jsou

81(%1s @o) = QU (@, Ta) »  Uy(Ty, Tp) = 08,(%y, T3) s
To(%y, Tg) = @Va(®y, X3) ,  Va(y, Ta) = @ra(Ty, ) (7)
wy(@y, Tg) = eWs(Ty, Ts) -
Jestlize wy(x,, ;) =+ 0, plyne odtud ¢ = 1. Jestlize w,(z,, z,) = 0, pak z pod-
minek (7) plyne ¢ = + 1; aviak, kdyby bylo o = — 1, obsahovala by kfivka
kuzelosetku 22 — 2,2, = 0, takZe i v tomto pfipadd p = 1 a
812y, ®p) = uy(2y, Tg) »  To(Ty, o) = vy(7y, X,) .
Rovnice této analagmatické kvintiky je tudiz
(x5 + 2323) wy (@, 3) + (2§ + X,2%5) Va(2y, @5) + Towy(wy, ) = 0. (Al)
Z této rovnmice je ziejmo, Ze spojnice dvojnisobnych bodd O,, O, protini
kiivku po paté v bodé na teéné v O, Na této spojnici lezi téZ dva priseéiky
prvni polary s jeho kvadratickou poldrou (nemaji-li ob& polary tuto pfimku za
spoleénou soudist). '
Existuji-li naopak na kvintice t¥i body s pravé popsanymi vlastnostmi a zvo-
lime-li je za prislu$né soufadnicové body, je jeji rovnice
(25 + llexi) Uy (21, X3) + (25 + Ao, 29%s5) Va(y, X,) + x:wa(xv Z) = 0. (8)
Zbyvé ndm moznost volby jednotkového bodu; pokusme se tedy transformaci
x; = o; (1 = 1, 2, 3) pFevést rovnici (8) na tvar (Al). Konstanty o; je tieba
volit tak, aby o} = 1,050 & 03 = 130,05 Odtud — je-li vy(z,, z,) + 0 — vyplyvéa
podminka

A=A (9)
UvaZujme prusediky kfivky (8) s pfimkou
2y — kx, =0, k+0; (10)

TeSenim obou rovnic dostaneme
zoadu, (1, k) + adz,vy(1, k) + alziws(1, k) + Agwaaihuy(l, k) +
+ Atk u,(1, k)] = 0. (11)

U analagmatické kvintiky tvofi tyto prisetiky (vedle bodu O,) dvé dvojice
apolarni vzhledem k zskladni kuZelosedce inverse, k ni% je také apolérni dvo-
jice, jiZ tvoti bod O, a prisedik pfimky (10) s osou 05. Viechny t¥i dvojice nile-
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%eji tedy do téhoZ svazku. Splituji-li naopak priusediky uréené na piimece (10)
formou na levé strang (11) tuto podminku, dé se tato forma rozlozit v soudin
dvou bindrnich forem axj + 2bz.as + ca; a dzj + 2ex,x, + fx2, pro jejichz
koeficienty je splnéna podminka)

af —cd=0. (12)
Piedpokladédme-li .
u (1, k) =0 a uy(l, k)0 (13)
pak z podminek
AfPu (1, k) =ad, u(l, k)=cf,

Akug(1, k) = 2(ae + bd) , uy(1, k) = 2(ce + bf)

plyne
_ad __ae +bd
Alk’ = 'c—f > Azk = m
a (12) mé za nasledek (43k)? = A,k?, takZe podminka (9) je splnéna. S pl"ihléd;
nutim ke geometrickému vyznamu piedpokladi (13) je tim dokazéno:

Vé&ta 4. Charakteristické vlastnosts kvintiky, kterd se reprodukuje inverst typu A
se stfedem v jednoduchém bodé kvintiky jsou tyto:

«) kfivka md (aspori) dva dvojndsobné body — oznaéme je Q, Q" a jejich spoj-
nict o;

B) pront poldra nékterého z dotykovijch bodi — oznaéme jej O—telen, vedenyjch ke
kfivce z pdtého prasediku primky o s kfivkou, md na této pFimce (vedle bod# Q, Q')
dva body spoleéné s kvadratickou poldrou bodu O (anebo majé obé poldry primku o
za spoleénou souldst);

y) aspor jedna primka bodem O, je£ nent v ném teCnou a (neni-li pFimka o sou-
ddsti obou poldr) neprochdzt Zddnym priseikem pront poldry s pFimkou o, protind
kvintiku mimo bod O ve dvou reguldrnich dvojicich ndleZejicich do téhoi svazku
spolu s dvojict, 1% tvo¥i bod O 8 bodem na pFimce o.

Typ BI. Tento typ je opdt zcela obdobny piedeslému, prisludnd rovnice je
(x5 + 8) uy(2y, @5) + (] 4+ 2523) va(y; 20) + x:ws(xp @) = 0. (BI)

Jde zfejmé o mezni pfipad kvintiky z véty 4, kdy totiZ oba body @, @ splynou
v jediny, a to bud «) dvojndsobny s jedinou teénou, totiZ pfimkou o, nebo
p) trojndsobny, v ném# jednou z teden je piimka o, anebo y) tyfnasobny,
v némz piimka o neni teénou.

Poznémka 3. Snadno se zjist{, %e k tomu, aby se kvintika reprodukovala
inversi typu C, je nutno, aby stfed inverse byl bodem kvintiky o nédsobnosti
vyS88f net jedna. Krom& tedy jiZ uvedeného typu C3 neexistuje Zddné dalsi
kvintika, jeZ by se touto inversi reprodukovala.

4) Srovnej [1], str. 122,
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4. Kvintiky, které maji popsané charakteristické vlastnosti, maji pak vie-
chny dalsi vlastnosti analagmatickych kiivek. Uvedme ngkteré tyto vlastnosti
pro kvintiku typu A3.5) Jeji trojndsobny bod nazveme bodem O. Prisediky
teden v bod® O 8 kiivkou lezi — jak bylo ukézéno — v pfimce; zbyvajici dva
priseéiky této piimky s kfivkou nazveme body @, @'.

Véta 5. Reguldrnt kuZeloselka jdouct body O, Q, Q' protne kvintiku A3 jesté
v péti bodech; promitneme-li téchto pét bodw z bodu O na kFivku, dostaneme dalsich
pét bodi, jeZ left v primee.

Nebot body 0, @, @ jsou — jak patrno — hlavni body inverse, jiZ se tato
kvintika reprodukuje; kuZelosetka jdouci témito body protne kvintiku troj-
nésob v bodé O, jednoduse v bodech @, @’ a dile tedy jesté v péti bodech. JeZto
viak je ke kuZelosedce, obsahujici vechny tifi hlavni body, inversni kifivkou
piimka mimo tyto body, odpovidé pét pruseéiki této piimky s kvintikou oném
péti bodim na kuzelosedce.

Podobné se dokdaze:

Vé&ta 6. Promitneme-li z bodu O kvintiky A3 pét jejich boda leficich v pFimce
mimo body O, Q, Q', dostaneme na kfivce dalsich pé&t boda a kuZeloselka uréend
témito péti body prochdzt body O, Q, Q'.

Dale plati:

Véta 7. Pfimka bodem Q protne kfivku jesté ve étyfech bodech; promitneme-ls -
tyto Ctyfi body z bodu O na kfivku, obdriime dalsi étyri body v pFimee, jez prochdzt
bodem Q. Geometrické misto praseika takovijch dvojic piimek je reguldrni kuZelo-
sebka.

Jde toti% o dvojici piimek odpovidajicich si v inversi a ty se protinaji na z4-
kladni kuZelosedce inverse. Nazveme kuZelosetku, o niZ je Feé v této vété, kuze-
loseckou g. :

Zvlastnim pifpadem véty 7, kdy dva z onéch ¢étyf bodd splynou v jediny, je
véta:

Vi&ta 8. JestliZe teCna ke kfivce A3 v nékterém jejim bodé P prochdzi bodem @Q,
pak teéna v bodé P’ lezicim s P na téfe primce bodem O (mimo body @, Q') prochdzt
bodem Q'. Ob¢ tyto tetny se protinaji na kuieloseéce q.

T¥ida kvintiky s obydejnym trojndsobnym bodem je — je%to tento bod plati
za tii obylejné uzly — m = 5.4 — 2.3 = 14. Z bodu O lze tudiZ vésti ke
kiivce étrndct teten, potitdme-li do tohoto poétu kazdou teénu v bod& O dvoj-
nasob. Jinak zbyvé osm teden, o nichZ plati véta:

Vé&ta 9. Osm dotykovijch bodi teéen vedenych ke kfivce A3 z bodu O leZt na kuelo-
~ sebee q.

Nebot v dotykovém bodu teény z bodu O splyvaji oba body sob& odpovida-
jici v jediny samodruZny bod, jenZ lei na zékladni kuZeloseéce inverse.

§) O této kvintice pojednéva Roberts [4]. Vlastnosti, které odvozuje jinou cestou, jsou
s hlediska analagmatické povahy kfivky zfejmé.
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. 5. Né&které kvintiky se reprodukuji vice nez jednou inversi. Slozime-li dvé
takové inverse, které reprodukuji touz kvintiku, obdrzime dalsi transformaci, -
jeZ rovnéZ tuto kfivku reprodukuje.

Mé-li kvintika (BI) v hlavnim bodé O, bod trojnésobny, mizZe se reproduko-
vat té% inversi Se stfedem v tomto bod8. Jde-li o inversi typu A nebo B, je bod,
ve kterém tedna v O; ke kfivce protne osu o, (a tedy i kfivku), rizny od bodu O,,
takZe jej mtiZeme zvolit za bod O,. Utilime to; k¥ivka mé pak rovnici

ag@am, + 3(be¥; + byimixs + byxy) + w(c,xins + coryx; + ca3) +
+ @523(bot] + byws + by}) + agriw, =0, (14)
kde a, % 0 a také bud b, & 0 nebo ¢, = 0 (bod O, by nebyl trojndsobny, nybrz
Styfndsobny). JeZto je nyni jednim z priseéiki teden v trojndsobném bodé
8 kfivkou bod O, 1ze bod O; posunout po ose o, tak, Ze tyto t¥i pruseciky lezi
na spojnici tohoto bodu s bodem O,. Lze tedy transformaci

@ =X+ 0%y, Ty=Xy, T3= T, (15)
uvést rovnici kiivky na tvar
T Ug(Tg, X) + 1%y (2g, T3) + Un(a, T5) TsUsg(X, X5) = 0. (18)

Rovnice kiivky je po této transformaci (sefadme ji podle mocnin proménné z,)
x:‘”s(bozz + €223 + boxg) + wfagry + bxdws + (200 + o) x:‘”: +
+ (20, + by) a3 + (20bo + o) 23] + @5(0aers + @%bexs + byairs +
+ g, @3my + bawgrh + ecetima + 0%hor3%; + €57 + 0byxswy + beh +
' + eaor3) = 0.
Polozime-li uy(x,, %3) = y,25 + ys2a%s + Y373, plynou odtud podminky
beyr = 0@o + bs, €Yy + boye = cby + ¢5,
b1 + €1¥s + beys = 0%bo + 0Cs + bs, (18)
bos 1 C1ys = @1 + by, boys = @%b + ea, .
Je-li p = 0, zistava bod O, pti transformaci (15) pevny; jeito o, je te¢nou v O,
je Ys = y; = 0 a tedy by, = b, ¢,y, = ¢3; odtud
"bes — bye, = 0. (19)
Kdyby bylo ¢ # 0, bylo by téz b, & 0 (nebof pro b, = 0, ddvé posledni
rovnice (18) @, = 0, coZ neni pravda). Vypodéteme-li z prvni a tieti rovnice (18)
Y1 Ys & dosadime-li do druhé, resp. &tvrté, dostdvame

_ @bqbl + boCs — 0a4c; — bycy — 0beb, — oayc,

(17)

) Ys = bg ba ; )
tedy op&t becs — bec, = 0. Zbyvajici rovnice (tfeti) by divala
B 2agb% + bobyey — agct.— bicy =0, (20)

kterd¥to podminka by méla za nésledek dglitelnost formy na levé strané (17)
formou byxj + ¢ %45 + bexs. Nem4-li se tedy kiivka rozpadnout, musi byt
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o = 0, tak’e pravé telna - jednoduchém stfedu inverse je hlavni p¥imkou
odpovidajici stiedu druhé inverse, jenZ je v trojnasobném bod® kvintiky.

JestliZe volime jednotkovy bod v nékterém z priseéikii zékladnich kuZelo-
secek obou inversi, potom jsou rovnice prvni inverse, jiz se kiivka reprodukuje,

Ty = wiTy, By =y, By =y (1)
rovnice druhé inverse
T = x? )y X = x;x; s Xz = x;x; (m
a podminka (19) se pozméni takto:
bp=1"by5 ¢, =¢3.
SloZzenim obou inversi obdrzime involutorni kvadratickou transformaci t¥idy

prvni ,
X, = Tyy, Ty = TyTy, T3z = L\Ty. (1)
Tyto tfi involutorni kvadratické transformace spolu s identitou tvoii grupu.
I nidme vysledek:
Vé&ta 10. Kvintika, jeji rovnici lze uvést na tvar
329(boxy + Clxzxs + boxs) + @ (agxl + byxxs + Gngza + bz +
+ @) + 23%5(boxs + €1@aT5 + bexg) = 0
se reprodukuje dvéma inversemi a involutorni kvadratickou transformact t¥idy
prond, kterékto transformace spolu 8 identitou tvort grupu. .

6. Nechf mé kvintika (BI) v hlavnim bodé O, trojnasobny bod s vlastnosti

charakteristickou pro kvintiku typu C3; piSme jeji rovnici
x;(aoxl + ayx,) + x3(box1 + b1x1x2 + bzxz) + xa(clxlxz + clexz + caxg) +

+ 223(box? + b2, 2y + ngz) + z3(aer, + a,x) = 0. (21)

Prvni poléra bodu 0, je
22,%5(boxs + €275 + box) + agxs + badr, + cprixy + bywaad +
+ ag; =0;

tato kfivka se podle predpokladu sklddé z reguldrni kuZelosetky a ze dvou
piimek bodem O,.

Budiz a, =& 0; potom téz b, &= 0. Délenim se presvédclme Ze nutna a posta,-
¢ujici podminka k tomu, aby forma agri + badzs + caxir; + bixexl + ao:ca
byla délitelnd formou byx} + c,z525 + box; je

2“063 + boblcl - aocl —_ bgci = O . (20)
Vysledek déleni je pak (aZ na nenulovy &initel)
aoy + (Boby — @ot;) TeTs + agbors + 265725
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kterdZto forma poloZena rovna nule dévé rovnicimgdkladni kuZelosetky druhé
inverse, jejiZ rovnice jsou tedy

2, = aghory’ + (boby — ao0,) 23wy + agdbexy’ + boxiz, ()
Ty = — biryxy, x = — bir?.

Kdyby bylo a, = 0, bylo by rovn&z b, =+ 0 (kfivka neobsahuje pfimku o,);
potom téZ b, = 0. ProtoZe jeden spoletny &initel je v tomto piipadé z;, musely
by formy

bows + ;2925 + boxg a by + ooty + blx:
mit jiz jen jeden spoleény ¢initel, aviak maji zfejmé bud Zadny anebo dva (jsou
symetrické); je tedy vidy a, =+ 0.

SloZenim obou inversi (I) a (/1’) obdrZime op&t involutorni kvadratickou

transformaci t¥idy prvni.

Véta 11. K¥ivka o rovnici (21), jejiZ koeficienty spliiuji podminku (20), reprodu-
kuje se dvéma inversemi a involutorni kvadratickou transformact t¥idy pront, kte-
réZto transformace spolu s tdentitou tvoft grupu.

- 7. Kvintika se miZe reprodukovat téZ dvéma inversemi, z nichZ kaZd4 m4
stfed v jednoduchém jejim bod&. DokéZeme existenci takové kvintiky typu Al
v piipads, kdy dva hlavni body obou inversi jsou spole¢né a stied jedné inverse
lezi na zékladni kuZelosetce druhé inverse. Tento vztah je oviem vzdjemny.

Zvolme dva spoleéné hlavni body za body O, O,, stied jedné inverse za bod
0,, stfed inverse druhé za bod J. Rovnice kvintiky m4é tvar

23(agxy + a,7,) + xg(boxi + bz, + byx;) + x:(coxi + clexz + chAx: +
+ ¢323) + z@swy(box} + by, + byxy) + zixy(aex, + ax,) = 0 (22)
a provedeme-li transformaci soufadnic
@y =, — Xy, Ty=Xy — Xy, Ty= 2,
kterou se navzdjem vymé&ni bod O; a J, musime obdrZet rovnici téhoz tvaru,
coz vede k podminkdm
ay + 6by + 3b,.+ by + 3¢y + 2¢, + ¢ =0,
a, + 6by + 3b, + by + 3¢z + 2¢3 4+ ¢, =0,
3bg+ b, +3c,+ ¢,=0, (23)
8b, + 4b, + 3b, + 2¢, + 2, =0,
3by + b, +3cg+ ce=0.
Jsou-li tyto podminky splnény, reprodukuje se kvintika (22) dvéma inversemi,
totiz ,
T = x;x; ) Tg = x;x; s Ty = Ty, (1"
B= (0 — )T, o= (@) — )T, = (@ — ) — ). (1)
SloZenim obou inversi v pofadi (I”), (/") obdrZime '

@ = (3] — @) 7y, T= (¥ — BT, Ty=27;, (m)
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v pofadi opaéném .

B = (B — @) ¥y, Ty = (2 — @), T= (2 — @)@ — ). (V)
Kvadratické transformace (IlI”) a (IV") jsou cyklické tietiho stupné a jsou
k sob& navzijem inversni; opakujeme-li tedy jednu z téchto transformaci

dvakrat po sobé&, obdrzime transformaci druhog. Slozenim na pf¥. transformaci
(1") a (IV") obdrzime involutorni kolineaci

’ ’ ’ ’ ’ ”
X)) =X3 — Ty, XTyg=Ty3 — %y, XT3=12T3, ‘ (V)

jejimz stfedem je bod J5, osou spojnice J,J,. Transformace (I”) az (V") tvoii
spolu s identitou grupu. Méme tedy vysledek:

V&ta 12. Kvintika o rovnici (22), v nts jsou splnény podminky (23) se reprodu-
kuje transformacems (1”) aZ (V"), je£ spolu 8 identitou tvoit grupu.

Rovnice zdkladni kuZelosed¢ky kvadratické inverse (I”) je i — z2, = 0
a inverse (IlI") zx, — 23 — w3 = 0. Ob& tyto kuZeloseCky se protinaji
v bodech 0,, O, a mimo to jesté ve dvou bodech, jichZ spojnice je piimka
Z, + %3 — x3 = 0, t. j. osa kolineace (V”).
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