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pro [t, 2y, «o0s ] € G
V theorii stability jsou potfebné také véty o nestabilité a to véta Ljapunovova a véta
Cetajevova. .

Ljapunovova v&ta III: Necht pro systém diferencidinich rovnic (1) exisiuje omezend funkce
V(t, 2y, ..., ®,) v oblasli G takovd, Ze jeji derivace vzhledem k systému dzferenczdlnich rovnic
1) splnuje vztah

av

a.—_-gVJrW,

kde 2 je kladnd konstanta a funkce W(t,\xl, ++0s Tp) je nezdpornd. Jestlie k libovolné malému
n > 0 existuje bod (¢, %y, ..., @), ¢ = 0 Z |23 < 78, %e platt V(¢ zy, ..., x,) > 0, potom

fedent ¢, = ... =z, = 0 jest nestabdni

vita Cetajevova. Necht pro systém diferencidlnich rovnic (1) existuje spojitd, omezend a
nezdpornd funkce V(t, 2, ,,, ,) v oblasti Q o téchto viastrnostech:

1. Budi% P oblast bodd. [t, x,, ..., x,] pro né£ V(t, ®,, ..., x,) > 0. Potom V(t, z;, ...,x,)

ov oV
md 8pojité parcidInt derivace TR " oblasti P.
Ly

2. K libovolnému o > 0 existuje f > 0, e pro vdechny body [t, x;, ... x,], pro né% plati

ar v W] 4
s eeny = 0, platt — = — —X; = 0.
V(t’ g xn) =06 > P az a +121 ax‘ i = ﬂ >

3. K libovolnému n > 0 existuje bod [z, ..., z,] spliujict £ ;12 < 72, pFi EemZ V (0, 2y, ...

cens @) > 0. | -

Potom trividint fedent soustavy (1) jest nestabilnd.

Obg véﬁy v pFipad¥ autonomnim obratil KrAsovsKIJ a v pfipad$ neautonomnim VREOS.
Ivo Vrkoé, Praha.

-0.POUZITI HAUSDORFFOVY MIRY V ARITMETICE

(Referat o predné¥ce akademika VosTECHA JARNIKA, pi‘ednesené v m&tematlcké obcx
pra.ieké dne 28. II1. 1955.)

. PfednésSejici se zabyval pouZitim Hausdorffovy miry na mno¥iny &eel, kterd sp]fiuji
jisté aproxunaéni podminky Nerrve defmoval vné]éi Hausdorffovu miru v prostoru
E(=123,...)

Budiz M podmnoima v E, a necht f(d) je funkce monotonng klesajici k nule pro d - 0.
Zvolme &fslo ¢ > 0 a pokry;me mno¥inu M posloupnosti a-rozmérnjfch krychli J,, J »
J3, ..., jojichZ hrany |J,|, ]J,l, || neptesahuji g. - .

Polozme
= inf 2 107,
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kde infimum bereme pro viechna mo¥né pokryti spliiujicf uvedené predpoklady. Kless.-li
e k nule, potom L, neroste a definujeme

9—40

u(M, f) nazyvame vyéjét Hausdorffovou mérou — pro strunost Hausdorffovou mérou —
mnoZiny M a snadno lze ukazat, e u(M, f) je vndjdi mira ve smyslu Ca.ra,théodoryové
Z!-e;mé plati:

Ne Mf—l—(——-)—>0 pro d—> 0.

f3(d)
Jestlize u(M,f,) > 0, pak u(M,fs) = oo,
jestlize u(M, f;) < o, pak u(M,f,) =O0.

Odtud speciélng plyne, %e u(M, f) = 0, jestliZe mnoZina M m4 konesnou Lebesgueovu

miru a jestliZe l—(—l — 0 prod — 0, nebot u(M, d?) je Lebesgueova mira mnoZiny M.

Hauedorffovou dimenst dané mnoZiny M — ozna¥me ji dimM — nazveme infimum ta-
kovych &isel 1A > 0), ¥e u(M, d1) = 0.

Piistupme nyni k pouZiti Hausdorffovy miry. Necht w(g) je kladné funkce definovan4
pro ¢ > 0 a necht (z,, ..., x,) je dané soustava redlnych &isel. Rikdme, %e soustava
(@4, ..., x,) pfipousti aproximaci w(g), jestliZe ke ka¥dému @ > 0 existuje FeSeni soustavy
nerovnosti

.................

kde py, ..., P;, ¢ jeou celd &isla, ¢ > Q. Jak zndmo, kaZd4 soustava &isel z,, ..., z, pFipousti
1

aproximaci
14+ —
q 8
Oznadme 4 (w) (B(w)) mnoZinu t8ch soustav (zy, ..., z,), kterd pripoustsji (nepfipoustsji)
aproximaci w(g) a pro nd% plati 0 < =, < 1, ..., 0 £ z, < 1. Zékladni vyznam mé tento
vysledek CHINCINUV (1926):

Necht w*(g) . ¢**1 — 0 monotonnd (g - ).
2] :
Jestlize [ q*w?(q) dg < o0, potom Lebesqueova mira mno¥iny 4(w) je 0;
1 .
. (-] N
jestlite [ q*w?(q) dg = oo, potom Lebesqueova mira mnoZiny 4(w) je rovna 1.
i

@
Jestlite tedy je [ q*w®(g) dg. < o0, potom je Gdelné vy¥etfovat mnofinu A(w) pomoei
1

Hausdorffovy miry. Tomuto tematu vénoval akademik Jarntk fadu prac.
Nejobecngjitho vysledku dosahl akademik Jarnik touto v&tou (1931):

Necht funkce f(2w(q)) je monotohni, F w*(g) dg < .
1
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Teatite [ f(20(0) ¢* dg < eo, pak uld(w), ) —0

Jestlie 1f f(2w(q)) ¢* dg = oo, pak u(4(w), f) = oo.

1 - 1 1 .
Odtud snadno plyne, %e dim A (7) =2 + pro o« > 1 + — a %o mno%ina A(w,) —
q o 8

— B(wy), ‘f'_iq_; — 0, je za jistych pfedpokladi neprazdna. '
(g '

[oe]
JestliZe [ ¢°w*(g) dg = oo, potom podle Chindinovy v&ty je Lebesqueova mira mnoZiny
i

B(w) rovna nule a tak je mo¥né studovat pomoci Hausdorffovy miry mno¥finu B(w).
Prozatim byl vySetfovan pouze ptipad ¢ = 1, nebot pfi dikazech se nelze obejit bez fe-
t8zovych zlomki. Touto tilohou se zabyval akademik Jarnfk okolo r. 1930,

Pak uvedl vysledek KurRzwEILOV z r. 1951:

7 1 . ' 9(g9(q))
Necht [ w(g) . g dg = co. Polotme w(g) = — a predpoklddejme g(q) - © a -
i 9% (9) 9(@)
— 1 pro g —» 0.
Definujme funkcs f(d):
1
Va

2 de

1
Potom plati:

- B(-1 )4 =0
”( (q’y(q))' ) -
1
# (B (3q‘g(q)) ’ j) -

Dokézat obdobnou v8tu pro 8 > 1 je stile otevieny problém a rozteSeni tohoto problé-
mu je jedna z moZnych cest, jak dokazat, Ze existuji soustavy &isel, které pripoutdji

-]
aproximaci ,(g) & nepfipoustdji aproxiriaei wy(q), jestliZe f’i(q)i - o0, if g*wy(q) dg = .
wqlq

Konetn8 akademik Jarnik hovofil o ndkterych zajimavych vysledcich EcoLESTONEO-
VYCH:
BudiZ ddna posloupnost pfirozenych é&isel ¢; < g3 < g3 < ... . Je-li u pfirozené &islo,

. . 1
necht n(u) je podet &fsel g;, kterd spliiuji nerovnost ¢; < w. Budi¥ « > 1 4+ — . Necht Z
8

znamené mnoZinu takovych soustav (z;, ..., Z,), Ze pro ka¥dé @ > 0 soustava nerovnosti

D 1
2 — — —,
q q*
P, 1
Zy — — —
q q*
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mé4 Felen, pti emZ p; jsou celd &isla, g je ndkters ¥islo z dané posloupnostl {e}2,89 > Q.
Nyni platf:

1 1
() s (= dimA(———)), jeli 221 S 11> 1, konst.),
x [0 2 ql

n

z>1

potom dimZ=—9—.~
.3

Necht ¢, < g3 < g5 < ... jo stéle pevnd dané posloupnost pfirozenych &isel. Necht {v}
je t. zv. lomen4 &4st &fsla v. HARDY a LirrLEwooD dokézali, %e pro skoro vSechna &isla =

mno¥ina &fsel {gx}, + = 1, 2, 3, ..., je hust4 v intervalu (0,1).
Pro 0 < a <1 necht M, je mnoZina takovych &fsel z, pro né% je lim {g;x} = «.

. i— ®©
Plati:
94+ 9i+1 .
Je-li == < K, pak mnofina M, je nejvyjde spoletnd, jestlize —— . —> 00 Pro ¢ — o,
9 ]

pak dim M, =1
Jaroslay Kurzweil, Praha.
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