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-”

O JISTYCH POSLOUPNOSTECH SKUPIN BODU NA KRUZNICI

LADISLAV KOSMAK, Praha. .
(Doslo dne 1. zafi 1954,) DT:513.183

Tato préce vznikla z podn&tu prof. dr KarrLa KouTsgkHO v jeho

_ seminéfi elementérni geometrie a obsahuje zobecn¥ni vysledku, které

uverejnil dr JosEr BREJCHA v pojednéani ,,Ctverec jako limita &tyf-

thelniku t&tivovych a teénovych (Prdce Moravskoslezské akademie
véd pfirodnich, 1952).

Uvodem krétce nazna¢ime obsah Brejchova ¢lénku. Necht je dana libovolns
kruzrfice a nechf posloupnost ¢tyithelnikii vepsanych do této kruZnice je defi-
novéna tak, %e jeji prvni &len je libovolny takovy &tyfthelnik a vrcholy kaz-
dého dalsiho jsou ve stiedech oblouki dané kruznice nad stranami piedchéze-
jiciho étyithelnika. V Brejehové praci se dokazuje, Ze posloupnost délek stran
téchto ¢tyithelnikd konverguje k &islu r}/2, kde r je polomdr dané kruZnice,
t. j. Ze ,,tvarem‘‘ se tyto étyFahelniky blizi étverci o strand rV2 tyto limitni
dtverce jsou dva, poloZené tak, e vrcholy jednoho pili oblouky dané kruZnice
nad stranami druhého, a v préci je uréena poloha téchto ¢tverci vzhledem
k prvnimu &étyfahelniku posloupnosti. K analogickym vysledkiim dr Brejcha
dochézi pfi vySetfovdni posloupnosti teénovych &tyfihelniki, kterou definu-
jeme, vychazejice z libovolného &tyfahelnika opsaného dané kruznici, tak, aby
se kazdy dalsi étyfahelnik té posloupnosti dotykal dané kruznice v jejich pra-
seticich se spojnicemi jejiho stfedu s vrcholy pfedchézejiciho étyfthelnika.

Nyni zobecnime uvedené vysledky methodou zcela odlisnou od Brejchova
postupu. Necht na dané kruznici je libovolné dano = bodi (n pfirozené). Pro
snaz§i vyjadfovani uéinime bez jmy obecnosti dalsich Gvah dva pfedpoklady.
Za prvé budeme piredpoklidat, Ze dand kruZnice je jednotkové kruZnice v ro-
viné komplexnich ¢isel. Piifadime-li kazdé komplexni jednotce A jeji ampli-
tudu Arg 4, 0 < Arg A < 2r, je tim zfejm& definovano prosté zobrazeni mno-
Ziny v8ech bodl jednotkové kruZnice na interval 0 < z < 2rn. Za druhé pted-
pokldddme, Ze pro dané body 4,, 4,, ..., A,_; na jednotkové kruinici plati

Arg A, <ArgAd, <... S Argd, ,.
Definujme nyni posloupnost {(A,,,, Aoty ey Aipin- 1)}, o uspofadanych sku-
pin bodd na jednotkové kruznici takto: pro ¢ = 0 skupinu tvofi dané body
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A4, 4,, ..., 4,_; dile za pfedpokladu, ¥e byla definovédna skupina (4,,,
Agni1s ooy Arnin-1) pro uréité celé k=0, necht pro body skupiny (4. 1)n,
A(k+1)n+1’ () A(k+l)n+n-x) je .

Arg‘A(kn.)uH = APS Akn+1 +b.0m, 1=0,1, von—1,
kde 0 < b < 1 a &, ; definujeme takto: poloZme

hiz) = Oproz =0,
h(z) =1lproz < 0;
paknecht prol =n — 1.
Cpnst = Arg Ay, — Arg Ay, i+ 2n . h(Arg Ay, — Arg Apns))
apro0=l<n-—1 ' "

Orn+1 = Arg Ayp 141 — Arg Ay + 27t A(Arg Ay yiy - Afg‘Aan) )
Pak platf:
Véta 1. Je

. 2:
!lm"‘d = ’,—E;

. j’g-li b= -g, kde p, q jsou nesoudélnd pfirozend &isla, pak posloupnost {4 7., md

prdvé ng hromadnych bodw, které jsou pron =1, ¢ = 2 soumérné sdrufeny podle
poldthu a v ostatnich pHipadech le%i ve vrcholech fistého pravidelného ng-ihelnika.
Je-li b traciondInd, pak kaZdy bod jednotkové kruZnice je hromadnym bodem po-
sloupnostt {A,}2.,. L 4 o _

Dikaz se opird o dalsf dvd véty, které nynf vyslovime a dokéZeme.

Necht N je mno%ina vSech pfirozenych, R mnoZina viech redlnych &isel; pro
z ¢ R necht E(x) je Gaussova funkce &isla z {,,celd &4st &sla z*). Necht déle pro
libovolné u e R, ve R, v == 0 je :

¢.(u) =B (%) . W
ro(u) = u — vg,(u) ; - » S (2)
tohoto oznadeni budeme stile pouiivé,t._ ’
Z¥ejmd plati: . - A 7
vro(u) =0, . L (3)

*) Ctenéf necht si uvddomf jednoduchy geometricky vyznam prévé popsané konstrukee:
z dané skupiny bodti dostaneme nésledujfcf skupinu tim, %e kazdy bod dané skupiny po-
otodime kolem stfedu jednotkové krufnice v kladném smyslu o thel, rowny b-ndsobku
stfedového thlu, pfisluejiciho k t&tivd, spojujici ten bod s nejbliZsim sousednim bodem
dand skupiny (pos;:sujeme-li o kruZnici v kladném smyslu). Cisla «; vyjadfuji pravé
velikosti t&chto stfedovych hli & je snadno patrno, fe pro n& plati rekurentni vztah

(pti ¢ 2 n)

R Co; = (1 —b)&x;_p + dxy_p41, neni-li ¢ 4 1 d8litelno n,
a . , DX4-n

' soeg = (1 = B) oy_p + B&y_gn1-» je-li 4+ 1 d¥litelno n.
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a je-li m celé, : ’ o S ’
qv(u + m”) = q‘:(u) +m, (4)

ro(u + mv) =71,(u). o (5)
Pro libovolné i e N, ke N poloZme
(i) = k(@) — (6 — 1)) (8)

pak plati
7,(¢) = 0, kdyZ ¢ nen{ d&litelno k ,

7,(i) = k, kdy% i je délitelno k .
Nechtbe R, 0 < b < 1, ne N anecht - ‘
a;eR pro 1=0,1,...,n — 1.

Pro kazdé h e N poloime _
ah = a,n(,,) . u » . (7)

Definujme posloupnost {p;}:%, tak, Ze '
pi=a; pro1=0,1,...,n —1,
Pi= (1 —0b)Pi—n+ bPi_pni1-r,a+1n ProieN,i =n.

ProieN,1 = n je ziejmé
0<i—n<i,
t—n4+1—1,(04 1)<
déle je .
t—n+1—-7,4+1) 20,
nebot . . o
1. neni-li 7 délitelno n, pak n > 1; budto 7,(¢ + 1) =0, a pak je dokazovans
nerovnost zfejmé, anebo 7,(t + 1) =n, t. j ¢ 4+ 1 je délitelno », a pak musi
byt ¢ 4 1 = 2n, z dehoZ plyne naSe nerovnost;
2. je-li ¢ délitelno =, je budto » = 1, a pak dokazovanid nerovnost plyne
z nerovnosti ¢ = n, anebo n > 1, a v tom piipadé 7,(i + 1) = 0.
Tim jsme dokézali, Ze definice posloupnosti {p;};>, je logicky korektni.

Vé&ta 2. Pro kaZdé celé nezdaporné ¢ je

w® (g (D\- ‘ o
p: = z (qﬂl(:)) ar,,(i)+kbk(1 - b)q"(‘)—k . (8)
k=0 ]
Ddle je
' 1 n-1
lim p; = ry ;0 @y SRS (9)

Dikaz. Vztah (8) dokédZeme tplnou indukei. Pro ¢ =0,1,...,n —1 je
podle (1) a (2) ¢,(t) = 0, r,(¢) = %, takZe (8) vskutku plati. Necht tedy ¢ =
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=n—1a pfedpoklédelme, ie (8) pla.ti pro viechna nezdpornd celd § < 1.
Potom je

Diy = (1 —b) ’Pt+1 n + bl’ua —n-Tlive) =

an(t+ 1-9) Al

(q::(‘l +k1 — n)) Bt 1mysk b1 — b)a,.(Hl—n)-lc +

=(1-b)

"‘““"‘z'"‘“”’ GG F 2 —n — 7,0+ 2) . |
: . .k Ta(i+2-n—1a(f+2) +k *

+ b

k=0
b"(l )q..(£+2—n (i +2))-k .

Z (1) aZ (6) plyne:
2a(t + 1 —n)——q,(c+1) -1,
i+l —n)=r+1),

Gali 2= = Tli +2) = gofi +2) —1— #=

'—qn("+2)—1—qn(7+2)+qﬂ(®+l)_—
=g+ —1,

n("+2*n—-1‘”(0+2))=2+2—n—tﬂ(z+2))—
L =g+ 2 —n =Tt 2) = .
=1+4+2—n—7,(0+2) —ng(i+ 1)+ n= .
=t+1—ng,(t+1)+1—1,(42)=
=ra(t 4+ 1)+ 1 — 7,(0 + 2),

a zarovein
rai + 2 —n — 7,0 + 2)) = ra(i 4 2),
takZe S : : »
1',,('&—*— 1)+ 1 —T"(®+2) 20 g (10)
Uz1tim téchto vztahu dosté.véme _ .
an(i+1)~1 -1 . . .
Pina = Z . (q”(t' k % )ar.(‘+1)+k br(1 — b)mC¢+D=k
k-o . - .
an(f+1)- 1 :
+ kz ‘(q,.(z +1)— )at.(¢+1)+1-fn(i+2)+kb 1(1 — p)m+D-1-%

a jeZto podle (6) a (7) je

. . a’r,.(i+1)+1»-r,,({+2)+k = ar,,(d+1)+1+k ’
je po jednoduché Gpravé

an(i+1)-1 +1 ‘
Pigg = z (q (' k) )“r,.(t#l_').‘ukbk(l _b)q,.(4+1)—k +

L an(i+1) y 41 __ 1 - . - .
‘+.k21 (q”(’];_i‘_)l )aﬁ(&l)‘_k br(1 _b.)c,..(i+1)—k -
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Wi+ D) [0 (5 :
— (Qn("’j' 1)) i1y ex DKL — b)mi+ -k

k=0

Tim je vztah (8) dokézan. | o
Ze (7) plyne, Ze (8) lze upravit na tvar

Z Qi) +k Z (kq_:_(i;l) pE+nt (1 _ b)_q"(i)_k_"l (11)

27r1

Polozme nyni*) w = e * ; ]e-h k celé, 0 =k< n, plati

-1
Z (1 —b + ba)m)qn(l) CO —km __
m=0 .
=ﬂzl qﬁ) (qu(i)) (1 _ b)an(i)-—t . bgw;nt_mk _

m= Ot 0
__a,.z(z) ”21 (Qn(")) _ b)q,,(i);t biwm(c-ic) —
e L t=p m=9 ) . . A

qg) (Qn(')) (1 — b)=®-t pt 2 wm(t k) _

m=0

(1) . q,,(i)—k—nl k+nl
nz (Ic+ l) b) .b ;

n-1 n-1

Pri celém s je totiz Zw"“’ = n, je-li s celistvy ndsobek =, jinak > o™ = 0
m=0

Podle (11) tedy

1 n-1 '
a vzhledem k (7) .

- n-1
2 20(1 — b — bow™)) = mE=Ta() | (12)

3]»—

S

Prom = Oplati |1 —b + bo™ =1;pro0 <m <m,n > 1je

1 —b 4 bom = |1 —b +beos ™™ 4 ibsin 77| —
n n ’

YR
=V(l——b +bcosz%m) :}-b’sin'z

n
. ) _ 2m
: ;Vl + 2b(b — 1) (1 — cos ——n—) .

*) Srovn. Netto: Lehrbuch"def Kombinatorik, str. 19.
A
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Jetto 0 <m <na0<b<y plag
0<1—cos2—7;ﬂ§2,

-

tudiz
01 +2b(b—1)(1—coszn7m)<1,

A 1 —b+4+bom <1.
Z (12) plyne (9) pro 7 = L je-lin > 1, je podle (12)

n-1

' 1
P = ’,;kzoak + 04,
kde

1" n-1 . ,
= 7; 2 z (1 —b -+ bw'")vu(i) - mE- ra(i)) .
k=0 "pTh

Oznaéme u nejvétsi z &isel 1 —b+ bw™ prom =1,....,n — 1, takie 0 <
S p<1; pak

1 n-1 n-1 7 n-1
led < -;golalk .m}_jl 1 — b + bom| &® < m»wk% |ax! » (13)
a jeito ‘
n-1
lim po® 2 lay| = 0,
i—»0 k=0
je také

lim |o;| = 0 = lim g,.
Tedy vskutku plati (9).

Vé&ta 3. Nechf {xn}n-1 je lzbovolna konvergentnt posloupnost redlmych Etsel.
takovd, Ze
limd, =d + 0,

n—>o

a necht fada
zl(d" - d)
konverguje a md soulet 0. Kdyf ce R,c + 0 a

= by,
nechl -

= 7‘,(8,,)
Budi# Z mno¥ina vdech hromadnych boda poaloupnoah {2n}n~1 @ Z* mnofina vdech

tsel r,(z) pro z e Z. Pak plati: je-li ’7. = —q—, kde p, q j80u nesoudéInd pFirozend
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Sisla, md Z* prdvé p proks, a sice &isla r(md + o), m = 0,1, ..., p — 1; je-ls

5— iraciondInt, je Z* totoind 8 mnofinou vdech &isel x € R, pro néE plati 0 <

S xsgne <.
Dukaz. Je
z(d — d) = lim (s, — nd)
tedy
lim (8, — (nd +0)) = 0. (14)
Necht za prvé —:l—l = g, kde p, ¢ jsou nesoudélni pfirozend ¢isla, a necht m je

libovolné celé &islo takové, ze 0 < m < p. Je-lir (md + o) + 0, oznadme y nej-
men#i z ¢isel ‘
|re(md + 0)|, |c — ri(md + 0)]|,
takie 0 <y < [c].
Podle (14) existuje n, ¢ N tak, Ze pro viechna n > ny, n e N je

I3m+np ——(m-{—np)d "Ul <7v.
- Potom v8ak ziejmé

9o(Sminp) = 4e((m + np) d 4 o),
a tedy pro n > ng, ne N
l8m+ma —(m 4 np)d — UI = lrc(smMm) — ro(md 4 U)‘ ’

takze podle (14)
lim 24 np = 7,(md + 0) .

n—w

Je-li r(md + o) = 0, oznaéme N, mnoZinu viech takovych n ¢ N, pro néz
l'rc(sm-i-np)l < ICI
Ng = N — Nl .
Aspoti jedna z mnozin N,, N, je tedy nekoneén4; jestlize je to N,, pak, jeito
11F®)] — o] - 0(8msn) — 2el(m + D) & + O)]| < |8minp — (m + np) d — o],
je vzhledem k (14) pro skoro viechna 7 e N, ’
qc(Bmenp) = Qc((m + np) d+ a),

takZe posloupnost {2, ny}n.1 mé hromadny bod 0.
Je-li mnozina N, nekoneén4, dokéZe se snadno, Ze pro skoro viechna n € N, je

qe(Sm+np) = gol(m + np) d +0) —c,
tedy posloupnost {z, . «p}n-1 mé v tomto piipads hromadny bod c..
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UvaZme nyni, %e kdyZ m, < m, jsou celé &isla takovi, Ze 0 < m, < p,

0 < my < p, pak ,
| rimyd + 0) * ri(md + o) ,

nebot jinak by &islo
g_ (m, — mz)l - g(m, ; m,)
bylo celé, coz neni mo#né. Existuje tedy nejvys jedno celé ¢islo m takové, Ze
0sSm<paier(imd+o)=0. _ 7 '

Déle je zfejmé, Ze posloupnost {z,}7_, nem4 jinych hromadnych bodi ne#
hromadné body posloupnosti {z, , np}n-1 m = 0, 1, ..., p — 1. MnoZina Z* tedy
obsahuje pravé p prvki, a to &isla

re(md 4+ ¢) pro m =0,1,...,p — 1.

Necht za druhé —‘% je iracionélni. Pak mnoZina v8ech &isel ,(¢ + nd) pron ¢ N
je husté v intervalu mezi &sly 0, ¢ (viz na p¥. JARNiK, Diferencidlni podet, str.
71, evid. 5) a z toho podle (14) snadno plyne tvrzeni véty 3 pro iracionalni 5—

Vrafme se k ditkazu véty 1. Jezto pr(; ¢leny posloupnosti {&;}i, plati pii
1 = n rekurentni vztah

o= (1 —b)oxs_p+ bo‘i—n+1—1,,(i+1)
(viz poznémku pod &arou na str. 300), je podle vty 2
fim o, — j .
L Kp =

{—>

Déle pro kazdé celé nezépoi'né kje

x
Arg Aypiy = "2n(2b0‘z+in) , L=0,1,...,n —1
=0 A

a tedy podle (13) fada > (a‘ — 27") absolutné kon{rerguje.
i=0 .
Podle véty 3 tedy plati: je-li b = l; , kde p, g jsou nesoudélné px'"irozené ¢isla,

m4, posloupnost {Arg (Axm+ )} 20 Dim ( o7 hromadnych bodu, pfi éemz D(n, p)

znadi nejvéts spoleény délitel &isel u, p.

Viimnéme si nyni, Ze vepi#eme-li do kruZnice opsané pramdelnému n,-ahel-
niku pravidelné n,-tGhelniky tak, aby kaidy vrchol n,-thelnika byl vrcholem
nékterého z téchto n,-thelniké, pak podet riznych vrcholi, které tak na krui-
nici dostaneme, je roven nejmensimu spole¢nému ndsobku &isel n,, n,, a tyto
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body jsou na kruZnici pravidelné rozloZeny. Posloupnost {4,};., mé tedy pro
b= % (p, ¢ nesoudélné piirozend éisla)

nq ni _ " =
P n)“ Dn, py P =™

D(n, p) ’

hromadnych bodd; v pfipads iracionalniho b je kazdy bod jednotkové kruznice
hromadnym bodem posloupnosti {4,}%.,.

Véty, obsaZené v této praci, lze jesté dale v n¥kolika smérech zobecnit. Cést
vysledkit je moZno kratce dokézat jinou methodou; o tom pojednéd ing. dr
JArosLAv HAJEK v poznamce, jiZ navazZe na tento ¢lanek.
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