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Casopis pro p¥stovarni matematiky, rot. 79 (1954) -

1
NEKTERA UZITf CISLA sup |a,|*

ZDENEK KOUTSKY, Prahs
(Doslo 15. iinora 1952.) DT:551177:59212'2

. 1

V této préei je s pomoci &isla sup |a,|* (viz [1]), kde a, jsou koefi-
cienty mocninné fady, v diukaze existenéni vty feSeni diferencidlnich
rovnic sestrojena jednoduchd majoranta a methodou obdobnou Cau-
chyov$ ziskén odhad poloméru konvergence fady, kterd diferencidln{
rovnici feSi, pii 6em¥ tento odhad nelze jiZ zptesnit. Odhad plati i pro
funkee v jistém oboru neomezené. Déle je sestrojen systém mocninnych
fad, jeho# inversnf systém mé v urdité t#id& nejmensi obor konvergence.

1. Necht v okoli (0,0) je definovana analytickd funkce komplexnich promén-
nych f(n, ), jiz tedy je mozno rozvinout v Taylorovu fadu. Potom o diferen-
cidlni rovnici

dp _ . .

ar = f(n, 2) (L,1)
8 pocateénimi podminkami
plati zndma existendni véta: Ewxistuje prdvé jedna analytickd komplexni funkce

n komplexni proménné C, nabyvajici v bodé { = 0 hodnoty n = 0 a vyhovujici
rovnics (1,1). . .

Tuto vétu dokdZi nyni methodou, obdobnou Cauchyové [2]. Dostanu jedno-
duchou majorantu a odhad polom¥ru konvergence Fady, jex fei rovmici

(1,1). Tento odhad nelze dédle zpfesnit a plati (na rozdil od Cauchyova) i pro funk-
ce v jistém oboru neomezensé.

Méam tedy dokazat, Ze existuje funkce

1 (d™y
=08+l + .. a4, (“”=%7(327>c o) (1,3)
majici vlastnosti uvedené v existenéni véts.
Rozvedu-li funkei f(n, {) v Taylorovu fadu Za;n'(* -a dosadim-li pak
: i

k>0

do (1,1) fadu Z«,{* za n & Fadu %iaif‘—'l za ((—11% , dostanu na obou stranach
f=1 f=1
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mooninné Fady v proménné {. Srovndn{ koeficientd u stejnych mocnin {
mi umoZn{ urdit vztahy mezi koeficienty «, a a,,.

Nynf najdu kladnou konstantu ¢ tak, aby platilo

* 1 1 [ o¢+%f
@l ¥ < g (a"‘ - ilkl(@n‘ack)q=o) (1,4)
$=0
pro viechna celd nezdpornd ¢, k. Takové g jisté existuje, protoze, kdyby

1
posloupnost |a;|¢**+! nebyla omezena, nebyla by ¥ada v 7, { pro Zadna
dvs &isla 7 + 0, ¢ + 0 konvergentni. K (1,1) utvof{m majorantni (srovné-
vacf) diferencidlnf rovnici

%=g+g’(H+C)+g3(ﬂ’+HC+C2)+... (1,5)

a budu ji fedit fadou
H=p{+ 0%+ ﬂs;" + ... (1,6)

Vztahy mezi 8, a g uréim stejnd jako vztahy mezi «, a a;. Déle se snadno
zjisti pomoci prévé uréenych vztahi, Ze je pro viechna n

|otal < B - (L,7)

Rada (1,6) je tedy majorantou fady (1,3). Nésledkem toho m4 _(1,3) polomér
konvergence, ktery je v&t&i nebo roven poloméru konvergence fady (1,6).

Pokud || < -z;— , [ H| < —;— , mohu psat (1,5) ve tvaru

dH g
¢ (1 —gH)(1—g0)’

Tuto diferenciéini rovnici snadno fesim separa.oi proménnych s vysledkem

(1,8)

H — }gH? = log ——~ T—F T konst. (1,9)

C
Integraéni konstantu v (1,9) uréim tak, Ze pro log (1 — g¢) volim tu hodnotu,
jeZ pro { = 0 je rovna nule, a dosadim do (1,9) za podminek (1,2). Je konst. = 0.
Tedy

H——iv ~log—— - (1,10)

Vzhledem k (1,2) plati pouze znaménko minus. Pokud || < %, je logaritmus

analytickou funkef. Rozvétvovaci bod odmocniny a tedy i funkce je pro

1
1 1 P 1 _e—ﬁ
log T—gz = gg 4ili pro{=—"—. (L1
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Mocninn4 fada (1,6) pro H tedy konverguje, pokud
1 —e
g
a tedy i fada (1,3) mé polomér konvergence

¢l <

-1

0> —ge v (1,12)
Tento odhad je nejlepdi moZny, nebot pro specidlni funkei f (na p¥. fadu
v (1,5) je pFesny, t. j. pro ¢, kterd jsou v prosté hodnoté v&tsi net mez (1,12),
fada (1,6) diverguje. Z (1,8) plyne, Ze funkce f(n, {) nemusi byt omezend pro

1 1

<=, <-.

t < g Il <

Pozndmka: Dikaz unicity je shodny s dikazem Cauchyovym.

2. Budiz dén systém mocninnych fad

Wy = G2y + 2y + Zagizy

wy = byzy + byzy + Thy2idg .
Necht ob& mocninné fady systému (2,1) konverguji v jistém okoli bodu (0,0).
Budiz dale

(2,1)

D = ayoby; — tybye + 0. o (2,2)
Potom Jacobiiiv determinant je v poéatku od nuly rizny a existuje tedy
inversni systém mocninnych fad
2, = oy + oy, + Sxgwiug,
2y = Pry + Borws + Zhawiw},
jeZ jsou opét konvergentni v jistém okoli bodu (0,0).
Poznémka: Ctensi snadno zjisti, %e za predpokladu D > 0 jsou &fsla
&195 o1 Pros Bor V systému (2,3) nezdpornd, pravé kdyz v pavodnim systému
(2,1) plati a;g > 0, by, > 0, @y, < 0, 5,0 < 0.
Mgjme nynf systém S tvaru (2,1), ktery mé tyto vlastnosti:
a) a4, by jsou pro ¢ + k=1 redlnd a pFitom a, > 0, by, > 0, ay; < 0,
b 0;
b) D = a,ebg; — g1b10 > 0.
Oznadme dale

(2.3)

1

1
g1 = Sup |ag|**®, gy = sup |bylt*E .
f+k=12 f+k22
K systému S utvoime t¥{du 7' vSech systémi
w, = a;(,z1 + a}lzg + Ea.;,,z{z’,' , (2,1a)
wy = byezy + byizs + Tz, ’
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kde a;,, by, jsou komplexni &fsla, pro n¥% plati
c) |ag = laikl |bix] = |bal pros + k=1,
d) |ag| < 91 kbl S git¥proi + k> 2.

1
+k

(Vztah d) bychom mohli zapsat té% takto: Je-li g; = sup la,kl yje i< ¢y

a podobne pPro g,.)
*~ V&imn&me si, e pro libovolny systém z t¥idy 7' plati

. [a;'ob('u — Agibio| 2 |@10b0r] — |a:ub;ol = @by — Gp1b10 > 0,
takze ke kazdému systému ze tiidy T existuje systém mversni
" Platf nyni tato vita:
(V) Ze vdech inversnich systéma, utvofenyjch k systémim t¥idy T, md ten systém

nejmendt obor konvergence, ktery je inversnt k systému

= Gy2; + G122 — zghkz{z’; ) ‘
b b J— z i+k i .k (2’4)
wz = by?; + 0912, Ja %123 -

. Pozndmka: Spliuje-li pivodni systém § podminky D <0, a, < 0,
b(,l <0, @y > 0, by > 0, mizeme stejnym zplsobem utvoriit tiidu 7' a dokazat
1ro ni vétu (V).

Pro dikaz této véty potfebuji dvé pomocné véty.
« Vita 1. Budte c,y, ¢y kladnd, ¢y, ¢sy, K, K, nezdpornd &sla. Necht ¢,,c,5 —
*—€1565 > 0. Necht cy,, K; jsou komplexni &isla, pro nét platt |cy| = cg,
|K;| £ K, (i, k = 1, 2). Necht éisla x,, x,, x;, 25 vyhovujt vztahtom .

C13%y — C1a®y = K,
—Cy %yt €%y = K, ,

cux; + ci,x, K, ,

ey + €%y = Ky .

te 3
AN

Potom 2| £ 2, 3| < .
Tuto v&tu snadno dokdzeme pfimym vypoctem.
Véta 2. Ka#dd dvojice koeficientis oy By vyhovuje soustavé®)

axoo‘n: + apfa =4, . :
2,5

bioxix + bfux = B, ‘ (2:5)
kde pro i + k > 1 platt

A —_— za.pq ﬁlaj.l,:ﬁlﬂ'nsm ’
N= m==
pFi femZ

Ey,,-{—Er,,,—z 51,,—}—28,,,—70 p+g>1,

=1 n=1 m=1
\

*). Rozumf se, ¥e a;;, by se vztahn)i k ndjakému systému tvaru (2,1) a oy, Bix k pH-
slunému inversnimu systému tvaru (2,3).
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a kde B md analogicky tvar, jen misto a,, pt&i by; prot =1, k=0je A =1,
B=0,proi=0,k=1j¢e A =0,B=1.

Tuto vétu nahlédneme, dosadime-li ze systému (2,3) do systému (2,1)
a porovname koeficienty u wjw}.

Pozndmka: Ze vztaht i(j,. + 1) + i(rm +8p) =14k jut+l,=1,
n=1 m=1

Tm + Sm =1, p + ¢ > 1 plyne, %e v soudtu, kterym je urleno 4, je vidy
Intla<t+ k,rpm 4 8y <1+ k. Zname-li tedy oy, 85 proj +1 <1+ k,
muzZeme z (2,5) vypoditat o, B
A nyni dukaz hlavni véty (V). Zvolme libovolny systém z t¥idy T o koe-
ficientech ay,, by,; prsludny inversni systém necht md koeficienty oy, i
Necht o}, ¥ znadi koeficienty systému, ktery je inversni k (2,4). Staéi zfejmé
dokézat, ze pro viechna 4, k plati
Joiel < o 1Bl < B - (2,6)
Z vét 1 a 2 plyne ihned, Ze ténto vztah plati pro ¢+ + k& = 1. Zvolme nyn{
indexy ¢, k, kde ¢ + k > 1, a predpokladejme, Ze vztahy (2,6) jsou splnény
pro viechny dvojice indexi, jejichZz soudet je mensi nez ¢ 4+ k. (Podle tohoto
predpokladu jsou tedy o}, B}; nezdporna. &isla, pokud j + ! < 4 + %.) Pravé
strany rovnic tvaru (2,5), z nichZ potitdme &, B (resp. &y, Biz), oznaéme

A*, B* (resp. A’, B’). Jsou-li a},, b, koeficienty systému (2,4), je ak, = — g?*°,
b}, = —gi %prop + g > 1; A* (a podobn& B*) je tedy soudtem nezépornych
¢isel. Protoze podle d) plati |a,,| < 97+ = —ak, “|boe < 570 = — b},

a protoze podle indukéniho piedpokladu je |ag| < ofy, |85l < % pro j +1 <
<i+4k, je A’ (vesp. B’) souttem &isel, kters maji prostou hodnotu nejvys
rovnou odpovidajicim ¢islim, jejichZ soucet je A* (resp. B*). Je tedy |A'| <
< A%, |B'| £ B*; podle véty 1 plati té2 |ag| < o, |Bi] < B, coZ bylo do-
kézati. Systém inversni k (2,5) je tedy majorantni ke vem ostatnim inversnim
systémim a mé proto nejmensi obor (absolutni) konvergence, jak pravi véta
(V).
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