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Casopis pro p&stovini matematiky, rok. 79 (1954)

0 AXTALNICH A DUALNE AXIALNICH SYSTEMECH CAR NA PLOSE
V 8,;, OBSAHUJICICH KONJUGOVANE SITE

JOSEF BREJCHA, Brno.
(Doslo dne 17. prosince 1953.) DT: 513.621

V préci ,,Sistemi coniugats e sistems assiali di linea sopra una super-
ficte dello spazio ordinario** (Bolletino dell’Unione Matematica Italiana,
Febbraio, 1924) fesi E. Bompiani otdzku, existuji-li na plode S v S, kon-
jugované sits, obsaZené v systému axidlnim. RozieSil zejména otédzku,
kdy t&chto konjugovanych systém je jednoparametrické soustava
a dokézal, ¥e je to moZno jen tehdy, kdyz S je konstanint stiedni pro-
jektivnt kfivosti —16 a awxidini systém je indukovdn kongruenct Iy
Greenovych hran.

V dalsim se fe8i obdobné otézky s tim rozdilem, Ze se klade pod-
minka, aby jedna soustava konjugované sité ndletela do axidiniho sys-
tému a druhd do axidlniho systému reciprokého. Je-li takovych siti
jednoparametrické soustava, pak plocha S je Cechova plocha o projektivnt
kfivosti —2 a Iy je jejt kongruenct Wilczynskiho direktrict.

Otézka je podrobn& studovéna téZ u ploch pifmkovych.

I. Budiz Zyy = P® + Oy, + B2, , (1)
Zop = Poa + YTy + Oz, ,
soustava parcidlnich dif. rovnic, jiZz vyhovuji normélni Fubiniovy soufadnice
(@ = log By) bodu z nepiimkové (By = 0) plochy S trojrozmérného projek-
tivniho prostoru, vztaZené na asymptotiky.
Ke kazdému bodu « plochy S pfidruZme jim prochézejici pfimku [, a v jeho
teéné roving lezici pfimku l,, jez jsou definoviny jako spojnice bodi
X, Ty, — ax, — bz, , (2)
resp. dvojice bodi
' z, —bx, x,—ax, (3)
kde a, b jsou funkee asymptotickych parametrt u, v. Snadno se vidi, Ze I,
1, je dvojice polér v zdkladni!) polarité; proto kongruenci I'; pfimek I, a kon-
gruenci I', pfimek I, budeme nazyvat kongruencems: reciprokyms.

1) T.j. v polaritd vzhledem k Lieho kvadrice bodu z. Viz Fubini-Cech, Lagéométrie
projective différentielle 1931, str. 64.
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Kongruence I'; resp. I', indukuje na plose S systém X, axidlnich &ar, resp.
systém 2, dualnich axialnich éar, definovanych takto:

Cara O, na 8, nalei do systému X, kdy% v kazdém jejim bods z jeji osku-
laéni rovina prochéazi pfimkou /;, bodu z.

Duélné ¢ara C, na S, nalezi do systému X,, kdyZ bod vratu?) te¢né roviny
jejiho bodu z lezi na I,.

Vyjadiime-li tyto podminky, vychézi snadno, %e ¢ara v = v(u) nélezi do
2, resp. do X, kdyz

v =— ﬂ + (@v - 2b)v’ - (@o - 2”’)”’2 + 7’”'3 ’ (4)
resp. kdyz
v =B+ (0, — 2b)w' — (O, — 2a)'2 —yv'3. %)
Otézku, kterd je FeSena v tomto ¢lanku (v ¢asti II. i pro plochy piimkové),
Ize nyni formulovati takto:

Existuje plocha 8 a k ni pFidrufend dvojice reciprokych kongruenct I'y a I,
tak, aby indukovany axidlni systém X, obsahoval jednu soustavu a indukovany
dudlnt axidlnt systém X, druhou soustavu konjugované sité L éar na S?

Bud .
v'=M(u,v), M+0 (6)

dif. rovnice soustavy L, ¢ar na S
a
v = — M(u, v) (7)

dif. rovnice druhé soustavy L,, kterd spolu s prvou tvoii konjugovanou sit
L.
Ze viechny &ary soustavy' L, nalefeji do X, je vyjadfeno parcialni dif.
rovnici pro M
M, + MM, =—p+ (0, — 20)M — (0, — 2a)M* + yM? ; (8)
obdobné vyjadiuje rovnice
— M, + MM, = f— (0, — )M — (0, — 2a)M* + yM>,  (9)
%e tary soustavy L, nalezeji do Z,.
Odeétenim a seétenim rovnic soustavy (8), (9) vychdzi nova soustava
M,=—p+ (0,—20)M (10)
M, = M[— (0, — 2a)] + yM? (11)
s jedinou podminkou integrability My, = M,,, t. j.

.B(@o - 20’) + ﬂo + 2(“10 + bv - ﬂ?’ - @uv)M + [7(014 - 2b) + 7u]M2 =(102)
Z ni je patrno, %e pii obecnych S, I';, I'; neexistuje Z4dns konjugovand sff
L &ar na S pozadované vlastnosti; ve zvlaStnich pfipadech muZe existovati

3) Point de rebroussement, Fubini-Cech, 1. ¢., str. 109.
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jedna nebo dvé takové konjugované sité podle toho, vyhovuje-li jeden nebo
dva z kofenil rovnice (12), kvadratické v M, soustavé (10), (11).

V ptipadé, Ze (12) je splnéna identicky v M je

: B(O, — 2a) + B, =0,
ay, +b,—py—06,,=0.

Z prvych dvou téchto rovnic vychazi

20— 0, + % — (log By)s + (log B), = (log %) ,

% = 0, + y; — (log By)u + (log )y = (log fy™)u’s

t. j. zavedeme-li oznadeni
Y= (IOg ﬂzy)v’ Y = (log ﬂyz)u ’

a=4%y, b=4%p. (14)
Kongruence I'; je tedy vytvoiena piimkou

l, = [, %y — $y2, — toz,] ,
t. j.8) kanonickou pFimkou (prvého druhu) s A = — %, t. §. prvou Wilczynského
direktrict, kdezto I, je vytvorena druhou direktrici. Zatim co prvé 2 rovnice
(13) uréuji I, I, z tfeti vyplyva

bude

t. 7. plocha 8 je Cechova plochat) o konstantni projektivni kfivosti — 2. Srov-
ndnim se soustavou rovnic pro g na str. 151 cit. knihy*) (kde je klasti m =
= — b, l = — a) vychézi, %e soustava rovnic (10), (11) je s nf totoZna, kla-

deme-li M = —:; Z Liouvilleovy rovnice (15) pro fy plyne, Ze transformaci

asymptotickych parametri lze dociliti, aby bylo

By = (w + v)-2. (16)
Necht By spliiuji rovnici (16). Pak 1ze klasti
1k—u 1
) A
k J
4 kiz wte , k = konst. (16a)
'M-_“ﬂ'u+v(u+?,])’

8) Fubini-Cech, 1. c. str. 100.
4) Pubini-Cech, Geometria proiettiva diferenziale I, 1926, str. 151,
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Vysledky shrnaje v&ta 15):

Je-li ddna obecnd plocha (nepfimkovd) S a na ni axidlni systém X, a dudlnt
axidlnt systém X, Ear, neexistuje obecné Zddnd konjugovand sit L, jejif jedna
soustava éar ndleft do X, druhd do X,. Ve zvldStnim pFipadé mohou existovat
jedna mebo dvé takové sité. Aby bylo moino édry systému X, rozlofiti na jedno-
parametricky systém soustav ar, které ndlefeji do X, s konjugovanymi sousta-
vamt, ndlefejicimi do X,, must plocha S byt konstantnt projektivnt kiivosti — 2
a kongruence, indukujict na S axidlni systémy X, X, jsou vytvofeny prvymi
resp. drubymi Wilczynského direktricemi. V tomto pFipadé, jsou-li asymptotické
parametry u, v voleny tak, aby platila rovnice (16), ndlezeji édry soustavy o dife-
rencidlni rovnici (6) resp. (7) do 2y, resp. X, je-li M ddno kteroukoli z rovnic
(16a) s libovolnym k.

Il. Nyni predpokladejme, Ze 8 je plocha pfimkova a to — nema-li otdzka
ztratit smysl — nikoli rozvinuteln4.

Necht bod = = y(v) + uz(v) pfi konstantnim w vidy vytvafi asymptotiku
plochy 8; také &ary C, resp. C, nileZeji soustavé asymptotik (nepiimkovych)
plochy 8. Naopak ¢éary u, t. j. v = konst., jsou tvofici pfimky plochy. Faktor
homogenity pfimkovych soutfadnic a parametr v lze vidy normalisovat tak,
aby determinant ze soufadnic bodt ¥, z, y', 2’ byl

Wz y7) =0, (0*=1) (17)

a aby mezi koeficienty 4, B, C soustavy diferencialnich rovnic

y'=—@B+jy+ 4z, (18)
2 = —Cy + (B—ik,
jiz vyhovuji y9(v), 29(w), 1 = 1, 2, 3, 4),
platil vztah
B2 —AC = ¢, (18a)

kde &2 = 1, nebo ¢ = 0 podle toho, jsou-li fleknodalni ¢ary plochy rizné &i
nikoliv (éarky znad¢i derivace dle v). Neménice smysl oznaceni a, b z ¢asti I
muZeme piedpokladat, ze kongruence I je tvofena piimkou, spojujici body

z, —az — by’ + (1 — bu)’ (19)
nebot zde je
Ty =2, Xy =0, T, =1y + uz’
Ty = Y" + u2" = (20)
= (—B—7j + Cu)x 4 (4 + 2Bu + Cu?), ,

pii éem% posledni rovnice plyne z (18).

5) Srovnejsvétou E. Bompianiho v Bolletine dell’'Unione Matematica Italiana, Anno
IIT, N. I — Febbraio 1924.

.
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Oznadéime-li jesté fleknodalni kvadratickou formu plochy S
A + 2Bu + Cu? = F(u) (21)
(kterd je identicky nula pouze je-li § kvadrika, coZ vylu¢me), indukuje kon-
gruence I'; na § axidlni systém ¢ar o diferenciilni rovnici
u" = 2bu'? — 2au’ — F(u), (22)
zatim co reciprokd kongruence I', indukuje na S dudlni axidlni systém c&ar
o dif. rovnici

u” = 2bu'? — 2au’ + F(u). (23)
Bud nyni
w = Mu,v); M+0 ' (24)
diferencidlni rovnice soustavy L, ¢ar na 8, kdeZto
w = — M(u, v) (25)

dif. rovnice konjugované soustavy L,. Nechf prvd soustava této konjugo-
vané s{té L nalezi do 2, druhé do Z,. Podminky pro to obdrZime z rovnice
(22), kam klademe

w=DM u =M+ MM,,

a z rovnice (23) pro v'=—M, u" =—M,+ MM,. Vychazi soustava
rovnic
M,+ MM, = 20M? — 2aM — F(u) , (26)
—M,+ MM, = 2bM? + 2aM + F(u),
z nich% sedtenim a odedtenim vznika soustava
M, = 2bM,
M,=—2aM — F(u). } (27)
Podminka integrability M,, = M,, zde dava
oF (u) ba | Ob\ .
- —2bF(u)+2(%+%)M_o. (28)

Na rozdil od obdobné rovnice (12) v &4sti I. je rovnice (28) pouze linedrni
v M,
Aby byla splnéna v M identicky, je tieba, aby bylo
OF (u)
ou

— 2bF(u) =0,
ob  Oa
'5;}' + 5&- = O .
Odtud vychézi

b — 1 0log F(u)
) ‘ou ’
sa __ob_ 1 olog Flu)
ow w2 ouow (29)
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t. j.
1 2log F(u)

kde V je funkce pouze parametru v.
Soustava (27) umoziiuje k a, b, danym vyrazy (29), (30), uréiti M. Skuteins
Z rovnice
M, — 218 F(w) 4

“ ou
plyne
M =V,F(u), (V, =+ 0funkce pouze ). (31)
druhd z rovnic (27) ddva
__1+n
V'===3p,

Odtud vychazi vé&ta 2:

Na dané nerozvinutelné, nekvadratické pFimkové plode S existuje nekoneéné mnoz-
stvt axidlnich systéms X, jejichi Edry lze uspofddati do nekoneéného mmoZstvi
soustav L,, k nimZ konjugované soustavy L, ndleZeji do X,. Urceni takového
axidlntho systému zdvist na jedné funkci jedné proménné.

Z této vty plyne, Ze existuje nekoneéné mnoZstvi kongruenci I'j, jejichz
paprsky tvofi komplex Iy.

Studujme ony soustavy paprskd 1, komplexu Iy, které

a) pfi pevné zvolené funkeci V prochdzeji body pevné tvorici piimky (yz)
plochy 8,

b) pfineurdeném V prochéieji pevnym bodem z = y + wuz plochy 8,

c) pfi neuréeném V prochazeji body pevné tvorici pfimky (yz). Je mozno
psét podle (19), (29), (30):

ll={y+uz,[iﬁgg__@)__y]z__l_ 0 log F(u) o

2 ov 2 ou
1 olog F(u)\ ,

t. j. nehledime-li na faktor homogenity

L={y+ue [}4'+ 2Bu+ C'u?)—V(4d 4 2Bu + C'uz)]z
— (B + Cu)y’ + (4 + Bu)'},
t. .
L=+ u, y+uw), (33)
kde ¥ a z jsou na u nezdvislé body

Y= (@34 —VAr—By + Az,
z2=—@3C"—V0y+ (B —2BV): —qy + Bz,
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Vychézi odtud

a) pfi pevnd zvoleném V piimky kongruence I';, protinajici pevnou tvoiici
pfimku (yz) plochy S, vytvoiuji regulus resp. rovinny svazek, jakoZto misto
spojnic pFidruzenych bodd y + uz, ¥ + uz v projektivité bodovych fad na
piimkach (yz), (¥, 2)%), jez jsou

«) mimobé&zkami pfi riznych fleknodech,

B) rtznob&zkami pii splyvajicich fleknodech na (yz).

b) Jsou-li u, v pevné a ¥V proménné, opisuje I, rovinu

#=1[y,2,— By’ + A2’ + u(— Cy’ + Bz)]. (34)

«) Pokud jsou oba fleknody na (yz) rizné, opisuje rovina u pfi ménicim se
u svazek o ose (yz), projektivni s fadou bodd y + uz na (yz), pfi ¢emz flekno-
diim jsou piidruzeny roviny fleknodalni.

B) Jestlize viak fleknody na (yz) splyvaji (na p¥. v bodé y, takze A = B = 0,
C = 0), je rovina u pevnd [za uvedenych predpokladi u = (¥, 2, ¥')] a ztotoz-
fiuje se s rovinou fleknodélni.

¢) Méni-li se u, V p¥i soudasné pevném v = v,, ptimky komplexu Iy vy-
tvoruji

«) pii ruznych fleknodech na (yz) specidlni linedrni kongruenci o ose (yz),

B) pfi ztotoinujicich se fleknodech pifimkové pole, jehoz nositelkou je ro-
vina fleknodélni.

Snadny, plné analogicky rozbor struktury reciprokého komplexu Iy zde
pomijim.

Ukontivie takto studium soustav p¥imek komplexti Iy resp. I'y v bodech,
resp. v teénych rovindch pevné tvotici pfimky (yz), pfedpokladejme, Ze (yz)
se mé&ni na S. Rovnice (31) pak dava pfi pevné volbé funkce V, promé&nné v
diferenciadlni rovnici soustavy L, a pfi —V, soustavy L, konjugované
sité L tak, Ze ¢ary z L, nalezeji do X}, ¢ary L, nalezeji do X,.

Obg diferencidlni rovnice

. u' =V, F(u) (35)
w =—V,F(u) (36)

soustavy L,, resp. L, jsou Ricattiovy; proto L, i L, patii mezi soustavy &ar
na nerozvinutelnych pfimkovych plochidch, nazvané 0. MAYEREM?) soustavy R.
Jsou to vSak soustavy R specidlni tim, Ze bud dvojici jejich zdkladnich kii-
vek (t. j. mista bodl, ve kterych se éara soustavy dotyka asymptotiky) jest
dvojice fleknodéalnich éar plochy, jsou-li rtizné,
nebo, jestlize fleknodalni &ary splyvaji, éary soustavy L, i L, maji ve flek-
nodech fleknodélni teény za teény inflexni.

) Jo (4,2.9,%) = (4 %»—By + A2, —Cy + B') = — (B*— AC)(% 2 ¥, 7)) =
= — ew; viz (17), (18a).

7) 0. Mayer, Etude sur les surfaces réglées, Buletinul Facultatii de Stiinte din Cernauti
2, 1928. ‘
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Skutetné mé byti v téchto bodech ' = 0, t. j. podle (35), (36)
V,F(u) = 0, t. j. ponévadz V; & 0

je F(u) = 0, coz bylo dokazati.

Kazda ze soustav L, na plose S bude urdena, uddme-li jednu jeji nikoli
fleknodalni ¢aru C,. Je-li jeji rovnice u = wu(v), je patrné, Ze rovnici (35) je
uréeno piisludné V,. Ostatné teéna k ¢, v y 4 uz, jakoz i fleknodalni teény ve
fleknodech na (yz) tvofi trojici tvoricich pfimek teéného hyperboloidu plochy
S podél (yz), jehoZ tvorici piimky jedné soustavy jsou teénami éar soustavy
L, v jejich prusedicich s (yz). Na plose je tak uréeno pole sméru, uréujici
¢ary soustavy L, jako ¢ary integralni.

Prislusny L, je konjugovany.

11l. Nakonec uvedme, e pro nerozvinutelné kvadriky je A = B = C = 0,
(yz y'2') = w a dif. rovnice (22) a (23) axidlniho systému 2|, jakoz i dudlniho
axialniho systému X, se ni¢im nelisi, takZe oba systémy se ztotoziuji. Pro tyto
plochy je FeSeni zde uvedenych otézek totéz jako feSeni E. Bompianiho v cito-
vané praci. )

Pracovdno v semindfi diferencidlnt geometrie (prof. Klapky) Matematického
tistavu CSAV v Brné. Prosinec 1953.

Pesome

OB AKCUAJIBHBIX U NBONCTBEHHO AKCUAJBHBIX CUCTEMAX

KPUBBIX HA IOBEPXHOCTU B S,, COLEPHKAUEN COIIPAMKEHHBIE
CUCTEMBI

NOBE® BPENXA (Josef Brejcha), Bpno.
(ITocmyHnniro B pegakmmy 17. X1I. 1953r.)

B patGore ,,Sistemi conitugati e sistemi assiali di linee sopra una superficie
dello spazio ordinario“ (Bolletino dell’Unione Matematica Italiana, Febbraio,
1924), 9. BoMuumaHu pemaeT BOIPOC, CYweCmsyiom Al HA ROGEPIHOCIMU
S ¢ 85 conpsorcennvie cemu, codepacawuecss 8 axcuasbHol cucmeme. B qacraocrn,
OH JIaJI OTBET Ha BOIIPOC, KOTTIAa CHCTEMA TAKUX CONPAKEHHHX ceTeil ABIAercA
OJ{HOIIapaMeTpUYECKOil, ¥ OKA3aJ, YTO 3TO BOBMOKHO TOJIBKO B TOM cilydae,
eCAlU ¢ UMeem nOCMOAKHYI0 CPedHI0I0 nPoeKkmusHylo Kpugusny —16, a akcuasbras
cucmema nopoxcoena rouepysnyueii I'y pebep I'puna.

B manpHeitmeM pemalorcs momo0OHBHE BOIPOCH JWOIb ¢ TOW pasuumeif, 9ro
CTABUTCA YCJOBHE, ITOOKL 00HO CEMEUCMB0 CONDANCEHHOU Cemu NPUHADIEHCANO
aKcuanbHOl cucmeme, u emopoe — 080UucmeeHHOR akcuaibHoii cucmeme. Ecau
TAKMX ceTell OffHOIIapaMeTpuyecKoe MHOKECTBO, TO N08EPTHOCMb S AGAAEMCH
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nogepzrocmyvio dexa, npoexmushas xpususrna xomopoit —2, u I') agasemcs ee
xonepyanyuell dupexmpucce Buavyurckozo.
Bompoc moapo6Ho n8ydaercs rakse IS cIyIad INHeRIATHX IOBEPXHOCTEH.

-

Résumé.

SUR LES SYSTEMES AXTAUX ET DUELLEMENT AXTAUX DE LIGNES
TRACEES SUR UNE SURFACE QUI CONTIENNENT DES RESEAUX
CONJUGUES

Par JOSEF BREJCHA, Brno.
[(Regu le 17. décembre 1953.)

Dans son travail ,,Sistemi coniugati e sistemi assiali di linee sopra una
superficie dello spazio ordinario** (Bolletino dell’Unione Matematica Italiana,
Febbraio, 1924) E. BompiaNt réseut la question de savoir 8’il existe sur une
surface 8 dans S, des réseaux conjugués contenus dans un systéme axial. Il a
résolu, en particulier, le probléme d’existence d’une famille & un parameétre
de tels réseaux et il a démontré que cela n’est possible que st S est une surface
a courbure moyenne projective constante égale & —16, le systéme axial étant
induit par la congruence I'; des arétes de Green.

Dans ce qui suit, on traite des problémes analogues avec la différence que
Ion pose la condition qu’ une des deux familles de réseaux appartienne & un
systéme I'; et I’autre au systéme réciprogque. S’il existe une famille & un parameétre
de tels réseaux, la surface S est de type (Cech) & courbure projective égale & —2,
T, étant la congruence des directrices de Wilczynski.

La question est étudiée en détail aussi pour les surfaces réglées.
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