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Casopis pro p&stovini matematiky, rok. 79 (1954)

JEDNA METHODA VYSETROVANI MONOTONIE POSLOUPNOSTL

ZBYNEK SIDAK, Praha.
(Doslo dne 12. srpna 1953.) DT:517.1

V tomto ¢lanku zavadim pojem konvexni & zobecnény pojem k-
konvexni posloupnosti. Pokud je mi znémo, v uéebnicich se tyto pojmy
nevyskytuji, ackoliv je jich n&kdy moZno vyhodné pouZit pro vyse-
tfovani posloupnosti. Obsah é&lanku jest ovSem zcela clementérni,
proto uvadim jen né&kolik nejdileZitéjsich vét a dikazy provédim
struénd; Slo mi v podstaté pouze o to, upozornit na tuto methodu.
(V celém é&lanku jde oviem o posloupnosti redlnych é&fsel). Vyklad
doprovézim nékolika piiklady.

Definice 1. Posloupnost a,, a,, ... nazveme konvexni, jestlife plati a, <
1+ a
< qll—_;-—ﬂf—l pron =23, ...

Ziejmé existuje-li ryze konvexni funkce f(z) takova, Ze f(n) =a, (n =1,
2, ...), pak posloupnost a, je konvexni. Pojmu konvexni posloupnosti 1ze viak
nékdy pouzit i tehdy, kdyZ vySetfovani monotonie pomoci derivaci funkce
f(x) selze. Zv1a§té vyhodné je v tom ptipadé, kdyz sedtenim a,_, + a,.,
dostaneme jednoduchy vyraz.

Véta 1. Je-li posloupnost a, konvexni, éislo ¢, > 0, ¢ libovolné, pak jsou kon-
vexni té€ posloupnosti c,a, + ¢, a, + cn, a, — cn.

Véta 2. Je-li posloupnost a, konvexnt a jeji Eleny nezdporné, pak téZ posloup-
nost al je konvexnt.

Véta 3. Jsou-li posloupnosti a,, b, konvexni, pak té¢ a, + b, je posloupnost
konvexnt.

O platnosti téchto vét se pfesvédéime prostym rozepsdnim nerovnosti podle
definice 1.

Véta 4. Je-li posloupnost a, konvexnt neklesajict, pak té£ posloupnost na, je
konvexnt. :

Nebot 2na, < na,—y + na,, 1 = M — )a,_y + (0 + 1)@pyq + @Gpoq —
— Gy S (n—1)ap—y + (0 4 1)y,
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Vi&ta 5. Je-li posloupnost a,, konvexni, ¢_zn£ nerostouct, pak 9’_" je konvexni.

Kdyby totli pro n&jaké N bylo 2—1\—?’ = =i N T+ ——:,- bylo by 2a, >
N N a a
._Z_N a’N 1+ N+ la’N+1 = Qy_1 + Ox,, + N-ll NN_;:II = ay_y +

+ Ay, coZ je spor.

A nyni odvodime nejdilezit&jsi véty o konvexnich posloupnostech.

Véta 6. Je-li posloupnost a, konvexnt, pak nastane jeden z téchto ti' piipada:

a) a, je klesajict,

b) a, je rostouct,

c) existuje N tak, Ze koneénd posloupnost a,, @,, ... ay je klesajict, posloupnost
@yi1s Cyrgs -+ J€ TOSIOUCE.

Dukaz: Jestlize pro vSechna n» > 1 jest a,., — a, < 0, nastivd ziejmé
piipad a). Jestlize viak existuje » tak, %e a,.; — @, => 0, vezmeme si prvni
takovy index a oznadéime jej N.

1. Necht N =1, t. j. ay = a,. Z této nerovnosti jiz snadno aplnou indukei
(s vyuzitim pfedpokladu konvexity) plyne a,., > a, (pro n = 2,3, ...), tedy
nast4vé ptipad b) nebo c).

2. Necht N > 1. Pak na posloupnost @y, @y, 4, ... pouzijeme tvrzeni sub 1.
a z¥ejmé je tedy splnén piipad c).

Korolér 1. Je-li posloupnost a, konvexni a z ni vybrand posloupnost klesajict,
pak a, je klesajict.

To je zfejmé. Déle pak je té% zfejmé, Ze kazdd konvexni posloupnost ma
limitu (aspoii nevlastni). Specialné plati dokonce:

V&ta 7. Je-li posloupnost a, konvexni a neni-li klesajict, pak lim a, = co.

n—o

Dikaz: Podle véty 6 je posloupnost @, od jistého N podinaje rostouci.
Tuto rostouct posloupnost oznaéme by, b,, ... Tvrdim, Ze pro libovolné n => 3
a pro 1<k<n—2 jest b,> (k+ 1)by—y — kby—p—,. Vskutku pro
k=1 jest b, > 2b,_; —b,_,, jak plyne z konvexity. Necht tedy plati
hotej$f nerovnost pro k — 1. Pak b, > kb,_z4; — (kK — 1)bp—y > 2kb,_; —
—kbypey —(k —1)bp_ = (kK + 1)by_, — kb,_;_,. Plati tedy také pro
k =n —2 nerovnost b, > (n —1)by — (n — 2)b, = (n — 2)(by — b,) + b,.
Protoze viak b, — b, > 0, jest skuteéné lim b, = lim @, = co.

fn—>oo f—>
Mohli bychom oviem také pfesndji v definici 1 nazvati posloupnost a,, ryze
konvexni a definovati je§té posloupnost neryze konvexni, dile pak ryze a
neryze konkdvni. Je jist& zbyteéné provadét to v tomto ¢ldnku, protoze viechno
je zcela elementarni. Véty o konvexnich posloupnostech zde odvozené maji
byt vlastné jen ukdzkou, jak je mo#no tyto pojmy aplikovat na theorii posloup-
nosti.
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Pojem konvexni posloupnosti 1ze v8ak zobecnit jesté takto:
Definice 2. Budif k pevné pfirozené &islo, k > 2. Posloupnost a, nazveme
k-konvexni, jestliZe jsou pro vdechna n 2> 1 splnény tyto dvé podminky:

a —a, kE—1)(a —a
a”+1 <an+ n+7ck n’ a’n+k—1 < an_*_ ( )( l:+k n) .

(Tedy posloupnost 2-konvexni jest totéZ jako konvexni.)

Pojmu k-konvexni posloupnosti mizeme ziejmé s vyhodou uZiti zejména
tehdy, kdyZz vyraz a,,,— a, je jednoduchy. Plati opét fada podobnych
vét jako pro posloupnosti konvexni; omezime se zde jen na dvé nejduleZit&js.

Vé&ta 8. Je-li posloupnost a, k-konvexnt, pak nastdvd jeden z téchto t¥t pFipadi:

a) a, je klesajict,

b) a, je rostouct,

c) existuje N tak, Ze konetnd posloupnost a,, a,, ..., ay je klesajict, posloupnost
Gy ix—1> Byars -+« J€ rostouct.

Dikaz: JestliZe pro véechna n > 1 jest a,,., — a, < 0, nastdva pripad a).
Jestlize viak existuje n tak, Ze a,., —a, = 0, vezmeme si prvni takovy
index a oznaéime jej N.

1. Nechf N = 1. Pfedné& z nerovnosti a, < a,, a; < -al + %“k——a‘ plyne

E—1 —
@, < ay,;. Za druhé jest a4 < a, +( )(a]:“ %) < @+ a4y — a; =

= @,,. Tvrdim nyni, %e pro n > k plati tyto dvé nerovnosti: @,z < @p4y,
@, < @pn4,. Pro n = k plati podle piedesdlého. Nechf tedy plati pro n. Pfedng

Aty — Apyy—g
z nerovnosti @, o1 < Apiq—r + - % < Gpig—k + Wty — Opyyx =

) k—1)(apip — @pyo_
=Qu+; @ 2z nerovnosti a,,; < Guis_z +( X "+k2 "+2-—’Q plyne

(k —1)(@n+2 — Cpio—z)
k
< Opig—g + Cpyg — Apia—p = Gp.y. Nastava tedy piipad b) nebo c).

Opro—i < Gpig. Za druhé pak té7 a,.; < Gpto_r +

<

2. Necht N > 1. Na posloupnost a,, @y, ... pouZijeme tvrzeni sub 1. a je
tedy splnén piipad c).

Plati tedy také obdoba koroldru 1, coZ je zfejmé. Dokazme jesté obdobu
véty 7.

V&ta 9. Je-li posloupnost a, k-konvexni a neni-li klesajici, pak lim a, = oo.

n->o

Dikaz: Necht posloupnost a, mé &leny ay, a,, ... Podle véty 8 jest a, od
néjakého indexu n, rostouci. Limita jisté existuje (aspoll nevlastni), stadéi tedy
vySetfit n&jakou vybranou posloupnost. Uvazujme posloupnost a,, ay, @y, ...
<vs @y, ... . Tvrdim, Ze tato posloupnost je konvexni, tedy Ze 2a,. < a@_1x +

137



+ a(ri1x. Z pledpokladu, e a, je k-konvexni, plynou tyto nerovnosti:

1 1
Ay < -k-a(r—l)kn + % Crkr1y Ar—pr+1 < ——k""a(r-l)k -}--];a,k, Qs <

E—1 . 1 ) kE—1 1 k— 1)2
< Tark+7c—a(f+1)k' Tedy jest au < *—g_a(r—1)k+—k—2ark+(—k—22

k
an + k e &+ 1 Upravoudostaneme (k2 — (k —1)2 —1)a,,, < (k— 1)ag,—qy +

+ (b — Da e tedy' vskutku 2a. < a—yi + g ep Z vEY 7 pak plyne
lim a,, = lim @, = o0, coZ bylo dokézati.

—> n—>oo

Bylo by opét moZno jesté zavésti pojem k-konkdvni posloupnosti atd. a
odvodit pfisluiné véty, to vSak zajisté jiz zde nemusime provadst.

Piiklad: K vypracovani uvedené methody jsem byl ptiveden jednim
problémem z matematické statistiky. P#i feSeni tohoto problému bylo nutno

o| 2
rfy)
of +1
E
jest klesajici. Pfedné pfimym vypodétem dokaZeme, Ze vybrané posloupnost

sudych (resp. lichych) &lent je klesajici. Dale rovnéz vypodtem se presvédéi-

n n
orf i
n+1 o7 + 1
r{) r{)
(V&echny vypotty jsou dosti dlouhé, ale téméF mechanické, proto je neuvadim).

Z toho jiz pomoci nasich v&t o konvexnich posloupnostech plyne, Ze téz a, je
konvexnf a podle koroldru 1 je také klesajici.

dokézat, %e posloupnost o obecném &lenu a, = (7i 4+ 1)

me, %e posloupnost je konvexni a posloupnost klesajici.

Cvideni:

2 1 1
"+ , sudé éleny a,, = Ig i .
2n —1

Pomocf koroldru 1 dokaZte, Ze tato posloupnost je klesajici.

1. Je déna posloupnost: liché &leny a,,_; = Ig

!
2. Pou¥itim vity 7 dokate, e lim — = o proa > 0.

nso @
" 3. Posloupnost a, budiZ déna takto: ag, = 9n? 4 3n, az,_; = ?—3n, a3, _, = In? —
— 9n + 2. DokaiZte, %e tato posloupnost je 3-konvexni a rostouci. .
4. Sudé &leny posloupnosti budte a,, = (n —1)!, liché &leny ay,4; =
'= (2n — 1)2n — 3)... 3.1
on
a doka¥te lim a,, = 0. (Jde vlastn& o posloupnost a,, = I'(3n), n = 2, 3, ...). K nésleduji-

. . . . 4 . 23,42 ., (2n)3
cfmu cvidenf je potfeba t.zv. Wallisovy formule: — = lim .
aoo 12.3%... (2n — )2 . (20 + 1)

V’-‘— (n=1,2,...). VySetiete monotonii. této posloupnosti
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5. Posloupnost b, budiZ déna takto:

12.3% ... (2n — 1) 2.4, . (2n — 20 4

bansr = (20 + 1) 2 4 2 ban = 2n 1.3 @n—1p

Doka¥te, %e je klesajici. (Je to vlastn® posloupnost b, =
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